Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

CHO7 : Topologie des espaces vectoriels normés

Dans tout ce chapitre, (E, | . ||) désigne un K-espace vectoriel normé, avec K = R ou C.

I Notions générales de topologie
Pour tout a € E et pour tout réel » > 0, on rappelle que B(a,r) (resp. By(a,r)) désigne la boule

ouverte (resp. fermée) de centre a et de rayon r.
Egalement, on notera d(a,z) = ||z — al| la distance entre deux points a,z de E.

1) Voisinages

Définition 1 (Voisinage d’un point)
Soit a € F et soit A C E. On dit que A est un voisinage de a s’il existe un réel v > 0 tel que
B(a,r) C A.

Lemme 2 (Reformulation avec des boules fermées)
Soit a € E et soit AC E.
A est un voisinage de a <= il existe un réel v > 0 tel que By(a,r) C A.

2) Ouverts, fermés

Définition 3 (Partie ouverte)
Une partie U C E est dite ouverte si pour tout a € U, il existe un réel r > 0 tel que B(a,r) C U.

Définition 4 (Partie fermée)
Une partie F C E est dite fermée si son complémentaire E\ F est une partie ouverte de E.

Vocabulaire
Une partie ouverte (resp. fermée) de E est aussi appelée "un ouvert de E" (resp. "un fermé de E").

Propriété 5 (Stabilité par réunion / intersection)
(i) Toute réunion de parties ouvertes (méme infinie) est ouverte.
(ii) Toute intersection finie de parties ouvertes est ouverte.
(i) Toute intersection de parties fermées (méme infinie) est fermée.

(iv) Toute réunion finie de parties fermées est fermée.

Propriété 6 (Topologie des boules, sphéres, singletons)
(i) Toute boule ouverte est une partie ouverte de E.
(ii) Toute boule fermée est une partie fermée de E.
(ii) Toute sphére est une partie fermée de E.

(iv) Tout singleton {a} est une partie fermée de E.

Propriété 7 (Produit fini d’ouverts, de fermés)
Soit (E1,N1),- -+, (E,, Ny,,) des K-evn. On munit E = E7 X --- x E,, de la norme

E — R
N x=(x1, - ,x,) — N(z)= max N;(z;)
1<i<n

(i) Si pour tout i € [1,n], U; est un ouvert de (E;, N;) alors le produit U = Uy X -+ x Uy, est
un ouvert de (E,N).

(i7) Si pour tout i € [1,n], F; est un fermé de (E;, N;) alors le produit F = Fy X --- x F,, est
un fermé de (E, N).
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3) Intérieur, adhérence, frontiére

Définition 8 (Point intérieur 4 une partie)
Soit A C E et soit a € E. On dit que a est intérieur a A lorsque A est un voisinage de a,
c’est-a-dire lorsqu’il existe un réel r > 0 tel que B(a,r) C A.

Notation )
Pour toute partie A C E, on notera A I'ensemble des points intérieurs a A, appelé I’intérieur de A.

Propriété 9 (Caractérisation de ’intérieur en tant qu’ouvert)
Soit A C E. Alors, A est la plus grande partie ouverte contenue dans A.

Corollaire 10 (Caractérisation des ouverts par l’intérieur)
Une partie A est ouverte si et seulement si A = A.

Définition 11 (Point adhérent & une partie)
Soit A C E et soit a € E. On dit que a est adhérent a A lorsque pour tout réel v > 0, la boule
B(a,r) contient au moins un élément de A (i.e Vr >0, B(a,7)NA#D).

Notation

Pour toute partie A C E, on notera A I'ensemble des points adhérents a A, appelé ’adhérence de
A.

Propriété 12 (Complémentaire et intérieur/adhérence)

Pour toute partic AC E, on a E\A=E\ A, ainsi que E\ A=E \ A.

Propriété 13 (Caractérisation de ’adhérence en tant que fermé)
Soit A C E. Alors A est la plus petite partie fermée contenant A.

Corollaire 14 (Caractérisation des fermés par I’adhérence)
Une partie A est fermée si et seulement si A = A.

Définition 15 (Frontiére d’une partie) L
Soit A C E. On appelle frontiére de A (ou bord de A) la partie Fr(A) = A\ A.

Notation
Parfois, la frontiére de A est notée JA.

Propriété 16 (Fermeture de la frontiére)
Pour toute partie A C E, Fr(A) est fermée.

4) Caractérisations séquentielles

Théoréme 17 (Caractérisation séquentielle de ’adhérence)
Soit AC E et soit a € E. Alors :
a € A si et seulement si il existe une suite (u,) € AN qui converge vers a.

Corollaire 18 (Adhérence d’une boule ouverte)
Pour tout a € E et pour tout r > 0, on a B(a,r) = By(a,r).

Notation
Une boule fermée pourra donc se noter B(a,r) plutét que By(a,r) sans ambiguité.

Corollaire 19 (Caractérisation séquentielle des fermés)
Une partie A C E est fermée si et seulement si pour toute suite (u,) € AN qui converge vers { € E,
onaleA.
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5) Densité

Définition 20 (Partie dense) B
Soit A C E. On dit que A est dense dans E lorsque A = E.

6) Topologie relative & une partie

Examinons maintenant ce qu’il se passe lorsqu’on se restreint & une partie X C F.
Ces notions seront utiles lorsque I’on abordera 1’étude de la continuité d’une fonction définie seulement
sur X (et non pas sur F tout entier).

Définition 21 (Voisinage relatif a4 X)
Etant donné X C E et a € X, on appelle voisinage de a relatif a X toute partie de la forme
VNX, ouV est un voisinage de a.

Propriété 22 (Caractérisation des voisinages relatifs avec les boules)
Soit X CE, AC X, eta€e X.
A est un voisinage de a relatif a X si et seulement si il existe un réel r > 0 tel que B(a,r)NX C A.

Définition 23 (Ouvert relatif & X)
FEtant donné X C E, on appelle ouvert relatif & X toute partie de E de la forme U N X, avec U
une partie ouverte de E.

Propriété 24 (Caractérisation des ouverts relatifs avec les voisinages relatifs)
Soit X C E et A C X. Alors A est un ouvert relatif a X si et seulement si A est un voisinage
relatif a X de chacun de ses points.

Définition 25 (Fermé relatif a X)
Etant donné X C E, on appelle fermé relatif a X toute partie de E de la forme FN X, avec F
une partie fermée de E.

Propriété 26 (Caractérisations des fermés relatifs a X)
Soit X C E et AC X. Alors on a équivalence entre :

(i) A est un fermé relatif a X ;
(ii) pour toute suite (x,) € AN qui converge vers £ € X, on a b € A;

(#ii) le complémentaire de A dans X est un ouvert relatif a X.

7) Invariance des notions topologiques par des normes équivalentes

Théoréme 27 (Voisinages, ouverts, fermés pour des normes équivalentes)

Soient Ny et Ny deuxr normes équivalentes sur un K-espace vectoriel E. Alors les deuz espaces
vectoriels normés (E, N1), (E, Na) possédent les mémes voisinages, les mémes ouverts et les mémes
fermés.

CHO7 : Topologie des espaces vectoriels normés 3/ 12



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

IT Limites et continuité

Dans cette section, (E,|| . ||g) et (F,|| . ||r) désignent deux K-espaces vectoriels normés. On va
considérer des applications définies sur une partie X C F et a valeurs dans F'.

Lorsque F et/ou F est égal & K, on le munit naturellement de la valeur absolue / du module.

Vocabulaire ("Au voisinage de ...")

Etant donné une propriété P, une fonction f : X C E — F et un point a € X (adhérent & X), on
dira que f posséde la propriété P au voisinage de a s’il existe un voisinage V' de a relatif a X
tel que la restriction f,, : V' — F' posséde la propriété P.

Sans perte de généralité, on peut supposer V' de la forme V = B(a,r) N X.

1) Limite d’une fonction en un point

Définition 28 (Limite en un point)
Soit X CE, f: X = F etac X. On dit que f posséde une limite en a lorsqu’il eriste { € F
tel que

Ve>0,30>0, Ve eX, [[z—a|llg<d = ||f(z)—{|r <e.

Dans ce cas, on dit que f(x) tend vers £ lorsque x tend vers a et on note f(x) — £ ou encore
r—a
f—L
a

Lemme 29 (Reformulation de la notion de limite avec des inégalités strictes)
Soit X CE, f: X—F,acX etleF. Alors :

Fz) — € = (V&'>0,30>0,VzeX, |[z—allp <8 = |flx)—Lr<e).

T—a

Théoréme 30 (Caractérisation séquentielle de la limite)
Soient X CE, f: X > F,ae€ X etleF. Alors :

f(z) — £ si et seulement si pour toute suite (v,) € XN, on a (z, — a = f(z,) — {).
r—a n—-4o00 n—-4o0o

Propriété 31 (Unicité de la limite d’une fonction)
Si f(x) — L et si f(x) — ¥, alors £ = 1.
r—a T—ra

On dit alors que £ est la limite de f en a et on note £ = 11_r>n f(z), ou £ =1lim f.

2) Opérations sur les limites

Propriété 32 (Limite d’une fonction & valeurs dans un espace produit)
On considére des K-espaces vectoriels normés (Fy, N1),- -+, (Fp, Np) et on munit Uespace produit
F=F,; x---x F, de la norme N : F — R" définie par

N(yy,- - 7yp) = max(N1(y1), - 7Np(yp))-

Soit f: XCE—F,aeX etl=({, - ,l,)€EF.
Notons f(z) = (fi(z), -, fp(z)) pour tout x € E. Alors, on a :

f(l’) — L = Vi€ {13 7p}7 fz(x) — gh
TrT—a r—ra
Vocabulaire
Les applications fi, - - , f, sont appelées les composantes de f ou encore les fonctions coordonnées
de f.
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Propriété 33 (Opérations algébriques sur les limites de fonctions)
Soit X CE,aeX, f: X > Fetg: X — F. On suppose que f — (€ F et g— ¢ € F.
a a

(i) Ona f+g—LC+1.
(ii) Pour tout A € K, on a A\f — M.

Propriété 34 (Limite d’un produit externe)
Soit X CE,ae X,a: X ->Ketf: X — F. On suppose que« — N €K et f — L € F.
a a

Alors af — M € F.

Propriété 35 (Limite d’un inverse scalaire)
Soit X CE,ace X, f:X — K. On suppose que f — £ € K*.
a

Alors f ne s’annule pas au voisinage de a, et % —
a

|-

Théoréme 36 (Limite d’une composée)
Soient E, F,G trois K-espaces vectoriels normés, Soit f: X CE — Fetg:Y C F — G tel que
fX)CY,etsoitae X. Sif—beF etsig—b>€€G, alors go f — £.

a a

3) Extension : limite a l'infini, limite infinie

Définition 37 (Limite lorsque ||z|| — +o0)
Soit X une partie non bornée de E, f : X — F et € F'.
On dit que f(z) tend vers € lorsque ||z|| tend vers +oo si :

Ve>0, 3R >0, Vz € X, ||z|g > R = ||f(z) —{||r <e.

On note alors f(x)

l||| =00

Définition 38 (Limite lorsque z — F00)
On suppose ici que (E,| . ||) = (R,| . ]) et (F,] . ||) est un evn quelconque.
Etant donné X CR, f: X - F etl € F :

(i) Si X n’est pas majorée, on dit que f(x) tend vers £ lorsque x tend vers +00 si :
Ve>0, 3R>0, Vz e X, > R = ||f(z) —{||r <e.
On note alors f(z) — L.
rz—r+o0
(ii) Si X n’est pas minorée, on dit que f(x) tend vers £ lorsque x tend vers —oo si :

Ve>0, 3R>0,Vz € X, 2 < -R = ||f(z) —{||r <e.

On note alors f(x) — L.

T—>—00

Définition 39 (Limite infinie d’une fonction réelle)
On suppose ici que (E,|| . ||) est un evn quelconque et (F,| . ||) = (R,| . |).

FEtant donné X CE,ae X et f: X - R :

(i) On dit que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers a si :
VR>0, 30 >0, Vze X, ||z —allpg <6 = f(z)>R.

(i1) On dit que f(x) tend vers —oo lorsque x tend vers a si :

VR>0, 30 >0, Vx € X, |[x—a|llp <d = f(z) <—R.
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4) Fonctions continues

Définition 40 (Continuité en un point)
Soit X CE, f:X — F eta€ X. On dit que [ est continue en a lorsque f(x) — f(a),

Tr—ra
c’est-a-dire :

Ve>0, 30 >0, Vz € X, |lz—allg <d = ||f(z)— f(a)]|r <e.

Théoréme 41 (Caractérisation séquentielle de la continuité)
Soit f: X CE—F,a€ X. Alors :

f est continue en a ssi pour toute suite (r,) € X", on a (z, — a = f(z,) — f(a)).
n—-+o0o n—-+4oo

Définition 42 (Continuité globale)
Soit X C E. On dit qu’une application f : X — F est continue lorsqu’elle est continue en tout
point a € X.

Notation
Pour toute partie X C E, on notera C°(X, F') 'ensemble des fonctions continues X — F.

Propriété 43 (Coincidence sur une partie dense)
Soit f € CO(E,F) et g€ C°(E, F).
Si f et g sont égales sur une partie X dense dans E, alors f = g.

Théoréme 44 (Opérations algébriques sur les fonctions continues)
Soit X C E.

(i) C°(X, F) est un sous-espace vectoriel de FX.
(ii) Si F =K, alors C°(X,K) est une sous-algébre de KX.

Propriété 45 (Continuité et produit externe)
Soit X CE. SiaeCX,K) et si f€COUX,F), alors af € C°(X, F).

Théoréme 46 (Composition de fonctions continues)
Soit E, F,G trois K-espaces vectoriels normés, soit X C E, Y C F. Si f € C°(X,F), g € C°(Y,G)
et f(X)CY, alors go f € C°(X,G).

5) Caractérisation ensembliste de la continuité

Théoréme 47 (Caractérisation de la continuité sur X par les images réciproques des
ouverts / fermés)
Soit X C E et f: X — F. Alors, on a équivalence entre :

(i) [ est continue;
(ii) pour tout ouvert U de F, f=1(U) est un ouvert relatif a X ;
(iii) pour tout ferméY de F, f=X(Y) est un fermé relatif a X.

Corollaire 48 (Caractérisation de la continuité sur E par les images réciproques des
ouverts / fermés)
Soit f: E — F. Alors, on a équivalence entre :

(i) [ est continue;
(ii) pour tout ouvert U de F, f=1(U) est un ouvert de E ;
(iii) pour tout ferméY de F, f=X(Y) est un fermé de E.
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III Continuités spécifiques

(B, |I[lg) et (E,]|.||) désignent toujours deux K-espaces vectoriels normés, non nuls.

1) Fonctions uniformément continues, fonctions lipschitziennes

Définition 49 (Continuité uniforme)
Soit X CE et f: X — F. On dit que f est uniformément continue lorsque :

Ve >0, 36 >0, Y(z,y) € X?, |z —yllp < = |f(z) - fW)llr <=

Définition 50 (Caractére lipschitzien)
Soit X CE et f:X — F. On dit que f est lipschitzienne lorsque :

3K >0, Y(z,y) € X*, (@) - f@)lr < Kl —ylp-

Propriété 51 (Liens entre les différentes continuités)
f lipschitzienne = f uniformément continue =— f continue .

2) Continuité des applications linéaires

Notation

On notera L(FE, F) 'ensemble des applications linéaires £ — F.

On notera également L.(FE, F) Pensemble des applications linéaires continues E — F.

On rappelle que £(E, F) est un sous-espace vectoriel de F'¥.

Vu que L.(E,F) = L(E,F)NC°E, F), cet ensemble est également un sous-espace vectoriel de F¥,
etona L.(E,F)C L(E,F).

Théoréme 52 (Caractérisation de la continuité des applications linéaires)
Soit uw € L(E, F). Alors il y a équivalence entre :

(i) u est continue en O ;

(i1) u est continue;
(1) w est uniformément continue ;

(iv) w est lipschitzienne ;

(v) 3C >0, Vz € E, |u(x)||r < Cllz|E.

3) Normes subordonnées

Définition 53 (Norme subordonnée)
Soit u € L(E, F). On pose
[u(@)|»
lull = sup
seb\{or} IIZlE
On dit que ||u|| est la norme subordonnée (ou norme d’opérateur, ou encore norme triple)
de u, associée auzx normes ||.|g et ||.||r. On la note aussi ||ul|op.
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Théoréme 54 (Propriétés d’une norme subordonnée)
On dispose des propriétés suivantes :

(7) Pour tout u € L(E,F) :
lull = min{C >0, Va € E, [u(z)||r < Cllz||r}

En particulier, on a Vx € E, |u(z)||r < |ull =] &-

(@) |I.|| est une norme sur L.(E,F).
(w5i) |||l est sous-multiplicative : siu € L(E,F) et v € L(F,G) (ot G est un troisiéme evn),
alors
looull < floll full-
En particulier, ||| est une norme sous-multiplicative sur la K-algébre L (E).

(tv) On a les égalités :

u(z)|F
lull = sup = sup |u(@)llr= sup [u(@)|F,
z€B;(0,1)\{0} /e z€B;(0,1) z€S5(0,1)

ot Bf(0,1) désigne la boule unité fermée de E et S(0,1) la sphére unité de E.

4) Continuité des applications multilinéaires

Théoréme 55 (Caractérisation de la continuité des applications bilinéaires)
Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels normés et b : E x F — G une application bilinéaire.
On munit l’espace produit E x F de la norme :

(@, y)l| px r = max(||] &, |[y]| F)-

Alors il y a équivalence entre :
(i) b est continue ;
(i) 3C =0, V(z,y) e EXF, |b(z,y)llc < Cllzllelyle-

Ce résultat se généralise aux applications multilinéaires :

Théoréme 56 (Caractérisation de la continuité des applications multilinéaires)
Soient B, -+, E,, F des K-espaces vectoriels normés et f : E1 X --- X E, — F une application
multilinéaire. On munit l’espace produit E1 X --- X E, de la norme :

@1, zn)llByxx B, = max (zil ).

1<i<

Alors il y a équivalence entre :
(i) [ est continue;
(1) 3C >0, V(@1, - @) € By X -+ X En,  ||f(@1,-- @0)llr < Cll2a]|g, - - |2l -
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IV  Compacité

(E, || . ||) désigne un K-espace vectoriel normé.

1) Définition et premiéres propriétés

Définition 57 (Partie compacte)
Une partie A C E est dite compacte lorsque toute suite (u,) € AN posséde une suite extraite
(Uyp(n)) qui converge dans A.

Vocabulaire
On dit aussi que A est "un compact" de F.

Propriété 58 (Propriétés topologiques d’une partie compacte)
Si A est compacte, alors A est fermée et bornée dans E.

Propriété 59 (Un fermé d’un compact est compact)
Soit F' une partie fermée de E, et A une partie compacte de E. Si F C A, alors F' est compacte.

Théoréme 60 (Compacité et valeurs d’adhérence)
Soit A une partie compacte de E, et (u,) une suite de AN.
Alors, (up) converge si et seulement si (u,) posséde une seule valeur d’adhérence.

Théoréme 61 (Produit fini de compacts)

SiAq,---, Ay sont des parties compactes de Er, - - - , E,, (des K-evn) respectivement, alors le produit
Ay X --- x Ay est une partie compacte de l’espace normé produit Ev X --- x E, (muni de la norme
usuelle).

2) Compacité et continuité

Théoréme 62 (Image continue d’un compact)

Soient E et F' deux K-evn.

Soit A une partie compacte de E et soit f : A — F. Si [ est continue, alors l'image f(A) est
compacte.

Théoréme 63 (Théoréme des bornes atteintes)
Soit A une partie compacte et non vide de E, et f : A — R une fonction continue. Alors, f est
bornée et atteint ses bornes, c’est-a-dire qu’il existe (a,b) € A% tels que

fla) = inf f(x),  f(b) = sup f(x).

r€A €A

Théoréme 64 (Théoréme de Heine)
Soient E et F deux K-evn, soit AC E et f: A— F.
Si A est compacte et f est continue, alors f est uniformément continue.

3) Parties compactes de (K, |.|)

Rappelons le théoréme suivant, vu en MP2I :

Théoréme 65 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass)
Soit (un) € KN. Si (uy,) est bornée, alors (u,) posséde une suite extraite convergente dans K.

Corollaire 66 (Caractérisation des parties compactes de K)
Dans Uespace vectoriel normé (K, |.|) une partie est compacte si et seulement si elle est fermée et
bornée.
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V Connexité par arcs

(E, || . ||) désigne un K-espace vectoriel normé.

1) Chemins

Définition 67 (Chemin tracé dans une partie)

Etant donnée une partie A C E, on appelle chemin dans A (ou arc dans A) toute application
continue v : [0,1] — E telle que Vt € [0,1],v(t) € A.

Etant donnés deux points (z,y) € A2, on appelle chemin dans A de x vers y toute chemin dans
A tel que v(0) =z et (1) = y.

Propriété 68 (Relation d’équivalence associée aux chemins)
Soit A C E. On définit sur A la relation binaire suivante :

Y(z,y) € A%, TRy <= il existe un chemin dans A de x vers y.

Cette relation est une relation d’équivalence sur A.

Définition 69 (Composantes connexes par arcs d’une partie)
Soit A C E. Les classes d’équivalences de la relation R précédemment définie s’appellent les com-
posantes connexes par arcs de A.

Définition 70 (Partie connexe par arcs)
Une partie A C E est dite connexe par arcs lorsque pour tout (x,y) € A2, il existe un chemin
dans A de x vers y.

2) Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 71 (Parties connexes par arcs de R)
Dans R, une partie A est connexe par arcs si et seulement si c’est un intervalle.

Théoréme 72 (Image continue d’une partie connexe par arcs)
Soient E et F deux K-evn, soit AC E et f: A— F.
Si A est connexe par arcs et f continue, alors f(A) est connexe par arcs dans F.

Théoréme 73 (Théoréme des valeurs intermédiaires généralisé)
Soit A C E une partie connexe par arcs, et f: A — R continue.
Pour tout (a,b) € A? et pour tout réel X compris entre f(a) et f(b), il existe c € A tel que f(c) = .
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VI Topologie en dimension finie

1) Equivalence des normes

Lemme 74 (Isomorphisme isométrique entre E et K")
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit B = (e1,--- ,ey,) une base de E.
Alors :

(i) L’application vp : K" — E définie par
n
eB(@1,,Tp) = inei
i=1

est un isomorphisme linéaire, et l’isomorphisme réciproque cpgl : E — K" associe a un
vecteur © € E ses coordonnées (x1,--- ,%y) dans la base B.

(ii) L’application || . ||oo.8 : E — RT définie par :

I2llo0, = llg" (@)oo = sup |zl

1<i<n

est une norme sur E.

Ainsi, pp est un isomorphisme isométrique (qui conserve la norme) entre les deux espaces normés
(K™ [[-lloo) et (B, ]|-ll0,5)-

Théoréme 75 (Equivalence des normes en dimension finie)
Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, alors toutes les normes sur E sont équivalentes.

2) Conséquences

Corollaire 76 (Invariance des notions topologiques en dimension finie)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Alors :

(i) Le fait qu’une partie A C E soit bornée, ouverte, fermée, compacte, connexe par arcs ne
dépend pas du choix de la norme sur E.

(ii) Le fait quune suite (u,) € EN soit bornée, convergente, ne dépend pas du choizx de la norme
sur E.

(i) Si F est aussi un K-ev de dimension finie, le fait qu’une application f : X C E — F soit
continue ne dépend pas du choix des normes sur E et F'.

Corollaire 77 (Convergence des suites par coordonnées)
Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension finie et B = (e1,--- ,e,) une base de E. Soit
(ux) € EN une suite. Pour tout k € N, notons

Uk = Ug,1€1 + **+ + Uk nen

la décomposition de uy, dans la base B.

Alors, la suite (uy) converge dans E si et seulement si les suites coordonnées (ug;) (1 <i <n)
convergent dans K, et dans ce cas, on a

n

lim wu, = E ( lim u;“) e;.
k—+oo - k—+oco ’

P=il
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Corollaire 78 (Limite d’une fonction par coordonnées)

Soit (E,||.]|) un K-espace vectoriel normé, et F un K-espace vectoriel normé de dimension finie,
muni d’une base Bp = (e1, -+ ,€p).

On considére une fonction f : X C E — F, et un point a € X. Pour tout x € X, on note

f(@) = fi(@)er + -+ fp(z)ep

la décomposition du vecteur f(z) dans la base Bp.
Alors f posséde une limite lorsque x — a si et seulement si les fonctions coordonnées f; : X C E —
K (1 <i < p) possedent une limite lorsque © — a, et dans ce cas, on a

il_r}r(llf Z (hm Tl )ei.

g=il

=

3) Caractérisation des parties compactes et conséquences

Théoréme 79 (Caractérisation des parties compactes en dimension finie)
Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension finie et soit A C E.
A est compacte si et seulement si A est fermée et bornée.

Corollaire 80 (Suites bornées et valeurs d’adhérence en dimension finie)
Une suite bornée d’un espace normé de dimension finie posséde au moins une valeur d’adhérence,
et elle converge si et seulement si cette valeur d’adhérence est unique.

Corollaire 81 (Topologie des sev de dimension finie)
Soit E un K-espace vectoriel normé. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie de E est fermé.

4) Continuité en dimension finie

Théoréme 82 (Continuité des applications linéaires en dimension finie)
Soit E et F deux K-espaces vectoriels normés.
Si E est de dimension finie, alors toute application linéaire u: EE — F est continue.

Définition 83 (Application polynomiale sur K")
On dit qu’une applicationp K™ — K est polynomiale si elle est combinaison linéaire de fonctions

du type (x1,- -+ , &) — 7252 20" (appelées mondmes), avec les a; € N.

Vocabulaire
On dit aussi "fonction polynome".

Théoréme 84 (Continuité des applications polynomiales de K")
Toute application polynomiale p : K™ — K est continue.

Théoréme 85 (Continuité des applications polynomiales en dimension finie)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et B = (e1,--- ,e,) une base de E. Alors toute
application p : E — K polynomiale en les coordonnées dans la base B est continue.

Théoréme 86 (Continuité des applications bilinéaires en dimension finie)
Soient E, F,G des K-espaces vectoriels normés.
Si E et F sont de dimension finie, alors toute application bilinéaire b: E x F' — G est continue.

Théoréme 87 (Continuité des applications multilinéaires en dimension finie)

Soient En,--- , E,, F des K-espaces vectoriels normés.

Si Ey,--- , E, sont de dimension finie, alors toute application multilinéaire f : Fy X -+ X B, =& F
est_continue.

Terminons par une liste (non exhaustive) d’exemples classiques.
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CHO8 : Réduction des endomorphismes - aspects
géométriques

Dans tout ce cours, K désigne un sous-corps de C (un tel corps contient nécessairement Q, et on aura
trés souvent K =R ou K = C), et E un K-espace vectoriel non nul.

Etant donné un endomorphisme u € L(E), on peut se demander (lorsque E est de dimension finie) s’il
existe une base de F dans laquelle u se représente par une matrice "simple", par exemple diagonale,
ou triangulaire, ou diagonale par blocs. La détermination d’une telle base est appelée la réduction
de I’endomorphisme u.

I Sous-espaces stables par un endomorphisme

1) Définition

Définition 1 (Sous-espace stable par un endomorphisme)
Soit u € L(E), et soit F un sous-espace vectoriel de E. On dit que F est stable par u lorsque
u(F) C F, c’est-a-dire (x € F = u(x) € F).

Définition 2 (Endomorphisme induit sur un sous-espace stable)
Soit u € L(E) et soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par wu.

Fr — F
On dit que up est ’endomorphisme induit par u sur F'.

Alors, Uapplication up : { est bien définie et c’est un endomorphisme de F'.

2) Matrice dans une base adaptée & un sous-espace stable

Propriété 3 (Traduction matricielle d’un sous-espace stable)

On suppose E de dimension finie, notée n € N*. Soit u € L(E) et soit F' un sous-espace
vectoriel de E. On considére Bp = (e1,--- ,ex) une base de F que l'on compléte en une base
B=(e1, €k, €kt1, " ,€n) de E.

Alors, F est stable par u si et seulement si la matrice de u dans la base B est de la forme suivante :

A A
Matg(u):( 01 Ai )7

avec Ay € My(K). Dans ce cas, Ay est la matrice de up dans la base Bp.
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II Eléments propres d’un endomorphisme

Dans la suite, on fixe un endomorphisme u € L(E).

1) Vecteurs propres, valeurs propres

Définition 4 (Vecteurs propres, valeurs propres)

() On dit que x € E est un vecteur propre de u lorsque x # 0g et IN € K, u(z) = Mz
(i.e. © est non nul et u(x) est colinéaire a x).

(#i) On dit que A\ € K est une valeur propre de u lorsqu’il existe x € E tel que x # Op et
u(z) = Ax.

Vocabulaire

Lorsque u(x) = Az avec x non nul, on dit que (A, z) est un couple valeur propre/vecteur propre.
On dit aussi que = et A sont associés.

L’équation u(x) = Az, d’inconnue (A, z) € K x (E \ {0}), est appelée équation aux éléments
propres de u.

Propriété 5 (Caractérisation des valeurs propres)
Soit A € K. On a les équivalences :

A est valeur propre dew <=  Ker(u— Aldg) # {0g}
<= u— Aldg non injective.

Dans ce cas, les vecteurs propres associés a A sont les éléments non nuls de Ker(u — N\ dg).

Propriété 6 (Vecteur propre et droite stable)
Soit x € E un vecteur non nul. On a l’équivalence :

x est vecteur propre de u <= la droite D = Vect(x) est stable par u.

2) Sous-espaces propres

Définition 7 (Sous-espace propre d’un endomorphisme)

Soit A € K une valeur propre de u € L(E).

On appelle sous-espace propre associé a A ['ensemble Ey\(u) = Ker(u — Aldg).
C’est un sous-espace vectoriel non nul de F.

Théoréme 8 (Indépendance linéaire des sous-espaces propres)
Soit A1, , Ay € K (avec p > 2) des valeurs propres distinctes de u. Alors :

(1) les sous-espaces propres Ey,(u) sont en somme directe, i.e. :

Z By (u) = @ By (u) ;

(ii) sixy,--- , Tp sont des vecteurs propres respectivement associés
aux valeurs propres Ai,- -, Ap, alors la famille (x1,--- ,xp) est libre.

Théoréme 9 (Stabilité d’un sous-espace propre)

Soit u et v deux endomorphismes de E qui commutent : wov = v o u.
Alors, tout sous-espace propre de u est stable par v.

En particulier, tout sous-espace propre de u est stable par u.

3) Polynome caractéristique d’un endomorphisme

En dimension finie, on dispose d’une caractérisation simple des valeurs propres, grace au déterminant.
Dans toute la suite, on suppose que E est de dimension finie, et on note

n = dim(E) € N*.
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u désigne toujours un endomorphisme de FE.

Propriété 10 (Caractérisation des valeurs propres a 1’aide du det)
Soit A € K, alors on a Uéquivalence :

A est une valeur propre de u <= det(Adg —u) = 0.

Propriété 11 (Structure polynomiale de det(Aldg — u))
La fonction X\ — det(Adg — u) est polynomiale de degré n = dim(FE), avec

VA €K, det(\dg —u) = \" — tr(u)A\" 1 + -+ (=1)" det(u).

Définition 12 (Polynéme caractéristique d’un endomorphisme)
Soit u € L(E). On appelle polynéme caractéristique de u le polynome :

Xu(X) = det(XIdg —u) € K[X].

On dispose alors du théoréme suivant :

Théoréme 13 (Interprétation des valeurs propres comme racines)
Soit u € L(E), avec E de dimension n € N*.

(7) Les valeurs propres de u sont exactement les racines dans K de son polynéme caractéris-
tique :
v e K, (X valeur propre de u < x,(A) =0).

(i) u posséde au plus n valeurs propres.

Définition 14 (Spectre d’un endomorphisme)
On appellera spectre de u (noté Sp(u)) 'ensemble des \ € K qui sont valeurs propres de u.

4) Eléments propres d’une matrice carrée

n désigne toujours un entier naturel non nul.
Par simplicité, les vecteurs colonnes de M,, 1(K) seront identifiés aux vecteurs de K".

Définition 15 (Valeur/vecteur propre d’une matrice carrée)
Soit A € M,,(K). On dit que A\ € K est une valeur propre de A lorsque \ est une valeur propre
de l’endomorphisme canoniquement associé a A :

.{K” — K"
Y1 v — Aav

Tout vecteur colonne V' tel que V. # Ogn et AV = AV est alors appelé vecteur propre de la
matrice A associé a la valeur propre \.

Définition 16 (Sous-espaces propres d’une matrice carrée)
Soit A € M, (K) et A € K une valeur propre de A. On appelle sous-espace propre de A associé
a X le sous-espace vectoriel Ex(A) = Ker(A — \I,,).

Définition 17 (Polynéme caractéristique d’une matrice carrée)
Soit A € M,,(K). On appelle polyndéme caractéristique de A le polynome :
xa(X) =det(XI, — A) € K[X].

Définition 18 (Spectre d’une matrice carrée)
Soit A € M, (K). On appelle spectre de A (noté Sp(A)) I’ensemble des valeurs propres de A.
C’est une partie finie de K (les racines de x4), de cardinal compris entre 0 et n.

Propriété 19 (Valeurs propres d’une matrice triangulaire)
Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont ses éléments diagonaux.

Propriété 20 (Des matrices semblables ont méme poly. caractéristique)
Soient A, B € M, (K). Si A et B sont semblables, alors xa(X) = x5(X).
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5) Multiplicité d’une valeur propre

Définition 21 (Multiplicité d’une valeur propre)

Soit A € K une valeur propre de u € L(E). On appelle multiplicité de la valeur propre A sa
multiplicité en tant que racine de x.(X), c’est-a-dire le plus grand entier k € N* tel que (X — \)¥
divise xu(X).

Propriété 22 (Forme du polynéme caractéristique sur K = C)

SiK=C etue L(E), alors x, est scindé, c’est-a-dire de la forme :
P

xa(X) = JT(X = A2,
k=1
ot 1 <p<mn, les \y € C sont les valeurs propres distinctes de u, et les o, € N* leurs multiplicités
respectives.

Théoréme 23 (Polyndéme caractéristique d’un endomorphisme induit)
Soit E un K-e.v. de dimension n € N*, u € L(FE) et F un sev non nul de E stable par u.
Alors xup(X) divise xu(X).

On en déduit un lien entre la multiplicité d’une valeur propre et la dimension du sous-espace propre
associé :

Théoréme 24 (Lien entre multiplicité de A et dimension de E)(u))
Soit E un K-e.v. de dimension n € N*, soit A € K une valeur propre de u € L(E) de multiplicité
ay € N*. Alors, on a

1 < dim(E)\(u)) < ay,

ot E\(u) = Ker(u — Aldg) est le sous-espace propre de u associé a \.
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IIT Endomorphismes/matrices diagonalisables

E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*, et u € L(F).
On s’intéresse au probléme suivant : existe-t-il une base B = (e;)1<i<n de E dans laquelle la matrice
de u est diagonale ?

1) Définition

Définition 25 (Endomorphisme diagonalisable)
On dit que u est diagonalisable lorsqu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est
diagonale.

Propriété 26 (Définition équivalente d’un endomorphisme diagonalisable)
u est diagonalisable si et seulement s’il existe une base de E formée de vecteurs propres de u.

Vocabulaire
Si w est diagonalisable, diagonaliser ’endomorphisme u signifie trouver une telle base de vecteurs
propres, appelée aussi base de diagonalisation de u.

On définit naturellement une notion analogue sur les matrices carrées :

Définition 27 (Matrice diagonalisable)
Une matrice A € M,,(K) est dite diagonalisable lorsqu’elle est semblable ¢ une matrice diagonale,
c’est-a-dire lorsqu’il existe P € GL, (K) telle que P~*AP soit diagonale.

Vocabulaire
Dans ce cas, diagonaliser la matrice A, c’est déterminer une matrice inversible P telle que la matrice
P~1AP soit diagonale.

2) Théoréme de diagonalisation

De maniére générale, on dispose d’une condition nécessaire et suffisante pour qu’un endomorphisme
(ou une matrice) soit diagonalisable.

Théoréme 28 (Caractérisation des endomorphismes diagonalisables)

u est diagonalisable si et seulement si (Sp(u) #Det @ Erlu) = E)
AESD(w)
Dans ce cas, on a
xu(X)= [ (X = ndmEra)
AESP(u)

(chaque valeur propre a une multiplicité égale o la dimension du sous-espace propre associé).

On déduit de la proposition précédente le théoréme suivant :

CHOS : Réduction des endomorphismes - aspects géométriques 5/ 10



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

Théoréme 29 (Théoréme de diagonalisation)
Soit E un K-e.v. de dimension n € N*, et u € L(E).
On note x(X) = det(XIdg — u) son polyndéme caractéristique.

(i) Si x« n’est pas scindé sur K, alors u n’est pas diagonalisable.

k=1
distincts et les a, € N* ), on a les équivalences :

u est diagonalisable <=  Ex (u)® - ® E) (u) =FE
P
= Z dim(Ej, (u)) =n

k=1
— Vke|[l;p], dim(E), (u)) = ok

SOUS-€SPACES Propres.

P
(#4) Si X est scindé sur K, alors en notant x,(X) = H(X — k) (avec les Ny, deux a deux

Dans ce cas, on obtient une base de diagonalisation de u en concaténant des bases des

3) Cas des projecteurs et symeétries

Propriété 30 (Diagonalisabilité des projecteurs et symétries)
(i) Tout projecteur p : E — E est diagonalisable.
De plus, sip ¢ {0z(g), [dg}, alors p posséde exactement deux sous-espaces propres :
Ey(p) = Ker(p) et Er(p) = Ker(p — Idg) = Im(p).
(ii) Toute symétrie s : E — FE est diagonalisable.
De plus, si s ¢ {Idg,—Idg}, alors s posséde exactement deux sous-espaces propres :
Ei(s) = Ker(s— Idg) et E_1(s) = Ker(s+ Idg).

4) Cas ou Y, est scindé a racines simples

Propriété 31 (Cas ou y, est scindé a racines simples)
Soit E un K-e.v. de dimension n € N*, et u € L(E).
Si x. est scindé a racines simples sur K, alors u est diagonalisable.
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IV  Endomorphismes/matrices trigonalisables

FE désigne encore un K-espace vectoriel de dimension n € N*.

1) Deéfinition

Définition 32 (Endomorphisme trigonalisable)
Un endomorphisme u € L(E) est dit trigonalisable lorsqu’il existe une base de E dans laquelle la
matrice de u est triangulaire.

Vocabulaire
Trigonaliser ’endomorphisme u signifie trouver une telle base de E, appelée base de trigonalisa-
tion de wu.

Définition 33 (Matrice trigonalisable)
Une matrice A € M, (K) est dite trigonalisable lorsqu’elle est semblable a une matrice triangu-
laire, c’est-a-dire lorsqu’il existe P € GL, (K) telle que P~YAP soit triangulaire.

Vocabulaire

Trigonaliser la matrice A, c’est déterminer explicitement une matrice inversible P telle que P~1AP
soit triangulaire. Comme pour la diagonalisation, les colonnes de P représentent une base de
trigonalisation de ’endomorphisme u : V — AV canoniquement associé a A.

2) Théoréme de trigonalisation et conséquences

Théoréme 34 (Théoréme de trigonalisation)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N*, et uw € L(E). Alors :

u est trigonalisable <= le polynome caractéristique x,, est scindé sur K.

Corollaire 35 (Cas complexe / cas réel)
(i) Si K =C, alors tout endomorphisme u € L(E) est trigonalisable.

(i) Si K =R, alors tout endomorphisme u € L(E) ayant toutes ses valeurs propres dans
R est trigonalisable.

Corollaire 36 (Trigonalisation des matrices carrées)
(1) Toute matrice A € M, (C) est trigonalisable.

(i1) Toute matrice A € M, (R) est trigonalisable dans M., (C), i.e. il existe P € GL,(C) telle
que P~YAP soit triangulaire (dans M,(C)).

(7ii) Toute matrice A € M, (R) telle que x4 est scindé sur R est trigonalisable dans R,
c’est-a-dire qu’il existe P € GL,(R) telle que P~YAP soit triangulaire (dans M., (R)).

3) Expressions de la trace et du déterminant

Propriété 37 (Lien entre trace, déterminant et valeurs propres)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N*, et u € L(E).

On suppose que X, est scindé sur K. Notons A1, --- , \, les valeurs propres de u (pas nécessaire-
ment distinctes, mais comptées avec multiplicité). Alors, on a

tr(u) = Z Ay det(u) = H Ak
k=1 k=1
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Corollaire 38 (Lien entre trace, dét. et valeurs propres d’une matrice)
Pour toute matrice A € M, (C),

(1) La trace de A est la somme de ses valeurs propres (comptées avec multiplicité).
11) Le déterminant de A est le produit de ses valeurs propres (comptées avec multiplicité).
1) Le dét ) tde A estl duit d l té Itiplicité

Ces résultats sont aussi valables pour toute matrice A € M, (R) ayant toutes ses valeurs propres
réelles.

4) Trigonalisation en dimension 2

Meéthode (Trigonalisation en dimension 2)

Considérons une matrice A € My(K). On suppose que A est trigonalisable dans Ms(K) mais non
diagonalisable.

En notant u : V +— AV Uendomorphisme de K? canoniquement associé a A, on a donc

xu(X) = (X = N)?,  dim(Ex(u)) = 1.

e On détermine une base (v1) de Ex(u). On a donc u(vy) = Avy.
e On compléte en une base B := (v1,v2) de K2.
La matrice de u dans B est alors de la forme T = ( 6\ : ) .
Vu que cette matrice est semblable 4 A, on a tr(T) = tr(A) = 2), et donc

Aox
r=(5 3 )
On a donc trigonalisé A, puisque T est triangulaire et semblable a A : en effet, on a T = P~1AP,

ot P est la matrice de passage dont les colonnes sont les coordonnées de vy, et vo dans la base
Canonique.

Méthode (Choix optimal de v3)
On peut "optimiser" le choix du vecteur va, afin d’obtenir une base B := (v1,v2) dans laquelle

la matrice de u est
Al
(5 1)

11 suffit pour cela de prendre vy tel que
u(ve) = vy + Avg

(et c’est toujours possible, c’est l’objet d’une théorie plus poussée appelée la "réduction de Jordan").
En pratique, le calcul d’un tel vecteur vy est simple (systéme linéaire avec second membre & résoudre) :

en notant ( ch ) les coordonnées de vy dans la base canonique de K2, et ( Z > celles de vy, on a

w(ve) = v + Mg <= (u— MNd)(v2) =v; <= (A—/\IQ)( ;):(Z)

5) Trigonalisation en dimension 3

Considérons une matrice A € M3(K). On suppose que A est trigonalisable dans M3(K) mais non
diagonalisable.

En notant u : V + AV l'endomorphisme de K® canoniquement associé¢ a A, on a donc deux cas
possibles :

a) xu(X) = (X —a)(X — B)? avec a # 3, et dim(E,(u)) = dim(Eg(u)) = 1.

b) xu(X) = (X — a)? avec dim(E,(u)) =1 ou 2.
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a) Trigonalisation avec une valeur propre simple et une double
On suppose que X, (X) = (X — a)(X — B)? avec a # 3 et les sous-espaces propres vérifient :
dim(E,(u)) = dim(Eg(u)) = 1.

Méthode

o On détermine une base (v1) de Eq(u) et une base (v2) de Eg(u).
Puisque les deur espaces propres sont en somme directe, (v1,v2) est une famille libre de K3.

e On peut la compléter en une base B := (v1,v2,v3) de K3.
Puisque u(v1) = avy et u(ve) = g, on a

0 =x

B

0

*

Matg(u) =T =

o oR

e Pour des raisons de trace (tr(T) =tr(A) = a+28), on a nécessairement :

a 0 =
T=| 0 B8 =
0 0

On a bien trigonalisé A, puisque T est semblable o A et que T est triangulaire.

Méthode (Choix optimal de v3)
On peut en fait trigonaliser "mieux que ¢a" et montrer que A est semblable a

a 0 0
T = 0 g 1
0 0 g8

Pour cela, il suffit de choisir vs tel que
u(vs) = v + Bus,

plutdt que de compléter (vi,v2) "au hasard", et la théorie assure que c’est toujours possible dans ce
cas.

b) Trigonalisation avec une valeur propre triple

La situation est plus complexe.
On suppose que Y, (X) = (X — )3 avec dim(E,(u)) € {1;2}.

Méthode
o Sidim(E,(u)) = 2, alors la situation est similaire au cas a) : on ne dispose que de deux vecteurs
propres libres (v1, ve).

a 0 0
On montre que A est semblable a T = 0 a 1 |, en construisant une base (v1,va,vs) telle
0 0 «
u(vy) = avy
que  u(v2) = avg

e Sidim(E,(u)) =1, alors c’est encore plus compliqué : on ne dispose que dun seul vecteur propre
vy libre (puisque E,, est une droite, tous les vecteurs propres sont colinéaires entre eutz).

a 1 0
Cette fois-ci, on montre que A est semblable 4 T = 0 a 1 |, en construisant une base
0 0 «

u(vy) = avy
(v1,v2,v3) telle que ¢ u(ve) = v1 + avy
u(vg) = vy + avs
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V  Endomorphismes/matrices nilpotents

E désigne un K-espace vectoriel, avec K un sous-corps de C.

Notation
On rappelle que (L(E), +,o0,.) est une K-algébre (non commutative dés que dim(E) > 2).
Classiquement, on notera la composition des endomorphismes de la fagon suivante :

VUGE(E), VkGN, Uk:'LLO'U,O~~~Ou’
—

k fois

avec la convention u® = Idg.

Définition 39 (Endomorphisme nilpotent, indice de nilpotence)
Soit u € L(E). On dit que u est nilpotent lorsqu’il existe p € N* tel que u? = Oz (g).
Dans ce cas, on appelle indice de nilpotence de w le plus petit entier k > 1 tel que u* = Oz(E)-

Définition 40 (Matrice nilpotente, indice de nilpotence)

Soit n € N* et soit A € M, (K).

On dit que A est nilpotente lorsqu’il existe p € N* tel que AP = 04, (x)-

Dans ce cas, on appelle indice de nilpotence de A le plus petit entier k > 1 tel que AF = O, (®)-

Théoréme 41 (Caractérisation en dimension finie des endomorphismes nilpotents)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit u € L(E).
Alors, u est nilpotent si et seulement si (u est trigonalisable et Sp(u) = {0}).

Corollaire 42 (Indice de nilpotence en dimension finie)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit uw € L(E). Si u est nilpotent, alors son
indice de nilpotence est inférieur ou égal ¢ n = dim(FE).

CHOS : Réduction des endomorphismes - aspects géométriques 10/ 10



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

CHO09 : Réduction des endomorphismes - Aspects
algébriques

Dans tout le chapitre, K désigne un sous-corps de C, F un K-espace vectoriel non nul et n un entier
naturel non nul.

I Polynémes d’endomorphismes / de matrices

1) Polynémes d’endomorphismes

Notation
Classiquement, on notera la composition des endomorphismes de la fagon suivante :

VUGE(E), VkGN, Uk:’U,O’U,O~«~Ou’
N———
k fois

avec la convention u° = Idg.

Définition 1 (Valeur d’un polynéme en un endomorphisme)

N
Soit P = 3" ap X* € K[X] et soit u € L(E). On appelle valeur de P en wu l’endomorphisme :
k=0

N
P(u) =) apuf € L(E).
k=0

Propriété 2 (Morphisme d’algébres d’évaluation)
Pour tout uw € L(E), Uapplication ¢, : K[X] — L(E) définie par ¢, (P) = P(u) est un morphisme
de K-algebres.

Définition 3 (Polynéme en un endomorphisme)
Soit (u,v) € L(E)?. On dit que v est un polynome en u s’il existe P € K[X] tel que v = P(u).

Notation
Pour v € L(E), on note K[u] 'ensemble des polynéomes en v :

Klu] = {P(u), P € K[X]}.

Propriété 4 (Structure algébrique des polynémes en u)

Pour u € L(E), Klu] est une sous-algébre commutative de L(E).

De plus, K[u] est la plus petite sous-algebre de L(E) contenant u (au sens de linclusion,).
On dit que K[u] est 1’algébre engendrée par u.

Propriété 5 (Sous-espaces stables)

Si P € K[X] et u e L(FE), alors Ker(P(u)) et Im(P(u)) sont stables par u.

On retrouve en particulier que les sous-espaces propres de u (définis par Ey(u) = Ker(u — Adg),
ot A € Sp(u)) sont stables par w.

2) Polynémes de matrices

Toutes les notions précédentes se transposent comme d’habitude aux matrices carrées.

Définition 6 (Valeur d’un polyndéme en une matrice carrée)

N
Soit P =Y ar X* € K[X] et soit M € M,,(K). On appelle valeur de P en M la matrice carrée :
k=0

N
P(M) =" apM" € M, (K).
k=0
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Propriété 7 (Morphisme d’algébres d’évaluation matricielle)
Pour tout M € M, (K), Uapplication ppr = K[X] = M, (K) définie par op(P) = P(M) est un
morphisme de K-algébres.

Définition 8 (Polynéme en une matrice)
Soit (A, M) € M,,(K)2. On dit que A est un polynéme en M s’il existe P € K[X] tel que A = P(M).

Notation
Pour M € M,,(K), on note K[M] I’ensemble des polynomes en M :

K[M] = {P(M), P € K[X]}.

Propriété 9 (Structure algébrique des polynémes en M)

Pour M € M, (K), K[M] est une sous-algébre commutative de M,,(K).

De plus, K[M] est la plus petite sous-algébre de M,,(K) contenant M (au sens de linclusion).
On dit que K[M] est 1’algébre engendrée par M.
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II Polynémes annulateurs, polynéme minimal

1) Définitions et premiéres propriétés

Définition 10 (Polynéme annulateur d’un endomorphisme, d’une matrice)
On appelle polyndéme annulateur de u € L(E) (resp. de M € M,,(K)) tout polynome P € K[X]
tel que P(u) = 0. gy (resp. P(M) = Opq,, () )-

Propriété 11 (Polynomes annulateurs de deux matrices semblables)
Deuz matrices semblables de M., (K) possédent les mémes polyndmes annulateurs.

Propriété 12 (Structure algébrique des polynémes annulateurs)
Soit u € L(E). Alors, l'ensemble des polynémes annulateurs de u est un sous-espace vectoriel et un
idéal de K[X].

Propriété 13 (Polynéme annulateur et valeur propre)

Soit u € L(E) et P € K[X].

Pour tout x € E et A € K, (u(z) = Az = P(u)(z) = P(\)z).

En particulier, si A est valeur propre de u, alors P(X\) est valeur propre de P(u).

Théoréme 14 (Valeurs propres et racines des polynémes annulateurs)
Soitu € L(E). Alors, les valeurs propres de u figurent parmi les racines de tout polynéme annulateur
de u, i.e. (P(u) =0z = VA€ Sp(u), P(A)=0k).

2) Reésultats en dimension finie

Dans cette section, on va examiner ce qui se passe lorsque E est de dimension finie.

Théoréme 15 (Théoréme de Cayley-Hamilton)
Soit u € L(E), avec E de dimension finie n € N*. Alors, x(u) = Oz(g)-

Théoréme 16 (Existence et unicité du polynéme minimal)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,
Pour tout u € L(E), il existe un unique polynéme m, € K[X] vérifiant :

(i) m, est annulateur de u ;
(ii) m, est unitaire ;
(iii) VP € K[X], (P(u) = 0z(p)y = my divise P).

Ce polynome m, est appelé polynéme minimal de l’endomorphime u.

Propriété 17 (Valeurs propres et polyndéme minimal)
Soit u € L(E), avec E de dimension finie n € N*. Les valeurs propres de u sont exactement les
racines dans K de son polynome minimal m,.

3) Puissances d’un endomorphisme

F désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

Meéthode
On peut calculer les puissances d’un endomorphisme u € L(E) (ou d’une matrice carrée A) directement
a partir de son polyndme minimal, par division euclidienne.

Plus généralement, on dispose du résultat suivant :

Propriété 18 (Base des polynémes en u)
Soit u € L(E), avec E de dimension finie n € N*. Si d = deg(r,,), alors la famille (u*)o<p<d—1 est
une base de K[u]. En particulier dim(K[u]) = d < n = dim(FE).
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IIT Reéduction et polynémes annulateurs

1) Lemme des noyaux

Théoréme 19 (Lemme de décomposition des noyaux)
Si P, , Pp, € K[X] sont premiers entre euzx deuzx o deuz, alors pour tout u € L(E) :

Ker ((H Pk> (u)> = @Ker(Pk(u)).
k=1 k=1

Corollaire 20 (Version matricielle du lemme des noyaux)
Si Py, -, Py, € K[X] sont premiers entre euzx deuz & deux, alors pour toute matrice A € M, (K) :

Kkr(([[ﬂ)(AO::GBK@MBJA»
k=1 k=1

2) Diagonalisabilité et polynémes annulateurs

Théoréme 21 (CNS de diagonalisabilité)
Soit u € L(E) avec E de dimension finie.
Alors, il y a équivalence entre :

(1) wu est diagonalisable ;
(1) Il existe un polynome P € K[X] scindé a racines simples sur K qui est annulateur de u ;
(#4i) Le polynome minimal m, est scindé a racines simples sur K

Dans ce cas, le polynéome minimal de u est

m= J] X-N.

AeSp(u)

Lemme 22 (Endomorphisme induit par P(u))
Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u € L(E), alors pour tout P € K[X], F est stable
par P(u) et P(u)p = P(up).

Propriété 23 (Polynéme minimal d’un endomorphisme induit)

Soit u € L(E), avec E de dimension finie.

Si F est un sev non nul de E stable par u, alors le polynome minimal de up (I’endomorphisme
induit) divise le polynéme minimal de u.

Théoréme 24 (Diagonalisabilité d’un endomorphisme induit)
Soit u € L(E), avec E de dimension finie. Si u est diagonalisable et si F' est un sev non nul de E
stable par u, alors ’endomorphisme induit ug est diagonalisable.

Corollaire 25 (Propriétés des sev stables par un endomorphisme diagonalisable)
Soit u € L(E) diagonalisable (avec E de dimension finie), et soit F' un sev de E non nul. Alors F
est stable par u si et seulement si F' posséde une base formée de vecteurs propres de u.

3) Trigonalisabilité et polyndémes annulateurs

Dans la suite, on fixe E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € L(E).

Théoréme 26 (CNS de trigonalisabilité)
1l y a équivalence entre :

(1) w est trigonalisable ;
(ii

) Il existe un polynome P € K[X] scindé sur K qui est annulateur de u ;
(#i) Le polynome minimal m, est scindé sur K.
)

(iv) Le polynéme caractéristique x, est scindé sur K.
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Corollaire 27 (Trigonalisabilité d’un endomorphisme induit)
Si u est trigonalisable et si F' est un sev non nul de E stable par u, alors l’endomorphisme induit
up est trigonalisable.

Le théoréme précédent ne dit pas comment trigonaliser explicitement. On dispose d’outils plus précis.

Définition 28 (Sous-espaces caractéristiques)

On suppose x, scindé sur K.

Si A € K est une valeur propre de u, de multiplicité oy € N*, alors on appelle sous-espace
caractéristique de u associé a \ le sous-espace vectoriel

Ny(u) = Ker((u — AMdg)™).

Ce sev est stable par u (car de la forme Ker(P(u)) avec P € K[X]).

Théoréme 29 (Propriétés des sous-espaces caractéristiques)
Avec les notations précédentes, on a

(i) Les sous-espaces caractéristiques sont supplémentaires dans E :

E= EB N (u).

AeSp(u)
(#3) Leur dimension est la multiplicité de la valeur propre correspondante :
VA € Sp(u), dim(Ny(u)) = ay.
(#i) On peut les voir de deux maniéres :
VA € Sp(u), Ny(u) = Ker((u — Mdg)*) = Ker((u — Mdg)?),

ot By est la multiplicité de la racine A dans le polynéme minimal w,, (alors que ay est celle
dans le polynéme caractéristique X ).

Théoréme 30 (Réduction diagonale par blocs)
Si Xy est scindé sur K, de valeurs propres distinctes Ay, - -+ , A\, alors il existe une base de E dans
laquelle Matg(u) est diagonale par blocs :

A, 0 -+ 0
Mats(u) = O Ay . : 7
0 0 A,
chaque bloc diagonal étant de la forme
A % e * *
A= 0 | € Mo (K),
)\i *
0 O 0 N

ot a; est la multiplicité de la valeur propre ;.

Corollaire 31 (Réduction matricielle diagonale par blocs)

Soit A € M,,(K) avecn € N*. Si x4 est scindé sur K alors A est semblable & une matrice diagonale
par blocs, ot chaque bloc diagonal est de la forme AI+N avec A € Sp(A) et N triangulaire supérieure
avec des zéros sur la diagonale (donc nilpotente).
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CH10 : Suites de fonctions

On considére ici des fonctions f : A — K, ot A est une partie d’'un K-espace vectoriel normé E de
dimension finie, et K = R ou C. On rappelle que F(A,K) désigne 'espace vectoriel des fonctions
A—-K

On pourra généraliser les définitions et résultats & des fonctions f: A — F, ou F est aussi un K-evn
de dimension finie (voir le chapitre sur les fonctions vectorielles).

I Convergence simple et convergence uniforme

1) Deéfinitions

Définition 1 (Convergence simple d’une suite de fonctions)
Soit (fn) € F(A,K)N une suite de fonctions et f € F(A,K).

On dit que (f,) converge simplement vers f si pour tout x € A, f,(zx) —+> f(z) dans K,
n—-+oo

c’est-a-dire :
Vee A Ve>0, IngeN, VneN, (n>ny = |fu(z)— flx)] <e).

On dit alors que f est la limite simple de la suite (f,,) et on note f, = f (ou encore f, e 1)

Définition 2 (Convergence uniforme d’une suite de fonctions)
Soit (fn) € F(A,K)N une suite de fonctions et f € F(A,K).
On dit que (f,) converge uniformément vers f si

Ve>0, dngeN, VneN, (n>ny = Vxe A, |fulx)— f(z)] <e)
On dit alors que f est la limite uniforme de la suite (f,) et on note f, =0 f (ou encore

fn == f)-

cvu

Propriété 3 (La convergence uniforme entraine la convergence simple)
Soit (fn) € F(A,K)N et f € F(A,K).

(i) Si (fn) converge uniformément vers f, alors (f,) converge simplement vers f.

(ii) Si elle existe, la limite uniforme est unique, et il s’agit de la limite simple.

2) Lien avec la norme infinie

Propriété 4 (Reformulation de la CU avec la norme infinie)
Soit (fn) € F(A,K)N et soit f € F(A,K). Alors, on a équivalence entre :

() fu—> 1
(i3) les fonctions fn, — f sont bornées sur A a partir d’un certain rang et ||fn — f oo = 0,
n——+0oo

ot l’on note :

[ = flloo = sup [ fn(x) — f(2)].
T€A

Corollaire 5 (Lien avec la convergence dans ’evn B(A4,K))

Notons B(A,K) lespace vectoriel des fonctions bornées A — K. Alors, pour toute suite (f) €
B(A,K)N, la convergence uniforme de (f,) est ezactement la convergence de la suite de vecteurs
(fn) dans Uespace vectoriel normé (B(A,K), ||-]loo)-

Vocabulaire
C’est pourquoi la norme infinie est souvent appelée norme uniforme, ou norme de la convergence
uniforme.
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3) Meéthodes

Méthode (Pour montrer la convergence uniforme d’une suite (f,,) € F(4,K)Y)

e On identifie la limite simple f : A — K, en calculant, pour x fizé dans A, la limite de f,(z)
lorsque n — 400.

e On montre que ||fn — flloo = sup | fn(z) — f(x)] tend vers 0 lorsque n — +oo, en calculant ce sup
T€EA

(étude de la fonction |f, — f|), ou simplement en le majorant par une suite (u,) qui tend vers 0.

Méthode (Pour montrer que (f,) ne converge pas uniformément)

e On identifie la limite simple f : A — K (si elle n’existe pas, le probléme est réglé et il n’y pas
CcvU).

e On montre que || fr, — flleo ne tend pas vers 0 lorsque n — +o0 :
- soit en le calculant explicitement (étude de la fonction |fn — f|);
- s0it en déterminant une suite (x,,) € AV telle que |fn(x,) — f(z,)| ne tend pas vers 0 lorsque

n — +o0o. Puisque ||fn, — flloo = sup|fu(z) — f(z)| > |fu(zn) — f(xn)|, cela montre que
€A

I/ — flloo me tend pas vers 0.

Notation
Pour toute fonction g, on adoptera la notation plus précise :

19lloc.4 = sup |g(2)]
z€A

lorsqu’il y a ambiguité sur le domaine A étudié.

Vocabulaire

Etant donné (f,) € F(A,K)N et B C A, on dira que (f,,) converge uniformément sur B pour
signifier que la suite des restrictions (f5) € F(B, K)N converge uniformément.

Bien entendu, si (f,,) converge uniformément vers f sur A, alors par restriction, (f,) converge unifor-
mément sur toute partie B C A, puisque

[fn = flloo.B = sup [fn(z) = f(2)| < sup |fu(x) = f(2)] = [fn = flloo,a-
reEB z€A
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IT Continuité et double limite

1) Continuité d’une limite uniforme

Théoréme 6 (Continuité d’une limite uniforme)

Soit AC E (ot E est un evn de dimension finie), (fn) € F(A,K)N, f € F(A,K), eta € A.

Si les fn sont continues en a, et si (fp) converge uniformément vers f sur un voisinage V de a
relatif a A, alors f est continue en a.

Corollaire 7 (Continuité globale d’une limite uniforme)
Soit (fn) € CO(A,K)N. Si (f,) converge uniformément vers f sur A, alors f € C°(A,K).

Corollaire 8 (Continuité par convergence uniforme locale)
Soit I un intervalle de R, et soit (f,) € CO(I,K)N. Si (f,) converge uniformément vers f sur tout
segment [a, B8] C I, alors f € C°(I,K).

Méthode (Condition suffisante de non convergence uniforme)

Si une suite (f,) de fonctions continues sur A converge simplement vers une fonction f discontinue,
alors il ne peut pas y voir convergence uniforme sur A.

C’est le cas par exemple pour la suite f, : x — ™, qui converge simplement vers une fonction f
discontinue en 1. Cette suite ne converge donc pas uniformément sur [0, 1].

2) Double limite

Dans le paragraphe précédent, on a montré que si f, E) f au voisinage de a et que les (f,) sont

continues en a, alors f est continue en a, c’est-a-dire :
lim f(0) = fla) = lim_fu(o).

ou encore :

lim< lim fn(x)> = lim (lim fn(a:))

r—a \n—-+oo n—-+oco \r—a

On a donc résolu un probléme d’interversion de limites.
On va ici généraliser ce résultat aux cas suivants :

e a n’est plus nécessairement dans A, mais seulement dans ’adhérence A ;
e a = +oo lorsque A C R.

Théoréme 9 (Théoréme de la double limite) -
Soit A C E, ou E est un evn de dimension finie. Soit (f,) € F(A,K)N, f € F(A,K) et a € A.
On suppose que :

(i) (fn) converge uniformément vers f sur un voisinage V de a relatif a A ;

(#3) pour tout n € N, fp(z) — £, € K.
r—a

Alors, la suite (£y,) converge vers £ € K et f(z) — £. En d’autres termes :
Tr—a

lim( lim fn(ac)) = lim (lim fn(a:))

r—a \n—+oo n—-+oo \r—a

Théoréme 10 (Théoréme de la double limite en +00)
Soit I un intervalle non magjoré de R. Soit (f,) € F(I,K)N, f € F(I,K).
On suppose que :

(1) (fn) converge uniformément vers f sur un voisinage de +00 (c’est-a-dire sur un intervalle
du type [R,+0o0[) ;

(i7) pour toutn €N, fp(z) — ¢, €K
r—+00

Alors, la suite (£,,) converge vers £ € K et f(x) = L. En d’autres termes :
T—r 100

lim (Hm fn(:r)): lim (lim fn(x)>

r—+o0 \n—-+oco n—-+oco \r—-+oo
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IIT Intégration et dérivation d’une limite de fonctions

1) Intégration d’une limite

Propriété 11 (Convergence uniforme des primitives)

Soit I un intervalle de R, soit (f,) € CO(I,K)N.

Si (fn) converge uniformément vers f : I — K sur tout segment de I, alors pour tout a € I, la suite
de fonctions (F,,) définie par

VneN, Ve el, F,(z) = / fa(t)dt

converge uniformément sur tout segment de I vers la fonction F : I — K définie par

Flz) = / " fyat.

On déduit de ce résultat le théoréme suivant :

Théoréme 12 (Interversion limite/intégrale sur un segment)
Soit (f,) une suite de fonctions continues de [a,b] dans K qui converge uniformément vers f :
[a,b] — K. Alors f est continue et

/ab falt)dt — /abf(t)dt.

2) Dérivation d’une limite

Etant donnée une suite de fonctions dérivables (f,), on veut savoir si sa limite f (simple et/ou

uniforme) est toujours dérivable, et sion a f' = lim f/.
n—-+4oo

La réponse est non, méme si (f,) converge uniformément, comme le montre ’exemple suivant :
On dispose quand méme du théoréme suivant :

Théoréme 13 (Dérivation d’une limite de fonctions)
Soit I un intervalle de R, soit (f,) € F(I,K)N. On suppose que :

(i) Pour toutn €N, f,, est de classe C' sur I.
(i1) La suite (fp) converge simplement vers une fonction f: I — K.

(i4i) La suite des dérivées (f}) converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction
g: I =K,

Alors, la suite (f,) converge uniformément vers f sur tout segment de I, f est de classe C' sur I,
et f' = g. Autrement dit, on a

!/
S /1 / o
dm fi=1= (i )

Corollaire 14 (Dérivation d’une limite, version C*)
Soit I un intervalle de R, soit (f,) € F(I,K)N, soit k € N. On suppose que :

(i) Pour tout n € N, f,, est de classe C* sur I.
(i) Pour tout i € {0,--- ,k— 1}, la suite ( T(f)) converge simplement vers une fonction g; : I —
K.
(k)

(ti1) La suite des dérivées k-iemes (fn ') converge uniformément sur tout segment de I vers une
fonction g : I — K ;

Alors, la fonction f = go est de classe C* sur I, et pour tout i € {0,---k}, f& = g;. De plus, les

suites (fr(f)) convergent uniformément sur tout segment de I.
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IV  Approximation uniforme sur un segment

1) Approximation par des fonctions en escalier

On rappelle les définitions suivantes (vues dans le cours de MP2I) :

Définition 15 (Fonction en escalier, fonctions continue par morceaux)
Soit [a,b] un segment de R, avec a < b.

(i) On dit qu’une fonction e : [a,b] — K est en escalier lorsqu’il existe une subdivision de
[a,b] notée a = xo < 11 < --- < xR = b telle que pour tout i € {0,--- ,k — 1}, la restriction
€|]zs,2:41[ €S constante.

(i1) On dit qu’une fonction f : [a,b] — K est continue par morceaux lorsqu’il existe une
subdivision de [a,b] notée a = xo < x1 < -+ <z, = b telle que pour tout i € {0,--- ,k—1},
la restriction f||z, ., Possede un prolongement continu sur [x;, xiy1] (ce qui revient & dire
que f est continue sur |x;,x; 1| et posséde une limite finie & droite en x; et & gauche en
xiJrl).

Notation

On notera &£([a, b], K) Pensemble des fonctions en escalier de [a, b] dans K.

On notera CJ,, ([a, b], K) 'ensemble des fonctions continues par morceaux de [a,b] dans K.
On notera B([a, b], K) I'ensemble des fonctions bornées de [a, b] dans K.

Rappelons sans démonstration le résultat suivant, vu en MP2I :

Propriété 16 (Espaces vectoriels des fonctions en escalier, continues par morceaux)
L’ensemble E([a, b], K) est un sous-espace vectoriel de Cp,, ([a,b],K), qui est lui-méme un sous-espace
vectoriel de B([a,b],K) :

£([a,b],K) C Cppy([a, 8], K) € B([a, b], K).

On a aussi C°([a, ], K) C C),.([a, ], K).

Théoréme 17 (Approximation par des fonctions en escalier)
Soit f : [a,b] = K une fonction continue par morceauz. Alors il existe une suite de fonctions en
escalier (ey,) qui converge uniformément vers f sur [a,b].

Corollaire 18 (Densité des fcts. en escalier dans les fcts. continues par morceaux)
Le sev E([a, ], K) est dense dans Uespace vectoriel normé (Cp,,,([a,b],K), ||.[lsc)-

2) Approximation par des polynomes

Théoréme 19 (Théoréme d’approximation de Weierstrass)
Soit [a,b] un segment de R et f : [a,b] — K une fonction continue. Alors il existe une suite de
fonctions polynomiales (P,) qui converge uniformément vers f sur [a,b].

Corollaire 20 (Densité des fonctions polynomiales dans les fonctions continues)
Le sev P([a,b],K) formé des fonctions polynomiales est dense dans l’espace vectoriel normé

(C°([a, 8], K), |I-[lso)-
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CH11 : Séries de fonctions

K désigne R ou C.

On considére des fonctions f définies sur une partie A d’un K-espace vectoriel normé E de dimension
finie, et & valeurs dans K.

On rappelle que F(A,K) désigne le K-espace vectoriel des fonctions A — K.

Vu qu’une série est un cas particulier de suite, tous les résultats de ce chapitre découlent directement
du chapitre "Suites de fonctions". Et tout comme dans ce chapitre, on pourra généraliser les définitions
et résultats & des fonctions f: A — F, ou F est aussi un K-evn de dimension finie.

Pour une fonction bornée f : A — K, on rappelle la notation :

[flloc = sup [f(z)|
€A

("norme infinie" de f, appelée aussi "norme de la convergence uniforme").

I Différents types de convergence

Définition 1 (Série de fonctions)
Etant donnée une suite de fonctions (f,) € F(A,K)N, on appelle série de fonctions de terme
général f,, la suite de fonctions (S,) € F(A,K)N définie par :

VYn € N, Sn:ka~
k=0

Cette série de fonctions est notée . f, et pour tout n € N, S,, est appelée la somme partielle de
rang n.

Notation

Tout comme pour les séries numeériques, les séries de fonctions pourront se noter Y. f,, ou plus

n>0
simplement Y f,, (de toute fagon, le rang a partir duquel une série est définie n’a pas d’importance
pour définir la notion de convergence).

Définition 2 (Convergence simple, convergence uniforme)
Soit (fn) € F(A,K)N. Avec les notations précédentes :

(1) On dit que la série de fonctions Y, f,, converge simplement lorsque la suite de fonctions
(Sn) converge simplement, c’est-a-dire lorsqu’il existe une fonction S : A — K telle que
pour tout © € A, S,(x) — S(z).

n—-+oo
Cela revient a dire que pour tout x € A, la série numérique Y fn(x) converge.
n>0
(13) On dit que la série de fonctions Y, fn converge uniformément lorsque la suite de fonc-
tions (Sy,) converge uniformément, c’est-a-dire lorsqu’il existe une fonction S : A — K telle
que les Sy, — S sont bornées sur A & partir d’un certain rang et que ||Sp — S|/co o 0.

Notation
En cas de convergence simple, la somme de la série de fonctions Y fi est la fonction S : A — K
définie par

+oo
Vo € A, S(x) = ka(x) = lim S,(x),
k=0

n—-4oo

et on peut définir la suite des restes comme la suite de fonctions (R,,) définie par

+o0
YneN, Vo € A, R, (z) = S(x) — Sy(x) = Z fr(x).
k=n-+1
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Propriété 3 (La convergence uniforme entraine la convergence simple)
Si > fn converge uniformément vers S, alors Y f, converge simplement vers S.

Propriété 4 (Lien entre CVU et reste)
Soit (f,) € F(A,K)N. Alors, la série de fonctions . f, converge uniformément si et seulement si
elle converge simplement et la suite des restes (Ry,) converge uniformément vers la fonction nulle.

Définition 5 (Convergence normale)
Soit (fn) € F(A,K)N. On dit que la série de fonctions Y f, converge normalement lorsque les
fn sont bornées sur A et la série numérique Y || fnlloo converge.

Méthode (Pour étudier la convergence normale d’une série de fonctions)
FEtablir la convergence normale d’une série de fonctions revient donc & trouver une suite (u,) indé-
pendante de x telle que Vn € N, Vz € A, |fn(z)] < uyp et la série numérique > u, converge.

Théoréme 6 (Lien entre les différentes convergences)
Soit (fn) € F(A,K)N.

(2) Si )" fn converge normalement, alors pour tout x € A, > fn(z) converge absolument, donc
> fn converge simplement.

(13) Si Y fn converge normalement, alors Y fn converge uniformément.

Méthode (Pour étudier la convergence d’une série de fonctions)
1. On étudie la convergence simple.

2. On étudie la convergence normale (afin d’obtenir la convergence uniforme).
3

. Si la série ne converge pas normalement, on essaye de montrer "a la main" la convergence
uniforme, en majorant le reste uniformément, c’est-a-dire en trouvant une suite a, — 0 indé-

pendante de x telle que Vn € N, Vr € A, |R,(2)| < ay.
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IT Continuité et double limite

Théoréme 7 (Continuité d’une série de fonctions)
Soit (fn) € F(A,K)N et soit a € A. On suppose que :

(1) Pour tout n € N, f,, est continue en a.

(13) La série Y fn converge uniformément sur un voisinage V de a (relatif a A).

“+o0
Alors, la fonction somme S : x +— Z fn(x) est continue en a.

n=0

On en déduit directement, comme dans le CH.10, des résultats sur la continuité globale (sur tout A)
d’une série de fonctions :

Corollaire 8 (Continuité globale d’une série de fonctions)
Soit (fn) € F(A,K)N.

Si les fn sont continues sur A et si . fn converge uniformément sur A, alors la fonction somme

+o00o
S:xr Z fn(x) est continue sur A.
n=0

Corollaire 9 (Continuité par convergence uniforme locale)
Soit (fn) € F(I,K)N, ou I est un intervalle de R.

Si les frn sont continues sur I et si ) fn converge uniformément sur tout segment J C I, alors la
+oo

fonction somme S : x — Z fn(x) est continue sur I.

n=0

Théoréme 10 (Théoréme de la double limite pour les séries de fonctions)
Soit (fn) € F(A,K)N et a € A. On suppose que :

(i) La série de fonctions Y f, converge uniformément vers S sur un voisinage V de a (relatif]

aA).
(t3) Pour toutn € N, f,(z) — £, € K.
r—a
Alors, la série numérique Y, £, converge vers £ € K, et on a S(z) — €. En d’autres termes :
r—a
+oo +oo
;ggi_%fn(w) = ZO (1im fu()).-
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IIT Intégration et dérivation

Propriété 11 (Convergence uniforme d’une série de primitives)
Soit (fn) € F(I,K)N, ot I est un intervalle de R. On suppose que :

(i) Pour tout n € N, f, est continue sur I.

(i) La série de fonctions Y f, converge uniformément sur tout segment de I vers S : I — K.

x
Pour tout a € I, on note Fy, : © — / fa(t)dt. Alors, la série de fonctions > F,, converge unifor-
a

x
mément vers T : x / S(t)dt sur tout segment de I.
a

Théoréme 12 (Théoréme d’intégration terme a terme sur un segment)
Soit (fn) une suite de fonctions continues [a,b] — K. Si la série Y f, converge uniformément sur
[a,b], alors sa somme est continue, et

io (/ab fn(t)dt> = /ab (io fn(t)> dt.

Théoréme 13 (Dérivation terme a terme d’une série de fonctions)
Soit (fn) € F(I,K)N, o I est un intervalle de R. On suppose que :

(i) Pour toutn € N, f, € C(I,K).
(i) La série de fonctions Y f, converge simplement vers S : I — K sur I.
(13i) La série des dérivées > f! converge uniformément sur tout segment de I vers T : I — K.

Alors la série Y. f, converge uniformément sur tout segment de I, la fonction S est de classe C!
sur I, et " =T. Autrement dit, on a

400 ! 400
Bals
n=0 n=0
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Gréce au théoréme de dérivation terme a terme, nous sommes maintenant en mesure de démontrer le
résultat suivant, déja rencontré :

Théoréme 14 (Série exponentielle réelle)
n

+oo$
__ B
Pour tout x € R, on a E er,

n=0

Terminons avec la "version C*" du théoréme de dérivation terme & terme, qui en découle directement :

Corollaire 15 (Dérivation terme & terme version C*)
Soit (fn) € F(I,K)N, ou I est un intervalle de R, et soit k € N. On suppose que :
(i) Pour tout n € N, f, € C*(I,K).
(#3) Pour tout i € {0, -,k — 1}, la série Y fff) converge simplement vers une fonction S; :
n>0
I =K surl.
(i4i) La série » f,gk) converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction Sy : [ —
n>0
K.
Alors, la fonction somme S = Sy est de classe C* sur I, et pour tout i € {0,--- ,k}, St =g,
c’est-a-dire _
—+o0 @) o0
() -2
n=0 n=0
De plus, les séries > fy(f) convergent uniformément sur tout segment de I pour tout i € {0,--- , k}.
n>0

IV Exemple d’étude de fonction définie par une série

—+o0
_1)n
On veut étudier la fonction S : z — Z !

x4+n’
n=0 +

Montrer que S est bien définie sur ]0, +o0[.
Etudier la dérivabilité de S.
Etudier les variations de S.

Déterminer les limites de S aux bornes de son ensemble de définition.

B o B S

En étudiant S(z) + S(x + 1), déterminer un équivalent de S en +oo.

="
r+n

Solution : notons S = > f,, avec f,, : x —
n>1

1. Pour tout réel x > 0, la suite n — a,(z) = xin

Z fu(z) = Z(—l)"an(:ﬁ) converge (par le CSSA).

décroit et converge vers 0, donc la série

n>0 n>0
Ainsi, la série Y f,, converge simplement sur |0, +oo[, donc S :]0, +00[— R est bien définie.
n>0

2. Les f, sont de classe C! sur ]0, +oo[, de dérivée f! : x % De plus, la série 3, -, fy,

converge uniformément sur ]0, +o0o[ puisqu’elle converge simplement (par le CSSA), et ses restes
vérifient

1 1
V(n, ) € Nx]0, +oo], RV (z)] < < 7
(n, ) ]0, +00[ | "(x)|7(x—|—n—|—l)27(n+1)2
donc (RS)) converge uniformément vers la fonction nulle sur ]0, +oo.
Ainsi, le théoréme de dérivation terme & terme s’applique, et on obtient que S est de classe C!
sur ]0, +ool, donc dérivable.
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3. L’application du théoréme de dérivation terme & terme a également montré que

= X~ 1 1 1

Va >0, S’(x):ZfT’L(ac): m:_?+(x+1)2_(x+2)2+“.’

et (toujours par le CSSA), cette série est du signe de son premier terme, donc S’(z) < 0 pour
tout x > 0, ce qui montre que S est strictement décroissante sur |0, +o00].

4. Lasérie Y f, converge uniformément sur |0, +o00[ car ses restes vérifient (toujours par le CSSA) :
n>0

1 1
< b
r+n+1"n+1

|Ry ()]

donc (R,,) converge uniformément vers la fonction nulle sur |0, 400l
On peut donc appliquer le théoréme de la double limite en 07 et en +oo.
+oo
En +o0, on a f,(x) 2 teo 0 pour tout n € N, donc S(x) 25T o 2an=0 0=0.
En 0%, il y a un probléme avec la fonction fy : z %, qui n’a pas de limite finie en 07. On la
sépare du reste : pour tout n € N*; on a f,(x) -, %, donc par le théoréme de la double
z—0

limite :

1 X
S(w)——=> fal2) =

n=1 n=1

ce qui montre que S(x) —, too.
z—0

5. Par téléscopage :

00 n 00 n +oo n +o0 n—
Va > 0, S(:v)+5(x+1):z(_1) +>° (=1) —Z(_l) +Z¢:L

n=0 n=0 n=0 n=1

Par décroissance de S, on a donc
1
25(x+1) < P S(x)+S(x+1) <25(x),

et donc 1

ce qui prouve finalement que S(x) o B
T—r+00
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CH12 : Interversion limite-intégrale

Comme d’habitude, K désigne R ou C.

Nous allons ici donner des théorémes généraux (admis), qui permettent de traiter les problémes d’in-
terversion limite/intégrale et série/intégrale, dans le cadre plus général des intégrales de fonctions
continues par morceaux sur un intervalle quelconque.

Dans la suite, I désigne un intervalle quelconque de R.

I Convergence dominée

Théoréme 1 (Théoréme de convergence dominée)
Soit (fn) une suite de fonctions continues par morceauz I — K. On suppose que

(1) la suite (fn) converge simplement sur I vers f : I — K continue par morceaut.

(1) il existe une fonction ¢ : I — R positive et intégrable sur I telle que Yn € N, |f,| < ¢
(i.e. Vn e N, Ve € I, |fn(t)| < p(t)).

Alors, les f,, et f sont intégrables sur I, et

/I fa®)dt —> /I F(t)dt.

Vocabulaire
On dit que la fonction ¢ est une majorante intégrable des f,,.
Elle ne dépend que de la variable d’intégration t, et pas du parameétre n.
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II Intégration terme & terme sur un intervalle quelconque

Etant donné une suite de fonctions (fy,)n>0, on cherche a savoir dans quels cas on a :

1Ee)-50)

(on parle alors d’intégration terme a terme de la série de fonctions Y f,).

Les deux théorémes suivants donnent des conditions suffisantes d’intégration terme a terme sur un
intervalle I quelconque.

Mais a la différence du théoréme d’intégration terme & terme sur un segment (cf. CH.11), qui se
déduisait du théoréme d’interversion limite-intégrale sur un segment (cf. CH.10), ces deux théorémes
ne se déduisent pas directement du théoréme de convergence dominée, ils utilisent d’autres résultats
issus de la théorie de la mesure, non étudiée en CPGE.

Théoréme 2 (Théoréme d’intégration terme a terme, cas positif)
Soit (f,) une suite de fonctions intégrables de I dans R, a valeurs positives.

+oo
On suppose que la série Z fn converge simplement sur I vers une fonction S = Z fn continue
n>0 n=0
par morceauz sur I. Alors on a dans RU {+o0} :
+oo +o00
f(3m) =3 (fn):
I \n=0 n=0 I
En particulier :
+oo +o0o
S faeLMIR) = Y </fn> < +o0.
n=0 n=0 I
Théoréme 3 (Théoréme d’intégration terme i terme, cas général)
Soit (f,) une suite de fonctions intégrables de I dans K. On suppose que
+oo
(1) la série Z fn converge simplement sur I vers une fonction S = Z fn continue par mor-
n>0 n=0

ceaux sur I ;

(@) f(/,'f“) .

+oo
Alors Z fn est intégrable sur I et on a dans K :

[(E0)-S (/)

n=0
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III Intégrales & paramétres

Dans ce dernier paragraphe, on se propose d’étudier des expressions de la forme :

o(x) = / fa, tydt,

avec ¢ € A (A étant un intervalle de R ou une partie d’un espace vectoriel normé de dimension finie)
appelées intégrales & paramétre.

La fonction  — g(x) est bien définie sur A dés que pour tout = € A, l'intégrale /f(x, t)dt converge,

mais en pratique (pour étudier les limites, la continuité ou la dérivabilité d’une telle fonction g), nous
allons avoir besoin que pour tout & € A, la fonction ¢ — f(x,t) soit intégrable sur I (c’est-a-dire

/I|f(x,t)\dt < +00.)

Les théorémes présentés dans cette section se déduisent tous du théoréme de convergence dominée.

1) Passage a la limite dans une intégrale & paramétre

Théoréme 4 (Version continue du théoréme de convergence dominée)
Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension finie, soit A C E, soita € A et I C R un
intervalle. Soit f: A x I — K. On suppose que :

(i) Ve € A, t — f(x,t) est continue par morceaux sur I ;
(17) Yt € I, f(z,t) — L(t), avec £ : I — K continue par morceaus ;
Tr—ra
(#91) il existe une fonction ¢ : I — R positive et intégrable sur I telle que V(x,t) € A x I,

|f(z, )] < (t).
Alors g : x> /f(x,t)dt est bien définie sur A, { est intégrable sur I et g(x) — [ £(t)dt.
I

Tr—a T

2) Continuité

Théoréme 5 (Théoréme de continuité d’une intégrale & paramétre)
Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension finie, soit A C E et I C R un intervalle.
Soit f: Ax I — K. On suppose que :

(1) Ve € A, t — f(x,t) est continue par morceaux sur I ;
(i5) Vt € I, x — f(x,t) est continue sur A ;
(#4i) il existe une fonction ¢ : I — R intégrable et positive telle que ¥(x,t) € A x I, |f(z,t)| <
p(t)-

Alors g : x — /f(x,t)dt est définie et continue sur A.
I

Corollaire 6 (Théoréme de continuité d’une intégrale a parameétre, version locale)
Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension finie, soit A C E et I C R un intervalle.
Soit f: A x I — K. On suppose que :

(1) Ve e A, t — f(x,t) est continue par morceaus sur I ;
(i7) Yt € I, x — f(x,t) est continue sur A ;
(7i1) pour tout a € A, il existe un voisinage V de a (relatif a A) et une fonction oy : I — R
intégrable et positive telle que ¥(x,t) € V x I, |f(z,t)] < oy (t).

Alors g : © — /f(x,t)dt est définie et continue sur A.
I

3) Dérivation

Dans ce dernier paragraphe, I et A désignent des intervalles de R, avec A d’intérieur non vide.
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On souhaite calculer ¢’ ( / f(z,t dt>
Notation
. . AxIT —» K
Soit une fonction f : { (@1) — fl@t) On fixe t € [.
0 d
Si x> f(x,t) est dérivable sur A, alors on note a—i(aj,t) = @(f(a:,t)).

Cela définit une fonction de deux variables :

af_{Axf — K
gz " (z,t) +— 2U(x,t)

ox
appelée dérivée partielle de f par rapport a x.

Théoréme 7 (Théoréme de dérivation d’une intégrale a paramétre)
Soit f: A x 1 — K. On suppose que :

(i) Vx € A, t — f(x,t) est intégrable sur I ;
(ii) Vt € I, x — f(x,t) est de classe C* sur A.
(i1i) Ve € A, t — ﬂ(JU t) est continue par morceaus sur I ;
() il existe une fonction ¢ : I — R intégrable et positive telle que V(z,t) € A x I,
(1)

Alors g : x — /f(x,t)dt est définie et de classe C* sur A, avec
I

8 (@1)| <

of

g(x) = | Sol@n

Lorsqu’on ne parvient par & majorer la dérivée partlelle 5 (x t) sur tout A X I par une fonction
intégrable, on peut se contenter d’une domination sur tout segment de A :

Corollaire 8 (Théoréme de dérivation d’une intégrale a paramétre, version locale)
Soit f: Ax I — K. On suppose que :

(i) Ve € A, t — f(x,t) est intégrable sur I ;

(i1) Vt € I, x — f(x,t) est de classe C* sur A;

(tii) Yz € A, t — f(m t) est continue par morceaux sur I ;
)

(v

pour tout segment [a,b] C A, il existe une fonction @qp : I — R intégrable et positive telle
quev(xvt) [avthI’ ‘%( z, )‘gsoa,b( )

Alors g : x +— /f(m,t)dt est définie et de classe C' sur A, avec
I

/@) = [ 5wt

Terminons en donnant une version itérée du théoréme de dérivation d’une intégrale a parameétre.

Notation

Soit une fonction f : { AxT — K

(@,8) — f(z,1)
o7 di

Si x — f(z,t) est j-fois dérivable sur A, alors on note a—( 1) =
bl

.OnfixeteletjeN

@(f (7,1)).
Cela définit une fonction de deux variables :

df [ AxI — K
oxi "\ (x,t) — LL(z,0)

appelée dérivée partielle j¢ de f par rapport a x.

CH12 : Interversion limite-intégrale 4/5



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

Corollaire 9 (Théoréme de dérivation C* d’une intégrale 4 paramétre)
Soit f: Ax 1T — K et k€ N*. On suppose que :

(i) Vt € I, x> f(z,t) est de classe C* sur A;
(5) Vje{0,--- k—1}, Ve € A, t — gi{ (z,t) est intégrable sur I ;

)
)

(iii) Ve € A, t — %(m,t) est continue par morceaux sur I ;
)

1

(iv) pour tout segment [a,b] C A, il existe une fonction g : I — R intégrable et positive telle

que V(z,t) € [a,b] x I,

k
%(%t)) < 0ap(t).

Alors g : x — /f(x,t)dt est définie et de classe C* sur A, avec
I

_[YF

3 () — zJ
Vi € {0, Sk}, gV (x) i (x,t)dt.
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