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CHO1 : Séries numériques et sommabilité

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.
La notation |z| désignera la valeur absolue de z si z est un nombre réel, ou le module de z si z est un
nombre complexe.

I Généralités sur les séries numériques

Nous allons rapidement rappeler les principales notions sur les séries numériques, déja vues en MP2I.

1) Séries, sommes partielles

Notation
KN désigne I’ensemble des suites & valeurs dans K (c’est-a-dire les applications u : N — K).
De telles suites u seront en général notées (un)nen ou plus simplement (u,).

Définition 1 (Série a valeurs réelles ou complexes)
Etant donnée une suite (u,,) € KN, on appelle série de terme général u,, la suite (S,) € KN défi-

n
nie par Vn € N, Sn=u0+u1+-~-+un:Zuk.
k=0

Pour chaque entier n, la quantité S, est appelée somme partielle de rar_lg n.

Vocabulaire
On parle de série numérique car les termes u,, sont des nombres réels ou complexes. On généralisera
ultérieurement pour des suites a valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie E (par exemple

K" ou M,,(K)).

2) Convergence, divergence

Définition 2 (Convergence/divergence d’une série)
On dit que la série de terme général u, est convergente lorsque la suite des sommes partielles
n

(Sy) est convergente, c’est-a-dire lorsqu’il existe S € K tel que Zuk — S

n——+oo
k=0
+oo
Le nombre S € K est alors appelé somme de la série et on note S = Zuk,

k=0
Dans le cas contraire (si (Sy,) diverge), on dit que la série est divergente.

Notation

Souvent, on désignera par Z U, Ou par Z U, la série de terme général (u,). La notation sans
n>ng

Iindice de départ ng illustre bien le fait que la convergence d’une série ne dépend pas de ses

premiers termes.

Définition 3 (Reste d’une série convergente)
Si la série > u, converge, alors pour tout n € N, on pose
+o0o
R, = Z Uk = Up41 + Upt2 + .. ..
k=n-+1
Cette quantité s’appelle le reste d’ordre n.

3) Séries géométriques

Le premier exemple de référence est le cas des "séries géométriques", c’est-a-dire les séries de la forme
> q™ avec ¢ € C. Rappelons d’abord les résultats connus sur les suites géométriques :
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Propriété 4 (Convergence des suites géométriques)
Soit g € C.

N N . Bl

(i) | Si|lq| > 1|, alors (¢™) diverge, et ngr}rloo lg"| = +o0.
98 : n ; n o_
(i7) | Si |q| < 1|, alors (¢™) converge, et nll}l:r_looq =0.

y p— n .
(iii) [ Si gl = 1, alors { siq=1, (¢") converge (elle est constante) ;

siq# 1, (¢") diverge (en restant bornée).

Etablissons maintenant le résultat qui nous intéresse (pour les séries) :

Théoréme 5 (Convergence des séries géométriques)

Soit q € C. La série géométrique g q" converge si et seulement si |q| < 1.
+0o0 1
Dans ce cas, on a "=
ona i

n=0

Corollaire 6 (Reste d’une série géométrique convergente)
Soit q € C tel que |q| < 1. Alors pour tout ng € N,

¢ =—.
=g

k?:n()

4) Séries de Riemann

Voici maintenant le second exemple de référence :

Théoréme 7 (Séries de Riemann)

Soit a € R. La série Z — est appelée série de Riemann d’ezposant .
n>1
Cette série converge si et seulement st a > 1.

Comme nous 'avons vu dans les exemples fondamentaux précédents, le principal probléme des séries
est qu'en général, on ne sait pas expliciter les sommes partielles S, (voir les séries de Rie-
mann), hormis certains cas simples. Donc, il est nécessaire de développer des outils pour I’étude de la
convergence des séries, ce que nous allons faire dans les sections suivantes.

5) Condition nécessaire de convergence

Propriété 8 (Condition nécessaire de convergence d’une série)

Si la série Y u, converge, alors u, — 0.
n—-+oo

Définition 9 (Divergence grossiére)
On dit que la série Y u,, est grossiérement divergente si son terme général u,, ne tend pas vers
0 lorsque n — +oo.

Méthode

Pour étudier la convergence d’une série, on peut donc faire le test rapide suivant : le terme général
u,, tend-il vers 0 lorsque n — +oo ?

Si non, la série est trivialement divergente (d’ow appellation "divergence grossiére”). Mais dans la

plupart des cas, on aura u, —+> 0, ce qui ne dit rien sur la convergence de la série . ..
n—-+0oo
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6) Opérations algébriques

Comme pour les suites, on dispose d’opérations algébriques sur les séries :

Propriété 10 (Opérations algébriques)
Soient (uy,) et (vy,) deuz suites de KN et \ € K.

(i) Si les séries > u, et v, convergent, alors la série E (un + vy,) converge, et on a, pour
tout entier ng :

) 00 )
Z(uk+vk): Zuk+ Z”Uk.
k=ng k=ng k=ng

(i1) Si > u, converge, alors la série g (Auy,) converge, et on a,
pour tout entier ng :

Z ()\uk) = A Z Uk -
k=ng k=ng

(#i) Si > u, converge et > v, diverge, alors Z(un + vy,) diverge.

7) Téléscopage et lien suite-série

Le "téléscopage" est un procédé de simplification de proche en proche de certaines sommes.

Lemme 11 (Téléscopage)

Soient deur entiers naturels ng < n, et (ux) € K. On a :
n

D (ur41 — k) = tng1 — Ung.
k:ng

Théoréme 12 (Lien suite-série)
Soit (Un)n>n, une suite & valeurs dans K. Alors, on a léquivalence :

la suite (un) converge <= la série Z(un+1 — uy,) converge.
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II Séries réelles a termes positifs

Dans cette section on considére des séries réelles ) u,, dont les termes u,, sont positifs & partir d'un
certain rang.

1) Croissance des sommes partielles

Pour étudier la convergence des séries & termes positifs, on dispose de critéres spécifiques, basés sur
I’idée suivante :

Propriété 13 (Croissance des sommes partielles)
Si la suite réelle (u,) est positive & partir d’un certain rang ng € N, alors la suite des sommes
partielles (Sy) est croissante & partir du rang ng.

Corollaire 14 (Caractérisation des séries positives convergentes)
Si la suite réelle (uy,) est positive a partir d’un certain rang ng € N, alors :

Zun converge <= la suite (S,) est majorée

("une série a termes positifs converge ssi ses sommes partielles sont majorées").

2) Comparaison de séries a termes positifs

On abrégera "série a termes positifs" en "SATP".

Théoréme 15 (Critére de majoration des SATP)
Soient (uy,) et (vy,) deuz suites réelles qui vérifient 0 < upn < vy, & partir d’un certain rang ng € N.

(i) Si > v, converge, alors > u, converge, et on a

+oo “+oo
0< Z Up < Z (2

n=ngo n=ngo

(i1) Si > u, diverge, alors > v, diverge.

Corollaire 16 (Comparaison en O, 0)
Soit (un), (vn) deux suites réelles positives & partir d’un certain rang ng € N.

(1) Siu, = O0(vy,) et si > v, converge, alors > u, converge.

(i1) Siu, = o(vy,) et si ., v, converge, alors > u, converge.

Théoréme 17 (Critére des équivalents pour les SATP)

Soient (uy) et (v,) deux suites réelles positives a partir d’un certain rang et telles que Uy, ~ vy.
n——+4oco

Alors, les séries Y u, et Y v, sont de méme nature, c’est-a-dire que

E Uun, converge <—> E Up, CONVETGE.

3) Reégle de d’Alembert

Théoréme 18 (Régle de d’Alembert)
Soit (uy) une suite strictement positive a partir d’un certain rang ng € N.

Untl _ , peRyU{+oo}.

U, n—>too

On suppose que

(i) Si0< ¢ <1, alors la série Y u, converge.

(i1) Si ¢ > 1, alors la série > u, diverge grossiérement.

(#i) Si ¢ =1, alors on ne peut pas conclure quant & la nature de la série > uy,.

CHO1 : Séries numériques et sommabilité 4/ 18



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

4) Utilisation de la comparaison série-intégrale

Lorsque f est monotone, on peut déterminer par comparaison série-intégrale des encadrements
des sommes partielles et/ou des restes de la série > f(k) (comme dans la preuve du théoréme
de convergence des séries de Riemann).

Par monotonie de f, on peut se ramener au cas ou la suite (f(k)) est positive & partir d’un certain
rang (quitte a changer f en —f). En effet, si f est croissante, alors

e soit on a f(k) < 0 pour tout k et dans ce cas —f est décroissante et positive;
e soit on a f(k) > 0 a partir d’un certain rang et dans ce cas, f est croissante et positive APCR.

et de méme si f est décroissante.

Méthode (Comparaison série-intégrale)
Pour tout entier k, on a si f est décroissante, on a
k+1 k
[ rwassi< [ s,
k k—1
alors que si f est croissante, on a
k k+1
fie< 1) < [ roar
k

k—1

Il n’y a plus qu’a sommer ces encadrements pour obtenir un encadrement de la somme partielle

n “+o0
Sp = Z f(k) ou du reste R, = Z f(k) (dans le cas d’une série convergente).
k=ng k=n-+1

Si les encadrements de S,, ou R, obtenus sont assez fins (cela dépend de la rapidité de la décroissan-
ce/croissance de f), alors on peut méme obtenir un équivalent de S,, (si > f(k) diverge) ou de R,

(si > f(k) converge).
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III Séries numériques quelconques

Cette fois, on considére des séries > u,, dont le terme général u, est & valeurs dans K = R ou C.

1) Convergence absolue

Définition 19 (Série absolument convergente)
Si (un) est une suite réelle ou complexe, on dit que la série Y u, est absolument convergente
(ou "converge absolument”) lorsque la série (positive) > |uy| est convergente.

Théoréme 20 (La convergence absolue entraine la convergence)
Soit (u,) € KN. Si > w,, converge absolument, alors > u, converge. En d’autres termes,

E || converge =— E U, converge.

Méthode
Pour étudier la convergence d’une série a termes de signe non constant ou complexes, on peut d’abord
étudier la convergence absolue.

e Avantage : cela revient & travailler avec une série positive > |u,|, sur laquelle on peut tester
tous les critéres de la partie précédente.

e Inconvénient : si la série ne converge pas absolument, alors ¢a ne montre rien quant & sa conver-
gence.

Définition 21 (Semi-convergence)
On dit qu’une série numérique Y  u, est semi-convergente lorsqu’elle est convergente mais

pas absolument convergente, c’est-a-dire lorsque g U, converge et g |un| diverge.

Propriété 22 (Inégalité triangulaire infinie)
Soit (u,) € KN. Si " u,, converge absolument, alors on a l’inégalité suivante :

+oo +oo
> k| < 3l
k=0 k=0

Propriété 23 (Comparaison en O,0)
Soit (un) une suite & valeurs dans K et (v,) une suite réelle positive & partir d’un certain rang
ng € N.

(1) Siup, =O0(vy,) et sid, v, converge, alors »_ u, converge absolument (donc converge).

(1) Siuy, = o(vy) et si ) v, converge, alors > u, converge absolument (donc converge).

2) Séries alternées
Un autre cas de référence est celui des séries alternées, c’est-a-dire dont le terme général u,, est réel
et vérifie u, X up+1 < 0 au moins a partir d’'un certain rang, c’est-a-dire que chaque terme de la suite

a un signe contraire au terme précédent).
De telles séries sont de la forme :

+ Z(—l)”an, avec a, > 0 & partir d’un certain rang.

On dispose d’un résultat important sur ce type de série :
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Théoréme 24 (Critére spécial des séries alternées)
On considere la série Y (—1)"a,.
Si la suite (ay,) est décroissante a partir d’un certain rang ng € N et si ay, —+> 0 (ce qui implique
n—
la positivité de a,, a partir de ng), alors :
(i) La série > (—1)"a, converge.

—+o0
(ii) Pour toutn > mng—1, le reste R, = Y. (—1)Fay, est du signe de son premier terme (donc
k=n-+1
(=1)"*La, 1) et on a la majoration |R,| < any1-
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IV Sommation des relations de comparaison

Dans cette section, on présente des nouveaux résultats sur les séries numériques convergentes, mais
aussi divergentes. Les "relations de comparaison" désignent ici o, O et ~ (sous-entendu lorsque n —

+00 bien entendu).

1) Cas convergent

Théoréme 25 (Sommation des relations de comparaison, cas convergent)
Soit (u,) € KN, et (v,) € RN.
On suppose que (vy,) est positive & partir d’un certain rang ng € N et que Y v, converge.

(i) Siu, = O(vy), alors > u, converge et
+oo + oo
> w0 3 u)
k=n+1 k=n+1
(i1) Siuy, = o(vy), alors > uy, converge et
“+o0 +oo
k=n-+1 k=n-+1
(1i1) Si up ~ vy, alors > u, converge et

+oo +oo
E Uk ~ E Vk.
n—-+oo

k=n+1 k=n-+1

2) Cas divergent

Théoréme 26 (Sommation des relations de comparaison, cas divergent)

Soit (u,) € KN, et (v,) € RN.

On suppose que (vy,) est positive a partir d’un certain rang ng € N et que > v, diverge.
(i) Siu, = O(vy), alors

Z Uk = 0] (Z Uk> .
k=0 k=0

(i1) Siu, = o(vy), alors
Zuk =0 <Z ’Uk> o
k=0 k=0

(1) Si up ~ vy, alors Y u, diverge et

n

n
E Uk ~ E Vk.
n—-+oo
k=0

k=0

3) Applications classiques

a) Lemme de Cesaro

Lemme 27 (Lemme de Cesaro)

Soit (u,) € KN. Siu, — £ € K, alors en posant M, = T
n
k=0

(M) est la suite des moyennes de Cesaro), on a aussi M, — £.

n
Zuk pour tout n € N (on dit que
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b) Développement asymptotique a 3 termes de la série harmonique

En utilisant la sommation des relations de comparaison, on va montrer que

—Xn:l ) + +i+0(1)
N k R n/ |

ol 7 est une constante réelle.
e Tout d’abord, + ~ In(1 + 1/k) = In(k + 1) — In(k), et la série téléscopique Y (In(k + 1) — In(k))
diverge (puisque la suite (In(k)) diverge), donc d’aprés le théoréme de sommation des relations
de comparaison (cas divergent), on a

n

Z % W Z(ln(k +1)—In(k)) =In(n+1)=In(n) +In(1+1/n) ~ In(n).
k=1 k=

n——+oo

e Posons u, = H, —In(n) pour tout n > 1. Pour déterminer un équivalent de u,,, on utilise la série
téléscopique > (Up41 — Up). On a:

1 1
Ungl = Un =7 = In(1+1/n) = 5(1 —1/n+o0(1/n)) — (1/n—1/(2n*) +o(1/n)) ~ —1/(2n?),
donc la série téléscopique Y (un41 — uy) converge, et donc la suite (u,) converge vers un réel -,
ce qui donne H,, =In(n) + v + o(1).

e Enfin, posons v, = H,, — In(n) — v = w,, — v et déterminons un équivalent de (v,,) en utilisant
(encore!) une série téléscopique :

1
Un4+1 — Up = Up41 — Up 7ﬁ7
donc par sommation des relations de comparaison (cas convergent), on a, puisque . lim v =0:
—+o0
—+o0 —+o0
1
Un = E (Vk = V1) ~ E %2’
k=n k=n

“+o0
et on montre facilement par comparaison série-intégrale que E Z~ donc finalement
n

1 1 1
vy, ~ —, ce qui donne H,, =In(n) +v+ — + o0 (7)
2n 2n n

On pourrait poursuivre pour calculer le terme suivant de ce développement asymptotique. . .

c) Formule de Stirling, développement asymptotique de n!

Montrons qu’il existe une constante K > 0 telle que

Kn”e‘"\f( + i +o0 (i)) ;

et donc en particulier ‘ n!l ~ Kn”e’”\/ﬁ‘ (formule de Stirling).

Cela se fait en étudiant la suite (uy,),>1 définie par
n!
nte~"\/n’

e Cette fois, uy,1+1 — u, ne se simplifie pas par téléscopage, donc on travaille plutot avec des loga-
rithmes :

Up —

1 1 1
vp = In(upy1) —In(u,) =---=1-— (n+ 5) In (1+ ﬁ) ~ o2

donc la série > (In(un4+1) — In(uy,)) converge. On en déduit que la suite (In(uy,)) converge vers un
réel £, et donc que la suite (u,) converge vers K = ef > 0.
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e Par sommation des équivalents dans le cas des séries convergentes, on obtient I’équivalence des

restes :
+oo 400 1 1
In(un) = €= (I(ur) = M(ups1)) ~ Y 57~ T
k=n k=n

donc finalement :

1
In(u,) =€+ Ton +o(1/n),

donc

n = et ek peesteroin _ i (14 Ly om),
n
ce qui est le résultat voulu.

Si on veut la valeur de K, il faut utiliser les intégrales de Wallis (I,, = /2 cos™(z)dzx), et on obtient

K = /27 (voir les exercices).
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V  Dénombrabilité

Notation
Le cardinal d’un ensemble fini F sera noté #F ou Card(FE) ou encore |E|. C’est un entier naturel.

Définition 28 (Ensemble dénombrable)
Un ensemble E est dit dénombrable s’il existe une bijection p : N — E.

Théoréme 29 (Parties de N)
Toute partie X C N est finie ou dénombrable.

Définition 30 (Ensemble au plus dénombrable)
Un ensemble E est dit au plus dénombrable sl existe une injection i : £ — N.

Propriété 31 (Caractérisation des ensembles au plus dénombrables)
Un ensemble E est au plus dénombrable si et seulement si il est fini ou dénombrable.

Corollaire 32 (Parties d’un ensemble dénombrable)
Soit E un ensemble dénombrable, et A C E. Alors A est fini ou dénombrable.

Théoréme 33 (Produit cartésien fini d’ensembles dénombrables)

(i) Tout produit cartésien fini d’ensembles finis ou dénombrables est un ensemble fini ou dé-
nombrable.

(i) Tout produit cartésien fini d’ensembles dénombrables est un ensemble dénombrable.

Corollaire 34 (Quelques ensembles dénombrables classiques)
Les ensembles N2, Z2, Q sont dénombrables.

Lemme 35 (Une autre caractérisation des ensembles au plus dénombrables)
Un ensemble non vide E est au plus dénombrable si et seulement si il existe une surjection s : N —
E.

Théoréme 36 (Réunion finie ou dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables)
Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables est un ensemble fini ou dé-
nombrable.

Théoréme 37 (Non dénombrabilité de R)
R n’est pas dénombrable.
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VI Familles sommables

Dans cette section, I désigne un ensemble quelconque, le plus souvent fini ou dénombrable.
Le but est de donner un sens a Zui, o (u;)ies est une famille de nombres réels ou complexes.
icl
Lorsque I = (), on adoptera la convention classique Z u; = 0.
i€l

1) Cas des familles de réels positifs

Convention (Calculs dans [0, +c0])
On travaillera dans ensemble [0, +00] = Rt U {400}.
L’opération + connue sur R se prolonge a [0, +00] de la maniére suivante :

vz € RT, x4 (+00) = (+00) + & = +00;
(+00) + (+00) = +oc.
La relation d’ordre classique < se prolonge également & [0, 400] en convenant que :
Vx€R+, 0<x <+
On obtient donc encore une relation d’ordre total sur [0, +00], ¢’est-a-dire
V(z,y) € [0,+00]?,  (z<y)ou(y<a).
Enfin, cette relation d’ordre est compatible avec la somme :

Y(z,y,2,t) € [0, +00]*, ((a: <y)et (z< t)) = z+z2<y+t.

Convention (Borne supérieure infinie)
Si A C RT est une partie non vide et non majorée de R, alors on conviendra que sup(A4) = +oo.
Ainsi, toute partie non vide de [0, +00] posséde une borne supérieure dans [0, +oc], et on a

sup(A) < +00 <= A est majorée.

Définition 38 (Somme d’une famille d’éléments de [0, +oc])
Soit (u;)ier une famille d’éléments de [0, 4+00]. On appelle somme de la famille (u;);cr Iélément :

E U; = sup E Uj .
JcI

i€l T fmi €7

C’est un élément de [0, 400].

Définition 39 (Famille sommable de réels positifs)

Soit (u;)ier une famille de réels positifs. On dit que (u;);c; est sommable lorsque Zul < 400,
iel

c’est-a-dire lorsqu’il existe un réel M > 0 tel que pour toute partie finie J C I, on a Z:uz <M.
ieJ

Propriété 40 (Invariance par permutation)
Soit (u;)ier une famille d’éléments de [0,400], et soit ¢ : I — I une bijection ("permutation” de
I). Alors :

(1) On a légalité ZUZ = Zu%’(i) dans [0, 4+00].
i€l iel
(i1) En particulier, si les u; sont dans RT, alors (u;);e; est sommable si et seulement si
(ugp(s))ier est sommable.
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Propriété 41 (La sommabilité implique la dénombrabilité du support)
Si (ui)ier est une famille sommable de réels positifs, alors l'ensemble X = {i € I, u; # 0} (appelé
support de la famille (u;)icr) est au plus dénombrable.

Propriété 42 (Sous-famille d’une famille sommable)
Soit (u;)icr une famille de réels positifs.
Si (u;)ier est sommable, alors pour toute partie J C I (non nécessairement finie), la sous-famille
(u;)icg est sommable, et on a Zul < Zul
i€J iel

Propriété 43 (Comparaison de familles sommables a termes positifs)
Soit (u;)icr et (vy)ier deux familles de réels positifs. Si on a u; < v; pour tout i € I et si (v;);er est
sommable, alors (u;);cr est sommable et Zuz < Zvi.

icl i€l

Théoréme 44 (Lien avec les séries)
On suppose que I = N. Si (u;);en est une famille (suite) de réels positifs, alors :

(u;)ien est sommable < E U; Converge
i>0

“+ o0
et dans ce cas, on a E U; = E U .
€N =0

Théoréme 45 (Sommation par paquets pour les familles positives)
Soit (u;)icr une famille de réels positifs.
On suppose que I = U I,, avec les I, deuz & deuz disjoints (m #n = I, NI, =0).

neN
Alors, on a dans [0, +00] :

iel n=0 \:i€l,

Méthode

Grace aux conventions de calculs avec 400, ce théoréme est trés simple d’utilisation : a condition
de travailler avec des réels positifs, tous les calculs peuvent étre menés en pratique dans [0, +00]
sans aucune justification préalable de sommabilité et on peut regrouper les termes comme
on lentend. Obtenir & la fin des calculs une somme finie justifiera a posteriori la sommabilité de la
famille.

Vocabulaire
Lorsque I = U I,, avec les I, deux a deux disjoints, on dit que les (I,)nen forment une pseudo-

neN
partition de 1.

Si de plus les I,, sont non vides, on parle alors de partition.

Corollaire 46 (Sommabilité et réindexation)
Soit (u;)ier une famille dénombrable de réels positifs.

+oo
Si @ : N — I est une bijection, alors on a Zu, = Z Ugp(n) dans [0, +oo].
iel n=0

2) Cas des familles de nombres complexes

On considére maintenant des familles (u;);c; de nombres réels ou complexes indexées par un ensemble
fini ou dénombrable 1.
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Notation
On notera K! I'ensemble des familles (u;);cr & valeurs dans K = R ou C.

Définition 47 (Famille sommable de nombres complexes)
Soit (u;)icr € K!. On dit que (u;)iec; est sommable lorsque Y, |u;| < +o0.

Propriété 48 (Comparaison en module)
Soit (u;)ier € KL et soit (v;)ier € (RT)! telle que Vi € I, |u;| < v;.
Si (v3)ier est sommable, alors (u;);cr est sommable.

Définissons maintenant la somme d’une famille sommable de nombres réels (resp. complexes).

Lemme 49 (Parties positive et négative d’une famille de réels)
Soit (u;) € RI. Pour tout i € I, on note

uj = max(u;, 0), u; = max(—u;,0).

(i) Pour touti € I, on a uj >0,u; >0, ainsi que les relations :
Viel, ulf+u; =|ul, uf —u; =u.

? (2

(ii) La famille (u;);c; est sommable si et seulement si les familles de réels positifs (u} )icr et
(u; )ier sont sommables.

Définition 50 (Somme d’une famille sommable de nombres réels)
Soit (u;)ier € R une famille sommable.
On appelle somme de la famille (u;);cr le nombre réel :

Zui:Zuj’qui_.

i€l icl icl

Lemme 51 (Parties réelle et imaginaire d’une famille de complexes)
Soit (u;)ier € CL. Si (u;)ier est sommable, alors (Re(u;))icr et (Im(u;))icr sont sommables.

Définition 52 (Somme d’une famille sommable de nombres complexes)
Soit (ug)rer € CI une famille sommable.
On appelle somme de la famille (ug)rer le nombre compleze :

Zuk = ZRe(uk) +iZIm(uk).

kel kel kel

Propriété 53 (Lien avec la convergence absolue des séries)
On suppose ici que I = N. Si (u;);en € KV, alors

(u;)ien est sommable < Zui converge absolument,
i>0

+oo
et dans ce cas, on a E U; = g Uy
i€N i=0

Théoréme 54 (Sommation par paquets pour les familles complexes)

On suppose que I = U I,, avec les I, deuz & deux disjoints (m #n = I, NI, =0).
neN

Si (u;)ier € KI est sommable, alors :

i€l n=0 \i€l,

(avec convergence de la série).
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Corollaire 55 (Sommation par paquets avec une réunion finie)
On suppose I =T UL, U--- Iy avec les (I)1<n<n deux & deux disjoints.
Si (u;)ier € KI est sommable, alors :

Su-3 (2]

i€l n=1 \i€l,

Corollaire 56 (Réindexation des termes d’une famille sommable)
Soit (u;)ier € KI (avec I dénombrable) et soit ¢ : N — I une bijection. Si la famille (u;)ier est
sommable, alors la série ) u, ) converge absolument et

+oo
Z U; = Z u@(n).
n=0

iel

Méthode
Pour appliquer ces théorémes (sommation par paquets ou réindexation dans le cas non positif), il faut
au préalable justifier la sommabilité de la famille (Ju;|)ier-
En pratique :

e On montre que (u;);c; est sommable en trouvant un procédé de sommation (c’est-a-dire
une pseudo-partition (I,) de I) tel que

> <Z |ui|> < +oo.

neN \iel,

En effet, cela montre que Y |u;| < o0, puisqu’on a Y |u;| = > | DO |ui| | dans [0, +o0].
i€l i€l neN \i€l,

e Une fois la sommabilité de (u;) acquise, on peut "enlever les modules” et calculer la somme E Uu;
iel

en sommant suivant n’importe quel procédé (pas forcément le méme que celui utilisé pour

Justifier la sommabilité). On a alors, pour toute pseudo-partition (L) de I :

Su-3 (¥ )

icl neN \i€L,

11 faut bien distinguer ces deux étapes lors de la rédaction !
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3) Propriétés algébriques des familles sommables

I désigne un ensemble fini ou dénombrable.

Propriété 57 (Linéarité)
Soit (u;)ier et (v;)ier deuzx familles d’éléments de K = R ou C, et soit (\, u) € K2.
Si (u;)ier et (vi)ier sont sommables, alors (Au; + pv;)icr est sommable et

Z()\ui + pv;) = )\Zui —&—qui.

i€l i€l icl

Corollaire 58 (Structure d’espace vectoriel des familles sommables)
L’ensemble des familles sommables est un sous-espace vectoriel de K!, et Uapplication (u;)ier +
Zie] u; est une forme linéaire sur cet espace vectoriel.

Notation
On notera ¢*(I,K) (ou plus simplement ¢*(I)) le K-espace vectoriel des familles sommables de K.

Propriété 59 (Positivité et croissance)
(i) Si (us)ier est une famille sommable de réels positifs, alors Y, ;u; > 0.

(i) Si (u;)ier et (vi)ier sont deuzx familles sommables de nombres réels, alors

(V?;EI, uigvi) — Zulgz:vl

i€l i€l

Propriété 60 (Somme nulle de termes positifs)
Soit (u;)icr une famille de réels positifs.

Si (u;)icr est sommable et si ), u; =0, alors u; =0 pour tout i € I.

Propriété 61 (Conjugaison)

Si (u;)ier € CN est sommable, alors (u;)icr est sommable et Zuﬁ = Zuz
icl icl

Propriété 62 (Inégalité triangulaire)

S

iel

Si (u;)icr € KI est sommable, alors

<D luil.

icl
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VII Applications de la sommabilité aux séries

1) Permutation des termes d’une série absolument convergente

Propriété 63 (Permutation des termes d’une série absolument convergente)
Soit (uy,) € KN. Si Y u, est absolument convergente, alors pour toute bijection o : N — N, la série
permutée Eug(n) est absolument convergente et on a

+oo +oo
E ua(n) = E Up, .
n=0 n=0

2) Séries doubles

Théoréme 64 (Théoréme de Fubini pour les familles positives)
S0it (Um,n)(m,nyenz une famille de réels positifs. Alors on a dans [0, +00] :

+o00 +oo +oo +o00
Z Um,n = Z ( um,n) = Z <Z unL,n) .
0

(m,n)€EN? n=0 \m= m=0 \n=0

Théoréme 65 (Théoréme de Fubini pour les familles complexes)
S0it (Um,n)(m,n)enz une famille de nombres réels ou complezes.
Si (um,n)(m’n)eNz est sommable, alors on a

S =3 <+°<;um> s (f u>

(m,n)eN? n=0 \m= m=0 \n=0

(avec convergence absolue des séries qui interviennent dans cette expression).

Méthode
Pour intervertir deuxr sommes infinies dans un calcul :

® 51Uy, > 0 pour tout (m,n) € N2, alors tous les coups sont permis (on peut permuter les sommes
avec égalité des résultats dans [0, +00])!

e sinon, on peut permuter les sommes sous réserve de sommabilité de (Um,n)(m,n)eN2-
Et cette sommabilité doit se vérifier en montrant par exemple que

> (Z |um7n|> < +00

m n

(ou dans Uautre sens).

3) Produit de Cauchy de deux séries

Définition 66 (Produit de Cauchy)
Soit (uy), (v,) € KN. On appelle produit de Cauchy des séries Y u, et . v, la série > w,, ou :

n n
vneN, w,= g Uk Un—k = g Up—kVk = E Uk
k=0 k=0

(k,D)EN2, k+l=n

Lemme 67 (Famille produit)
Si Y u, ety v, sont deuz séries absolument convergentes, alors la famille (ugvy) g yen> est som-

mable et N N
Z UV = (Z uk> (Z ’Ul> 0
k=0 =0

(k,l)eN?
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Théoréme 68 (Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes)
Si > up et Y v, sont deuxr séries absolument convergentes, alors le produit de Cauchy Y wy,

converge absolument et on a :
+oo —+oo —+o0
S u= (Su) (Fu).
n=0 k=0 1=0
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CHO2 : Intégration sur un intervalle quelconque

On va étendre ici 'intégrale au cas de fonctions continues par morceaux sur des intervalles qui ne
sont pas des segments, c’est-a-dire des intervalles non bornés et/ou non fermés.
Dans tout le chapitre, la lettre K désigne le corps R ou C et I désigne un intervalle de R.

Définition 1 (Fonction continue par morceaux)

(i) Soit deux réels a < b. Une fonction f : [a,b] — K est dite continue par morceaux
lorsqu’il existe une subdivision (xq,- - ,xy,) de [a,b] telle que pour tout k € {0,--- ,n — 1},
la restriction fiz, ., Possede un prolongement continu sur [Tg, Tr11]-

(i) FEtant donné un intervalle I de R (pas nécessairement un segment), on dit qu’une fonction

f I = K est continue par morceauz lorsque sa restriction & tout segment [a,b] C I est
continue par morceaut.

Notation

Etant donné un intervalle I de R, on notera :

F(I,K) ou K! I'ensemble des fonctions définies sur I et a valeurs dans K,

C°(I,K) I'ensemble des fonctions continues sur I et a valeurs dans K,

Cp, (I, K) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur I et & valeurs dans K.

On obtient facilement les résultats suivants (que 'on admettra ici).

Théoréme 2 (Structure algébrique des ensembles de fonctions)

Pour tout intervalle I, I’ensemble F(I,K) est un K-espace vectoriel, et les ensembles C°(I,K) et
Cgm(I,K) sont des sous-espaces vectoriels de F(I,K), donc des K-espaces vectoriels.

De plus, on a C°(I,K) C C),,,(I,K).

I Intégrales impropres (ou généralisées)

1) Sur un intervalle semi-ouvert borné

On considére deux réels a, b tels que a < b.

Définition 3 (Convergence d’une intégrale impropre en b)
Soit f € CY,,,([a; b, K).

b @
(i) On dit que V’intégrale impropre / f(t)dt converge si / f(#)dt posséde une limite
a a

b a3
finie lorsque x — b~. Dans ce cas, on pose / f)dt = lim ft)de.

z—b= Jq,

(ii) Sinon (si / f(t)dt admet une lim. infinie ou pas de lim. quand x — b~ ), on dit que

b
l’intégrale impropre/ f(t)dt diverge.

Vocabulaire
On emploie indifféremment les expressions "intégrale impropre" ou "intégrale généralisée" dés que
I’on veut intégrer une fonction sur un intervalle qui n’est pas un segment.

Notation
On peut également employer les notations abrégées ("sans la variable d’intégration") :

b T
/ f=lim [ f.
a z—=b~ Jq
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Vocabulaire
Etudier la nature d’une intégrale impropre, c’est préciser si elle est convergente ou divergente.

Propriété 4 (Intégrale faussement impropre en b)

Si f € C%[a;b[,K) et si f posséde une limite finie en b~, alors l’intégrale impropre / ft)dt

b b
converge, et on a / f)dt = / f)dt, ou f € C°[a;b],K) est le prolongement continu de f a
[a; b]. ‘ ‘

Dans ce cas, on dit que l’intégrale / f(t)dt est faussement impropre.

2) Sur un intervalle fermé non borné

Définition 5 (Convergence d’une intégrale impropre en +c0)
Soit f € CY,,,([a; +00[,K), avec a € R.

—+oo
(i) On dit que I’intégrale impropre /

a

f(t)dt converge si / f(®)dt posséde une limite

—+oo
finie lorsque x — +00. Dans ce cas, on pose / f)dt = lim / f@t)

@ r—+00

xX
(i) Sinon (si / f(t)dt admet une limite infinie ou pas de limite lorsque x — +00), on dit que
a

“+oo
l’intégrale impropre / f(t)dt diverge.

a

3) Sur un intervalle ouvert

Définition 6 (Convergence d’une intégrale doublement impropre)
Soit f € CS,,(Ja; b[, K) (avec a € RU{—oc} et b€ RU{+00}). On fize c €]a; b].

b
(i) On dit que Vintégrale doublement impropre / f(t)dt converge si

les deux intégrales impropres / f(t)dt et / f(t)dt convergent.

Dans ce cas, on pose/ f®)dt = / f@ dt+/ f@)

(i) Dans le cas contraire (dés que l'une des deuz intégrales précédentes

diverge), on dit que ’intégrale doublement impropre / F@)dt diverge.
a

4) Propriétés de base

Les propriétés établies ici sont vraies pour des intégrales / f impropres en a et/ou b, les bornes a et

b étant des réels ou +oo.
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Propriété 7 (Linéarité, positivité et croissance de l’intégrale impropre)
Soient f,g € C,,(I,K), ot I est un intervalle d’extrémités a € RU {—oco} et b € RU {4o0}.

b b
(i) Si les deux intégrales impropres / foet / g sont convergentes, alors pour tout A € K,
a a
b

b b b
Uintégrale / (Af + g) est convergente, et on a/ A +9) = )\/ f +/ qg.

En d’autres termes, l’ensemble des fonctions f € Cp,, (I, K) dont Uintégrale converge est un

b
K-espace vectoriel, et f / f est une forme linéaire sur cet espace vectoriel.
a

(#3) La forme linéaire f — fab [ est positive, c’est-a-dire :

(szet/abf converge) = /abfzo.

(¢i1) La forme linéaire f +— f; f est croissante, c’est-dire :

b b b b
<f <y, / f converge et/ g converge) = / < / g.
a a a a

Propriété 8 (Convergence de l’intégrale impropre d’une fct. complexe)

Soit I un intervalle de R d’extrémités a € RU {—oo} et b € RU {400} et soit f € C),,(I,C).
b b

Alors, Uintégrale impropre /

f converge si et seulement si les deux intégrales impropres / Re(f)
a a

b

b b b
et/ Im(f) convergent. Dans ce cas, on a/ f :/ Re(f) +i/ Im(f).

Propriété 9 (Fonction continue positive d’intégrale impropre nulle)
Soit I un intervalle de R d’extrémités a € RU {—oo} et b € RU {+oc} Soit f € C°(I,R), telle que

b
f>0 et/ f@)dt converge. Alors,

b
/ F=0 — Vtelab], ft)=0.

Propriété 10 (Relation de Chasles pour les intégrales impropres)
Soit I un intervalle de R d’extrémités a € RU{—oco} et b€ RU {400} et f € CY,,(I,K).

St f; f converge, alors pour tout c € I, on a

/abf=/:f+/cbf

(avec convergence des deux intégrales du membre de droite).

Propriété 11 (Dérivation par rapport a la borne inférieure)
+00 FES
Si f € CY%([a, +0o[,K) et si l’intégrale / f(t)dt converge, alors la fonction G : x — / f(@)dt
a xT
est de classe C* sur [a,+oc[, et G' = —f.
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I Comparaison de fonctions positives

Comme pour les séries, on va donner des méthodes pour étudier la convergence d’une intégrale
impropre, sans passer par les primitives de f, qui hélas ne sont pas toujours calculables.

1) Exemples de référence

On dispose d’une liste d’exemples de référence, qu’il faut connaitre par coeur. On utilisera ensuite
cas de référence pour étudier les autres intégrales impropres.

a) Eno0

Propriété 12 (Logarithme en O*}

L’z’ntégmle/ In(¢t)dt converge et/ In(t)dt = —1.
0 0

Propriété 13 (Intégrales de }:‘{iemann en 0T)

Soit o € R. Alors, ’intégrale t—adt (impropre en 0) converge si et seulement si « < 1. Dans ce
0

1
1 1

cas, ona/ —dt = .

0 t¢ -«

b) En +oo

Propriété 14 (Exponen}:ielle en +o00)
o0
Soit a € R. L’intégrale e~ 'dt converge si et seulement si o > 0.
+oo 0 1
Dans ce cas, on a / e~ Mdt = —.
0 [0

Propriété 15 (Intégrales de R_Eemann en +o00)
o0
Soit a € R. Alors, l'intégrale / t—adt (impropre en 4+00) converge si et seulement si a > 1.
e i

Dans ce cas, on a/ —dt = ——.
1 e a—1

2) Comparaison et équivalents

On dispose de résultats spécifiques aux fonctions positives pour étudier la convergence d’une
intégrale impropre.

Pour éviter les répétitions, les résultats seront énoncés uniquement pour des fonctions continues par
morceaux sur un intervalle I = [a;b[ (avec b € R U {400}), mais ils s’adaptent a tout type
d’intervalle.

a) Critére de majoration

Propriété 16 (CNS de convergence de l’intégrale d’une fonction positive)

Soit f € Cgm([a; b, R) positive. L’intégrale / f converge si et seulement si la fonction
a

T
F:zw— / | est magjorée sur [a,b].
a

Notation

Lorsque f € pm([a; b[, R) est positive, on pourra noter / f < +o0o lorsque cette intégrale converge,

b

et noter f = 400 dans le cas divergent (puisque dans ce cas, f —b> +00).
z—b—

On d1spose donc de notations analogues & celles des familles sommables.
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Théoréme 17 (Critére de majoration pour les fonctions positives)
Soient f,g € Cgm([a; b, R) telles que 0 < f < g. Alors,

b b
(4) / g converge —> / f converge, et dans ce cas,
a a

Og/abfﬁ/abg-

b b
(i) / f diverge — /gdiverge.

b) Critére des équivalents

Théoréme 18 (Critére des équivalents pour les fonctions positives)
Soient f,g € CD,,([a; b[,R).

b
Si f(t) ~ g(t) et si f >0 au voisinage de b—, alors g aussi et les intégrales impropres / f et
t—b— @

b
/ g sont de méme nature.
a

Pour résumer :

Méthode

Pour étudier la convergence de l’intégrale impropre d’une fonction f positive, on peut comparer f a
une fonction de référence (c’est-a-dire dont on connait la convergence de l'intégrale), en utilisant
soit une inégalité, soit un équivalent.

Si f est équivalente a une fonction g qui garde un signe constant au voisinage de b, alors on peut
utiliser le critére des équivalents.
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IIT Convergence absolue, intégrabilité

1) Convergence absolue

Dans le cas ou 'on a affaire & des fonctions qui ne sont pas positives (réelles de signe non constant ou
a valeurs complexes), on dispose d’un outil supplémentaire pour étudier la convergence d’une intégrale
impropre.

La encore, tout est énoncé sur un intervalle du type I = [a,b] avec b € R U {+o0}, mais tout
s’adapte a tout type d’intervalle.

Définition 19 (Intégrale impropre absolument corévergente)

Soit f € Cgm([a; b, K). On dit que l'intégrale impropre/ f est absolument convergente lorsque
a

b
/ |f] est convergente.
a

Théoréme 20 («<CVA = CVy»)
b

Soit f € CY,,([a;b[,K). Si f est absolument convergente, alors elle est convergente.
b “ b

On a donc (/ |f| converge — / f converge > .
a a

Meéthode

Pour étudier la convergence de l’intégrale impropre d’une fonction de signe non constant ou & valeurs
complezes, on peut d’abord étudier sa convergence absolue.
e Awvantage : cela revient & travailler avec une fonction positive, sur laquelle on peut tester les
criteres de la partie précédente.
e Inconvénient : si lintégrale me converge pas absolument, alors ¢a ne montre rien quant & sa
convergence.

Définition 21 (Intégrale impropre semi-convergerblte) )

Soit f € Cgm([a; b, K). On dit que lintégrale impropre/ f est semi-convergente lorsque/ f est

a a

b b
convergente mais pas absolument convergente, c’est-a-dire lorsque / f converge et / | f| diverge.
a a

Propriété 22 (Inégalité intégrale/module)

b
Soit f € Cgm([a; b[, K). On suppose que lintégrale impropre / f est absolument convergente.
a

/ubf g/abm.

Alors, on a

2) Fonctions intégrables

Ici, I désigne un intervalle de R quelconque (ouvert, semi-ouvert, borné ou non, fermé, etc.), d’extré-
mités a € RU {—oo} et b € RU {+00}.

Définition 23 (Fonction intégrable sur un intervalle quelconque)
Soit f : I — K. On dit que f est intégrable sur I si elle est continue par morceaux et si l’intégrale

b
/ |f| converge.
a

Notation )
Lorsque f est intégrable sur I, on pourra noter / f= / f son intégrale.
I a

On évitera cette notation pour les intégrales semi-convergentes.
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Propriété 24 (Propriétés immeédiates des fonctions intégrables)
Soit f,g € Cgm(l, K).
(i) Si f est intégrable sur I, alors f est intégrable sur tout intervalle J C I.

(i1) Si|f| < g avec g intégrable sur I, alors f est intégrable sur I.

(i11) SiI=a,b] et f(x) ~ g(x), alors f est intégrable sur I ssi g est intégrable sur I.
i

x

(iv) Si f est intégrable sur I, alors |f| aussi, et

[l [in

(v) Si f est intégrable, continue et positive sur I, alors

/If=0=> f=0.

Propriété 25 (Régle de comparaison en O, o)
Soient f,g € C)([a,b],K), avec b € RU {4o0}.

(1) Si f(z) = Ob (9(x)) et si g est intégrable sur [a,b], alors f est intégrable sur [a,b].
T—0"

(15) Si f(z) = o (9(x)) et si g est intégrable sur [a,b], alors f est intégrable sur [a,b][.
T—0"

Théoréme 26 (Structure d’espace vectoriel)

L’ensemble des fonctions intégrables I — K est un K espace-vectoriel (en fait un sous-espace vec-

toriel de Cgm(l, K)). De plus, f fI f est une forme linéaire sur cet espace vectoriel.

Notation

L’espace vectoriel des fonctions intégrables sur I et & valeurs dans K se note en général L'(I,K).

3) Des exemples

Meéthode

Pour étudier la convergence absolue d’une intégrale impropre, on peut :
e chercher a majorer |f(t)| par une fonction intégrable connue.

e chercher & déterminer un équivalent simple de |f(t)| lorsque t — b~ .

e cxaminer la limite de t* f(t) lorsque t — 0T ou t — 400, pour comparer f a une fonction

de Riemann t — pry au voisinage de 0 ou de 4+00.

CHO?2 : Intégration sur un intervalle quelconque
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IV IPP et changement de variables généralisés

On ne traitera par commodité que le cas des intervalles du type [a; b[ (avec b € RU {+00}), mais les
résultats présentés ici restent vrais pour tout type d’intervalle.

1) Intégration par parties généralisée

Théoréme 27 (IPP généralisée)

Soient u,v € Ct([a,b],K). Si lli)r}l uv existe dans K, alors les intégrales f; u'v et ff uv’ sont de méme

b b
/ u'v = [uv)? — / ',
a a

= xhar?f u(x)v(x) — u(a)v(a).

nature, et si elles convergent, on a

ol [uv]®

2) Changement de variable généralisé

Théoréme 28 (Changement de variables généralisé)
Soit f € C%(Ja;b[,K), et soit ¢ : [o; B[~ [a;b] une bijection strictement croissante de classe C!.

Alors les intégrales impropres /

(e}

b
Flp(u)y' (u)du et / f(t)dt sont de méme nature et égales en

cas de convergence.
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V Intégration des relations de comparaison

1) Cas convergent

Théoréme 29 (Intégration des relations de comparaison, cas convergent)
Soit f € Cp,([a,b],K) et g € CJ,,([a,b[,R) (avec b € RU {400}). On suppose que g > 0 et fabg
converge.

(1) Si f(x) = Olr (g(x)), alors f est intégrable sur [a,b] et f;f = ()lr(f: g).

r—

(i1) Si f(x) = o (g(x)), alors f est intégrable sur [a,b| et f; = z_?bi(ff g).

rz—b—

(113) Si f(x) ~ g(z), alors f est intégrable sur |a,b] et fjf ~ ffg.
r—0" r—0"

2) Cas divergent

Théoréme 30 (Intégration des relations de comparaison, cas divergent)
Soit f € Cp,,([a,b],K) et g € CJ,,([a,b[,R) (avec b € RU {400}). On suppose que g > 0 et f:g
diverge.
(i) Si f(x)= O (9(x)), alors [T f= O ([ g)-
z—b z—b
(i) Si f(x)= o (g(x)), alors faxf = o _(ff q)-
z—b z—b

(i12) Si f(z) ~ g(x), alors f est non intégrable sur [a,b] et [ f ~ IZy.
Tr—0" r—0—
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CHO3 : Structures algébriques usuelles

I Groupes

1) Groupes et sous-groupes

Définition 1 (Groupe)
Un groupe est un ensemble G muni d’une loi de composition interne x : G X G — G qui vérifie les
propriétés sutvantes :

(i) associativité : V(x,y,2) € G3, zx (y*2z) = (x*y) x 2 ;

(i) existence d’un élément neutre : e € G, Ve € G, vxe=exx =1x;

(iii) existence d’un symétrique pour tout élément : Ve € G, Jy € G, xxy=y*x =e.

Notation
Un groupe sera noté (G, *), ou G est 'ensemble et * la loi de composition interne.

Définition 2 (Groupe commutatif)
On dit qu’un groupe (G, *) est commutatif lorsque la loi * est (en plus du reste) commutative,
c’est-a-dire V(x,y) € G, mxy=1y*x.

Vocabulaire

Un groupe commutatif est aussi appelé groupe abélien (en référence au mathématicien norvégien
Abel).

Propriété 3 (Propriétés immeédiates d’une loi de groupe)
Soit (G, %) un groupe.

(i) L’élément neutre e est unique.

(i) Tout élément x € G posséde un unique symétrique.
(iii) Tout élément est simplifiable & gauche : ¥(x,y,2) € G2, xxy=x%2 = y= 2.
(iv) Tout élément est simplifiable a droite : ¥(x,y,2) € G3, yxx =2x2 = y = 2.

Notation

e Lorsque la loi du groupe G est notée *, X ou - ("notations multiplicatives"), le neutre sera noté
e (ou eg ou 1 ou 1¢g) et le symétrique d’un élément x € G sera appelé "inverse" et noté 1. On
notera également pour tout n € N :

Tt =z*xx*x---xx (n fois),

T = (zxxx-xx) P=a skt (n fois),

avec la convention z° = e.

e Lorsque la loi du groupe G est notée + ("notation additive"), le neutre sera noté 0 (ou Og) et le
symétrique d’un élément x € G sera appelé "opposé" et noté —z. On notera également pour tout
neN:

ntc=x+x+---+x (n fois),

(—n)e=—(e+a+-+a) = (—2)+(~a) + -+ (~a) (n fois),

avec la convention 0z = Og.
Attention, la notation additive n’est employée que pour des groupes commutatifs.

e Les résultats généraux sur les groupes seront énoncés en notation multiplicative, mais se transposent
bien évidemment en notation additive.
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Propriété 4 (Produit fini de groupes)
Soit n € N* et (G1,%1),--+ ,(Gn,*,) des groupes. Alors, l’ensemble G x --- x G, muni de la loi
de composition interne :

(1,5 3 Tn) * (Y157 1 Yn) = (T1*¥1 Y1, -+, Tn %5 Yn)
est un groupe. L’élément neutre est (e1,--- ,e,) (0w e; est le neutre de G; pour tout i), et pour tout
(T1,-+ ,Tp) EGL X -+ X Gy, on a
(1'1’... 7xn)71 = (1'1_1’... ’x;1)7

ot xi_l désigne le symétrique de x; dans G; pour tout i).
Ce groupe (Gy x -+ x Gy, %) est appelé groupe produit des groupes (G, 1), , (G *a)-

Preuve laissée en exercice
Veérifications immeédiates (bien qu’un peu fastidieuses).

Définition 5 (Sous-groupe)
Soit (G, x) un groupe de neutre e. On dit qu’une partie H C G est un sous-groupe de G lorsque :

(i) e€ H;
(ii) H est stable par x : ¥(z,y) € H?, xxy € H ;
(iii) H est stable par passage au symétrique : Vo € H, x=' € H.

Propriété 6 (Caractérisation d’un sous-groupe)

Soit (G, *) un groupe et H C G. Alors, H est un sous-groupe de G si et seulement si :
(a) H#0;
(b) V(z,y) € H?, x 1 xy € H.

Propriété 7 (Intersection de sous-groupes)
Soit I un ensemble d’indices quelconque et (H;);cr une famille de sous-groupes d’un méme groupe

(G, %). Alors, () H; est un sous-groupe de G.
13

Définition 8 (Sous-groupe engendré par une partie)
Soit (G, *) un groupe et A C G une partie (quelconque). On appelle sous-groupe engendré par
A Uintersection de tous les sous-groupes de G contenant A.

Notation
On notera (A) le sous-groupe engendré par A :

(4 = () H
H sg de G
ACH

Propriété 9 (Caractére minimal du sous-groupe engendré)
Soit (G, *) un groupe et A C G une partie (quelconque). Alors (A) est le plus petit sous-groupe de
G (au sens de linclusion) contenant A.

Notation
Siag,---,a, sont des éléments de G, alors on notera

<a17... 7an> = <{a17... 7an}>.

Ainsi, pour tout a € Get be G :
(a) désigne le plus petit sous-groupe de G contenant a,
(a,b) désigne le plus petit sous-groupe de G contenant a et b, etc.
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Propriété 10 (Description du sous-groupe engendré par un élément)
Soit (G, x) un groupe et a € G. Alors

(a) = {a*, k € Z}.

Théoréme 11 (Sous-groupes de (Z,+))
Les sous-groupes de (Z,+) sont exactement les nZ = {nk, k € Z}, avec n € N.

2) Morphismes de groupes

Définition 12 (Morphisme de groupes)
Soit (G, *) et (G',T) deuz groupes. Un morphisme de groupes de G dans G’ est une application
0: G — G telle que ¥(z,y) € G?, p(x*y) = o(z)Te(y).

Propriété 13 (Propriétés immeédiates des morphismes de groupes)
Soit ¢ : (G,*) = (G', T) un morphisme de groupes. Alors

(i) plec) =ec ;

(ii) Yz € G, p(z71) = p(z) L.

Propriété 14 (Composée de deux morphismes de groupes)
La composée de deux morphismes de groupes en est un.

Propriété 15 (Image directe/réciproque d’un sous-groupe par un morphisme)
Soit ¢ : (G,*) = (G', T) un morphisme de groupes. Alors
(i) Pour tout sous-groupe H de G, l'image directe o(H) = {¢(z), x € H} est un sous-groupe de
G'.
(ii) Pour tout sous-groupe H' de G', limage réciproque o~'(H') = {z € G, ¢(x) € H'} est un
sous-groupe de G.

Définition 16 (Image et noyau d’un morphisme de groupes)
Soit ¢ : (G,*) = (G', T) un morphisme de groupes.

(i) On appelle image de ¢ l’ensemble Im(p) = p(G). C’est un sous-groupe de G'.
(ii) On appelle noyau de ¢ l’ensemble Ker(¢) = ¢~ ({eq:}). C’est un sous-groupe de G.

Propriété 17 (Caractérisation de Dinjectivité/la surjectivité d’un morphisme de
groupes)
Soit ¢ : (G,*) = (G', T) un morphisme de groupes.

(i) ¢ est surjectif ssi Im(p) =G’ ;
(i1) o est injectif ssi Ker(p) = {eg}.

Définition 18 (Isomorphisme de groupes)
Un isomorphisme de groupes de (G, *) dans (G', T) est un morphisme de groupes bijectif de (G, *)
dans (G',T).

Propriété 19 (Réciproque d’un isomorphisme de groupes)
Sip: (G,x) — (G',T) est un isomorphisme de groupes, alors Uapplication réciproque
e 1 (G, T) — (G, *) est aussi un isomorphisme de groupes.

3) Le groupe (Z/nZ,+)

Propriété 20 (Relation de congruence modulo n)
Soit n € N*. La relation définie par

Y(z,y) €Z?: xz=yn] < nly—=z

est une relation d’équivalence sur Z, appelée la relation de congruence modulo n.
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Notation
Soit n € N* fixé. Pour tout € Z, on notera T la classe d’équivalence de x pour la relation de
congruence modulo n :

T={ye€Z x=yn|}={z+kn, k€Z}=z+nZ

Propriété 21 (Nombres de classes d’équivalence modulo n)
Soit n € N*. Il y a exactement n classes d’équivalence distinctes pour la relation de congruence
modulo n :

0,1,---,n—1.

Définition 22 (Ensemble Z/nZ)
Soit n € N*. On appelle Z/nZ ’ensemble des classes d’équivalences modulo n :

Z/nZ ={0,1,--- ,n—1}.

Théoréme 23 (Structure de groupe additif de Z/nZ)
Soit n € N*. La loi de composition interne + : Z/nZ x Z/nZ — Z/nZ donnée par

Y(z,y) € Z2, TH+y=x+y

est bien définie, et (Z/nZ,+) est un groupe commutatif.

4) Groupes monogénes et cycliques

Définition 24 (Groupe monogéne, groupe cyclique)

Un groupe (G,*) est dit monogéne lorsqu’il est engendré par un élément, c’est-a-dire lorsqu’il
existe a € G tel que G = (a). Un tel élément a est alors appelé générateur de G.

Un groupe (G, ) est dit cyclique s’il est monogene et fini.

Théoréme 25 (Cyclicité et générateurs de (Z/nZ,+)) B
Pour tout n € N*, le groupe (Z/nZ,+) est cyclique et ses générateurs sont exactement les k ou k
est premier avec n.

Théoréme 26 (Classification des groupes monogénes)
Soit (G, %) un groupe monogéne.

(i) Si G est infini, alors (G, *) est isomorphe a (Z,+).
(i) Si G est fini, alors (G,*) est isomorphe a (Z/nZ,+), ot n = Card(G).

5) Ordre d’un élément dans un groupe

Définition 27 (Element d’ordre fini, ordre d’un élément)
Soit (G, *) un groupe.

(i) On dit qu'un élément v € G est d’ordre fini lorsqu’il existe k € N* tel que z* = e.

(ii) Si x € G est d’ordre fini, on appelle ordre de x le plus petit entier k € N* tel que ¥ = e.
On le notera ord(x).

Propriété 28 (Propriétés de 'ordre d’un élément)
Soit (G, *) un groupe et x € G.

(i) x est d’ordre fini si et seulement si (x) est fini, et dans ce cas, on a (x) = {e,x, - ,2°T4=) =1},
En particulier, on a ord(xz) = Card({x)).

(i) Si x est d’ordre fini, alors pour tout k € Z : x* = e <= ord(z) divise k.

Corollaire 29 (Lien entre cyclicité et ordre des éléments)
Un groupe fini de cardinal n est cyclique si et seulement si il posséde des éléments d’ordre n, et
dans ce cas, les générateurs sont ces éléments d’ordre n.
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Théoréme 30 (Ordre des éléments d’un groupe fini)
Soit (G, *) un groupe fini de cardinal n € N*. Alors Vax € G, z™ = e.
En d’autres termes, tout © € G est d’ordre fini, et ord(x) divise Card(G).
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II Anneaux, corps

1) Anneaux et sous-anneaux

Définition 31 (Anneau)
Un anneau est un ensemble A muni de deux lois de composition interne + : A x A — A (appelée
"somme") et x : A x A — A (appelée "produit") qui vérifient les propriétés suivantes :

(i) (A,+) est un groupe commutatif (i.e. la loi + est associative, commutative, posséde un élément
neutre et tout élément x € A posséde un symétrique noté —x) ;

(i) la loi X est associative ;
(iii) la loi x posséde un élément neutre ;

(iv) la loi x est distributive sur la loi +, i.e.

Y(z,y,2) €A%, zx(y+z2)=zxy+zxz, (y+z)xz=yxax+zxuz.

Notation

Un anneau sera noté (A, +, x), le neutre de la loi + (qui est unique) sera noté 04 (ou 0) et le neutre
de la loi x (également unique) sera noté 14 (ou 1).

Souvent le "produit" de deux éléments sera noté simplement xy plutdt que = X y.

Définition 32 (Anneau commutatif’)
Un anneau (A, +, x) est dit commutatif lorsque la loi X est commutative.

Définition 33 (Elément inversible)
Soit (A,+, X) un anneau. Un élement x € A est dit inversible lorsqu’il existe y € A tel que
zy=yr =14.

Propriété 34 (Calculs dans un anneau)
Soit (A, +, X) un anneau.

(i) Pour tout x € A, 0y Xz =a x 04 = 04.
(ii) Pour tout (z,y) € A2, (—x)y = —(zy) = z(—v).
(iii) Pour tout n € Z et tout (z,y) € A2, (nx)y = n(zy) = z(ny).

(iv) Six € A est inversible, alors son inverse est unique. On le notera x=1.

(v) Six € A ety € A sont inversibles, alors xy est inversible et (vy)~t =y~ o1

(vi) Si (z,y) € A? sont tels que Ty = yx, alors pour tout n € N :

@+y)" =)
k=

(Z) zhyn=k (formule du binome)
0

(vii) Si (z,y) € A? sont tels que Ty = yx, alors pour tout n € N :

n—1
" —y" = (z —y) (Z xky”_l_k> (identité de Bernoulli).
k=0

En particulier

lg—2"=la—2)Aa+z+z2+---+2"1).

Propriété 35 (Groupe des inversibles d’un anneau)

Si (A, +, X) est un anneau, alors l’ensemble des éléments inversibles de A est un groupe pour la loi
x. On le notera A* ou U(A).
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Propriété 36 (Produit fini d’anneaux)
Soit n € N* et (A1, +1,X1), -+, (An, +n, Xn) des anneauz. Alors, 'ensemble Ay X -+ x A, muni
des lois de composition interne :
(l‘la"' ,.Tn) + (?/17"' 7yn) = (.’171 +1 Y1, ,Tn +n yn)a
(xla"' 7xn) X (ylv'" »yn) = (xl X1Y1," ,Tn Xn yn)7
est un anneau.
L’élément neutre pour + est (0a,,---,04,), et l’élément neutre pour x est (1a,,---,14,).
Pour tout (x1,-++ ,x,) € A1 X -+ X Ay, on a
_(xla o 71:71) = (_1‘17 R _xn)
Enfin, un élément (x1,--- ,x,) est inversible si et seulement si tous les x; le sont, et on a
(1'1, coo ’xn)il = (1'1_1, coo ’I;I).
Cet anneau (A1 X --- X Ap,+,%x) est appelé anneau produit des anneauz
(Ala +17 Xl)a Ty (Ana +7la Xn)~

Preuve laissée en exercice
Veérifications immédiates (mais fastidieuses).

Définition 37 (Sous-anneau)
Soit (A, +, X) un anneau. Un sous-anneau de A est une partie B C A telle que :

(i) 14 € B;
(ii) (B,+) est un sous-groupe de (A,+) ;
(iii) ¥(x,y) € B2, zy € B (stabilité de B par produit).

2) Morphismes d’anneaux

Définition 38 (Morphisme d’anneaux)
Soit (A, +, x) et (B, 4+, X) deuzx anneauz. Un morphisme d’anneaux de A dans B est une appli-
cation ¢ : A — B telle que :

(i) (1a) =1p;
(i) ¢ est un morphisme de groupes de (A,+) dans (B, +)
(i.e. ¥(z,y) € A%, p(z+y) = (@) + o))
(iii) ¥(x,y) € A%, o(zy) = p(x)P(y).

Propriété 39 (Propriétés immeédiates des morphismes d’anneaux)
Soit ¢ : (A, +, x) = (B, +, X) un morphisme d’anneauz. Alors :

(i) ¢(04) =0p ;
(1) Yx € A, o(—z) = —¢(z) ;
(iii) Six € A, alors p(x) € B* et (p(x))™1 = p(z71).

Propriété 40 (Composée de deux morphismes d’anneaux)
La composée de deux morphismes d’anneaux en est un.

Définition 41 (Image et noyau d’un morphisme d’anneaux)
Soit ¢ : (A, +, xX) = (B, +, X) un morphisme d’anneauz.

(i) On appelle image de ¢ l'ensemble Im(p) = p(A).
(ii) On appelle noyau de ¢ l’ensemble Ker(p) = ¢~ 1({0p}).

Propriété 42 (Structure algébrique de ’image d’un morphisme d’anneaux)
Soit ¢ : (A, +, x) = (B, +, X) un morphisme d’anneauz. Alors Im(p) est un sous-anneau de B.
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Propriété 43 (Caractérisation de l’injectivité/la surjectivité d’un morphisme d’an-
neaux)
Soit ¢ : (A, +, xX) = (B, +, X) un morphisme d’anneauz.

(i) ¢ est surjectif ssi Im(p) = B ;
(ii) ¢ est injectif ssi Ker(p) ={04}.

Définition 44 (Isomorphisme d’anneaux)
Un isomorphisme d’anneaux est un morphisme d’anneauz bijectif.

Propriété 45 (Réciproque d’un isomorphisme d’anneaux)
Sip: A — B est un isomorphisme d’anneauz, alors p~' : B — A est aussi un isomorphisme
d’anneauz.

3) Anneaux intégres

Définition 46 (Anneau intégre)
Un anneau (A, +, x) est dit intégre lorsqu’il est non réduit ¢ {04} et lorsque :

V(z,y) € A%, 2zy=04 = =04 ouy=04.

Propriété 47 (Simplification dans un anneau intégre)
Si (A, +, x) est un anneau intégre, alors pour tous (a,b,c) € A3, on a :

(i) (a#04 etab=ac) = b=c;
(i) (a# 04 etba=ca) = b=c.

4) Corps

Définition 48 (Corps)
Un corps est un anneau (K, 4+, X) commutatif, non réduit a {0k}, dans lequel tout élément x # O
est inversible.

Propriété 49 (Intégrité d’un corps)
Tout corps K est un anneau intégre.

Définition 50 (Sous-corps)
Soit (K,+, X) un corps. Un sous-corps de K est une partie L C K telle que :

(i) L est un sous-anneau de K ;

(ii) Pour toutx € L, x # 0y = x~ ' € L.
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IIT 1Idéaux d’un anneau commutatif

1) Geénéralités

Définition 51 (Idéal)

Soit (A, +, xX) un anneau commutatif. Un idéal de A est une partie I C A telle que :
(i) (I,+) est un sous-groupe de (A,+) ;
(i) Ve € I, Ya € A, za € 1.

Vocabulaire
La propriété (ii) est appelée "propriété d’absorption".

Propriété 52 (Caractérisation d’un idéal)
Soit (A, +, xX) un anneau commutatif et soit I C A. Alors, I est un idéal de A si et seulement si

(a) 04 €1;
(b) V(z,y) € I?, x+yel;
(c) Vx €I, Va€ A, za€l.

Propriété 53 (Exemple fondamental : idéal engendré par un élément)

Soit (A, +, X) un anneau commutatif.

Pour tout a € A, Uensemble aA = {ax, x € A} est un idéal de A, et c’est le plus petit idéal de A
contenant a. On dit que aA est 1’idéal engendré par a.

Propriété 54 (Structure algébrique du noyau d’un morphisme d’anneaux)
Soit ¢ : (A, +, x) = (B, +, X) un morphisme d’anneauz, avec A commutatif.
Alors Ker(p) est un idéal de A.

Propriété 55 (Opérations algébriques sur les idéaux)
Soit (A, +, X) un anneau commutatif, et I et J deux idéaux de A. Alors :

(i) Uensemble I NJ est un idéal de A ;

(i) Uensemble [+J ={x+vy, x € I, y € J} est un idéal de A, appelé somme des idéaux I et
J. C’est le plus petit idéal de A contenant I et J.

Plus généralement, si I,--- , I, sont des idéaux de A, on peut définir les idéaux :
LNn---NnIL,={x€ A, Vje[l,n], z €I}

Lt +Iy={z1+ - +an v1 €N, 2y €15},

et ces opérations sur les idéaux sont associatives.

2) Idéaux et divisibilité

Définition 56 (Divisibilité dans un anneau commutatif)
Dans un anneau commutatif (A,+, %), étant donnés (a,b) € A%, on dit que b divise a lorsqu’il
existe ¢ € A tel que a = be. On note alors bla.

Propriété 57 (Eléments associés dans un anneau commutatif intégre)
Soit (A, +, x) un anneau commutatif et intégre. Alors, pour tout (a,b) € A%, on a

(bla et alb) < Ju e A*, b= ua.

On dit dans ce cas que a et b sont associés.
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Propriété 58 (Interprétation de la divisibilité en termes d’idéaux)
Soit (A, +, x) un anneau commutatif et intégre, et soit (a,b) € AZ.
Alors :

(i) bla <= aA C bA.

(i) a et b sont associés si et seulement si aA = bA.

3) Idéaux de Z et applications a Parithmétique

Théoréme 59 (Idéaux de Z)
Les idéauz de 'anneau (Z,+, X)) sont exactement les nZ avecn € N, et tous ces idéaux sont distincts.

Vocabulaire (HP)

On dit qu’'un anneau commutatif A est principal s’il est intégre et si tous ses idéaux sont "monogénes",
c’est-a-~dire de la forme I = aA avec a € A. Ainsi, Panneau Z posséde cette propriété, et on verra plus
loin que 'anneau de polynomes K[X]| également.

Propriété 60 (Définition du PGCD d’entiers par les idéaux)
Soit (a1, ,ap) € Z™. Alors il existe un unique d € N tel que a1Z + - -+ + a,Z = dZ.
L’entier d est alors le plus grand diviseur commun de aq,--- ,a,, c’est-a-dire que :

(i) Vi € [1,n], d|a; ;
(it) Ye € Z,((Vi € [1,n], cla;) = c|d).
On notera d = pged(ay, -+ ,an) oud=ai A+ Aay.

Propriété 61 (Relation de Bézout)
Soit (a1, ,ap) € Z"™ et d = pged(ay, -+ ,an).
Alors, il existe (uy,- - ,up) € Z™ tel que aquy + - - - + apu, = d.

Définition 62 (Entiers premiers entre eux)

Soit (a1,--- ,a,) € Z" avec n > 2.

On dit que aq,--- ,a, sont premiers entre eux dans leur ensemble lorsque

pged(ay, -+ ,a,) = 1.

On dit que ay,--- ,a, sont premiers entre eux deux a deux lorsque pour tout (i,7) € [1,n],

i #j = pgcd(a;,a;) = 1.

Propriété 63 (Théoréme de Bézout)
Soit (a1, ,a,) € Z"™. Alors :
ai,- - ,an sont premiers entre eux dans leur ensemble ssi I(uy, -+ ,up) € Z", ajui+- - +azu, = 1.

Corollaire 64 (Lemme de Gauss)
Soit (a,b,c) € Z3. Si albc et si a et b sont premiers entre euz, alors alc.

Corollaire 65 (Lemme d’Euclide)
Soit p un nombre premier et (a,b) € Z2. Si p divise ab, alors p divise a ou b.

Propriété 66 (Définition du PPCM d’entiers par les idéaux)
Soit (a1, -+ ,an) € Z™. Alors il existe un unique m € N tel que a1Z N -+ - Nap,Z = mZ.
L’entier m est alors le plus petit multiple commun de ay,--- ,a,, c’est-a-dire que :

(i) Yi € [1,n], a;i|m;
(it) Ye € Z,((Vi € [1,n], ailc) = m]c).

On notera m = ppcm(ay, -+ ,an) oum=ay V-V ay,.
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IV  Anneau Z/nZ et applications a Parithmétique

1) L’anneau Z/nZ

Soit n € N*. On rappelle que l'ensemble Z/nZ = {0,--- ,n — 1} peut étre muni d’une structure de
groupe additif (cf. prop. 23). On peut également munir Z/nZ d’une structure d’anneau.

Théoréme 67 (Structure d’anneau commutatif de Z/nZ)
Soit n € N*. Les lois de composition interne + : Z/nZxZ/nZ — Z/nZ et X : Z/nZXZ/nZ — Z/nZ
données par

Y(z,y) € Z2, TH+y=2x+v,
V(z,y) €Z*, Txy=71y,

sont bien définies, et (Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif, de neutres respectifs 0 et 1.

2) Théoréme chinois

Théoréme 68 (Théoréme chinois)
Soient (m,n) € (N*)? deuz entiers premiers entre eux. Alors l’application

.{Z/ng — Z/mZ X Z/nZ
U T s (8)

est un isomorphisme d’anneaux, ot T (resp. &, resp. &) désigne la classe de Uentier x modulo mn
(resp. modulo m, resp. modulo n). L’isomorphisme réciproque est :

. { Z/mZ X Z/nZ —  Z/mnZ
’ (a,b) —  anv + bmu

)

ot (u,v) € Z sont tels que mu +nv = 1.

Théoréme 69 (Théoréme chinois généralisé)
Soit k > 2 et my,--- ,my des entiers premiers entre eux deux a deux. Alors lapplication :

w{Z/(mlmk)Z — Z/lex~-~xZ/me
' z — (T(1y, - Tw))

est un isomorphisme d’anneauzx, ot T désigne la classe de ’entier x modulo my - - - my et pour tout
i € [1,k], @) désigne la classe de x modulo m;.
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3) Elements inversibles, indicatrice d’Euler

Propriété 70 (Eléments inversibles de (Z/nZ,+, x))

Soit k € Z. L’élément k est inversible dans Z/nZ si et seulement si k est premier avec n.

Théoréme 71 (Structure de corps de (Z/nZ))
L’anneau (Z/nZ,+, x) est un corps si et seulement si n est un nombre premier.

Notation
Pour tout nombre premier p, on notera F,, le corps Z/pZ.

Définition 72 (Indicatrice d’Euler)
Pour tout n € N*, on note p(n) = Card{k € [1,n], pgcd(k,n) = 1}.
La fonction ¢ : N* — N* est appelée indicatrice d’Euler.

Propriété 73 (Propriétés de l’indicatrice d’Euler)
Lindicatrice d’Euler ¢ : N* — N* posséde les propriétés suivantes :

(i) ¢(1) = 1.
(ii) Pour tout nombre premier p et pour tout o € N*, on a ¢(p®) = p* — p*~L.

(iii) Pour tous entiers m,n > 1 premiers entre euzx, on a p(mn) = p(m)p(n).

Corollaire 74 (Expression de ¢(n) a partir de la décomposition en facteurs premiers)

Soit n > 2. Si la décomposition en facteurs premiers de n est
n:p(lll ...p?vN,

avec py, -+ ,pN des nombres premiers deux & deux distincts et aq,--- ,an € N*, alors

N
@(n):nil:[l(l—pli).

Théoréme 75 (Théoréme d’Euler)
Soit n € N* et soit a € Z un entier premier avec n. Alors a¥™ =1 [n].
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V  Anneau K[X] et arithmétique des polynomes

K désigne un sous-corps de C.

1) Premiéres propriétés

Propriété 76 (Intégrité de K[X])
L’anneau (K[X],+, x) est intégre.

Propriété 77 (Polynoémes inversibles)
Les éléments inversibles de K[X] sont les polynomes constants non nuls.

2) Idéaux, PGCD, PPCM

Théoréme 78 (Idéaux de K[X])
Les idéauz de K[X] sont exzactement les AK[X], avec A € K[X].

Propriété 79 (Définition du PGCD de polyndémes par les idéaux)
Soit (Ay,---,Ay) € K[X]™. Alors, il existe un unique polynéme unitaire ou nul D tel que :

A K[X] + -+ A K[X] = DK[X].
Le polynéme D est alors le plus grand diviseur commun de Ay, .-, A,, c’est-a-dire que :
(i) Vi € [1,n], D|A;;
(i) VP € K[X], ((Vi € [1,n], P|4;) = P|D).
On notera D = pged(Ay, -+ ,Ap) ou D =A1 A--- N A,.

Propriété 80 (Relation de Bézout pour les polyndmes)
Soit (A1, -+, Ap) € KIX]|™ et D = pged(Ay, -+, Ayp).
Alors, il existe (Uy,---,Upy) € K[X]|" tel que AyU; + -+ AU, = D.

Définition 81 (Polyndémes premiers entre eux)
Soit (A1, -+, Ap) € K[X]™ avec n > 2.

On dit que Aq,--- , A, sont premiers entre eux dans leur ensemble lorsque
pged(Ay, -+, Ap) = 1.
On dit que Ay, --- , A, sont premiers entre eux deux a deux lorsque pour tout (i,5) € [1,n],

i #j = pgcd(A;, Aj) = 1.

Propriété 82 (Théoréme de Bézout)

Soit (A1,---,A,) € K[X]". Alors :

Ay, -+, A, sont premiers entre eux dans leur ensemble ssi
AUy, ,Up) € KX, AU +---+ AU, = 1.

Corollaire 83 (Lemme de Gauss)
Soit (A, B,C) € K[X]3. Si A|BC et si A et B sont premiers entre euz, alors A|C.

Propriété 84 (Définition du PPCM de polynoémes par les idéaux)
Soit (A, -+, Ap) € K[IX]™. Alors il existe un unique polynémes unitaire ou nul M tel que

AKX NN AK[X] = MK[X].
Le polynome M est alors le plus petit multiple commun de Aq,--- , A,, c’est-a-dire que :
(Z) Vi e I[lan]la Ai|M;
(i) VP € K[X], (Vi € [1,n], 4;|P) = M]|P).
On notera M = ppem(Ay,--+ ,Ap) ou M = A1 V---V A,.
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3) Polynomes irréductibles

Définition 85 (Polynéme irréductible)
Un polynome P € K[X] est dit irréductible lorsque :

(i) P est non constant
(ii) V(P1, P,) € K[X]?, P= PP, = P, ou P, constant.

Vocabulaire
Un polynéme non constant et non irréductible sera qualifié de "réductible".

Propriété 86 (Exemple fondamental : les polynémes de degré 1)
Tout polynome de degré 1 est irréductible dans K[X].

Propriété 87 (Lien entre irréductibilité et racines)
Si P est irréductible dans K[X]| et si deg(P) > 2, alors P ne posséde pas de racines dans K.

Théoréme 88 (Polynémes irréductibles dans C[X] et R[X])
(i) Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1.

(i1) Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 et les polynomes de degré
2 a discriminant strictement négatif.

Lemme 89
Soit P € K[X] drréductible. Alors P est premier avec tout polynome qu’il ne divise pas.

Propriété 90 (Lemme d’Euclide)
Soit P, Py, Py dans K[X]. Si P est irréductible et si P divise P1 Py, alors P divise P, ou P divise
Ps.

Enfin, on dispose comme dans Z d’un théoréme de décomposition en facteurs irréductibles :

Théoréme 91 (Décomposition en facteurs irréductibles dans K[X])

Tout polynéme P non constant peut s’écrire 4 une constante non nulle prés comme produit de
polyndmes unitaires et irréductibles dans K[X] (pas nécessairement distincts).

De plus, cette décomposition est unique a l’ordre des facteurs prés.
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CHO4 : Compléments d’algébre linéaire

En MP2I, les notions d’algebre linéaire ont été étudiées dans le cadre des K-espaces vectoriels avec
K =R ou K = C. En fait, elles restent vraies si K est un sous-corps quelconque de C, comme Q (ou
Q[v2], etc.), et la plupart des notions subsistent si K est un corps quelconque (comme Z/pZ avec p
premier par exemple).

Dans tout ce chapitre, K désignera un sous-corps de C, conformément au programme.

I Somme de sous-espaces vectoriels

On fixe un entier p > 2, et (E,+,.) un K-espace vectoriel.

1) Somme

Définition 1 (Somme de sous-espaces vectoriels)
Si Fy, .-+, F, sont des sous-espaces vectoriels de E, alors on appelle somme de Fy,--- , Fp, l’en-
semble

P
ZFi:{xEE, a1, ,xp) EFL XX Fp, =21+ +xp}.
i=1

C’est l’ensemble des éléments de E pouvant s’écrire comme somme d’éléments des F;.

Propriété 2 (Propriétés de la somme)
Soit Fy,--- , F, des sous-espaces vectoriels de E. Alors :

P P p

(1) > F; est un sous-espace vectoriel de E, et > F; = Vect < Fi).
i=1 i=1 i=1
C’est donc le plus petit sev de E contenant tous les Fj.

p p
i=1 i=1

1=

(13) Siles F; sont de dimensions finies, alors dim (

2) Somme directe et supplémentarité

Définition 3 (Somme directe de sous-espaces vectoriels)

Soit Fy,--- , F), des sous-espaces vectoriels de E. On dit que Fy,--- , F, sont en somme directe
P D

lorsque tout vecteur x € > F; posséde une unique décomposition x = Y x; avec x; € F; pour tout
i=1 i=1

1.
P p
On note alors Y, F; = @ F.

g=ll =1

Définition 4 (Sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F)

Soit Fy,--- ,F, des sous-espaces vectoriels de F£. On dit que Fi,--- , F, sont supplémentaires
P P

dans E lorsqu’ils sont en somme directe et Y F; = E, c’est-a-dire E = @ F;.
i=1 =1
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Théoréme 5 (Caractérisations d’une somme directe)
Soit F1,--- , F, des sous-espaces vectoriels de F/. Il y a équivalence entre :

P
(i) La somme > F; est directe.

i=1
(13) Pour tous vecteurs 1 € Fy,--- ,x, € F), :

(1) Pour tout j € [1,p—1] :

(z]: Fz) ﬂFj+1 = {OE}

Théoréme 6 (Cararactérisation d’une somme directe avec les dimensions)
Soit Fy,--- , F, des sous-espaces vectoriels de dimension finie de E, et B; une base de F; pour tout
1. Il y a équivalence entre :

P
(i) La somme > F; est directe.
i=1

(#) La famille concaténée B = (B1,--- ,B,) est libre.

P
(#43) La famille concaténée B = (By,--- ,B,) est une base de > Fj.
i=1

(iv) dim (22: Fl> = ié dim(F3).

Vocabulaire

p
On dira dans ces conditions que B = (B, - - - , B,) est une base adaptée a la somme directe P F;.
i=1

Corollaire 7 (Caractérisation de la supplémentarité en dimension finie)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, soit Fi,--- , F, des sous-espaces vectoriels de I .
et B; une base de F; pour tout i. Il y a équivalence entre :

(1) Fu,---,F, sont supplémentaires dans E.
(#3) La famille concaténée B = (B1,--- ,B,) est une base de E.

P P
(i4i) La somme Y F; est directe et Y dim(F;) = dim(FE).

i=1 1=1

3) Applications linéaires et sommes directes

Définition 8 (Projecteurs associés a une décomposition de E en somme directe)

s
Soient Ey,--- , E, des sous-espaces vectoriels de E tels que E = @ F;.

i=1
Pour tout i, on note p; le projecteur sur E; parallement & @ E;. La famille (p1,--- ,pr) est alors
i
T
appelée famille de projecteurs associés i la somme directe E = @ FE;.

=1

Notation
Siu: E — F est une application linéaire et si £ est un sous-espace vectoriel de E, alors ujg : E' — F
désigne la restriction de u & E'. On a ujg € L(E', F).
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Théoréme 9 (Détermination d’une application linéaire sur une somme directe)

Soit B, F deur K-espaces vectoriels et Fq,--- , E, des sous-espaces vectoriels de E tels que E =
T

P E;. Soient des applications linéaires uy € L(E1, F),--- ,u, € L(E,, F).

i=1

Alors il eziste une unique application linéaire w € L(E, F) telle que ug, = u; pour tout i € [1,r].
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II Opérations matricielles par blocs

On considére ici des matrices définies "par blocs", c’est-a-dire de la forme

A B
w=(4 ),

avec A € My, n,(K), B € My, 0, (K), C € My, 0, (K) et D € My, p, (K), ot (n1,n9,n3,n4) € (N*)4.
Une telle matrice M est donc un élément de M, £ny ny+ny (K).

Théoréme 10 (Produit de matrices définies par blocs)
Soient A,B,C,D,A’,B’,C’, D’ des matrices a coefficients dans K telles que :

e le nombre de colonnes de A et C est égal au nombre de lignes de A’ et B’ ;
e le nombre de colonnes de B et D est égal au nombre de lignes de C' et D’.

Alors, on a
(A B)(A’ B’)_(AA’+BC’ AB’+BD’)
C D c' D)\ CA+DC" CB +DD

Définition 11 (Matrice triangulaire/diagonale par blocs)
Une matrice triangulaire supérieure par blocs est une matrice de la forme :

A ox - %
0 A, :
0o --- 0 A,

ot les A; sont des matrices carrées (pas nécessairement de méme taille).
On définit de méme une matrice triangulaire inférieure par blocs.
Une matrice diagonale par blocs est une matrice de la forme :

A 0 .0
0 A

N ()
0 0 A,

ot les A; sont des matrices carrées (pas nécessairement de méme taille).

Théoréme 12 (Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs)
Si A et D sont deux matrices carrées (pas nécessairement de méme taille), alors :

det( ‘3 . ) _ det(A) det(D).

Plus généralement : le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs (et a fortiori diagonale par
blocs) est le produit des déterminants des blocs diagonauz.

Définition 13 (Transvection par blocs)
On appelle transvection par blocs une opération transformant une matrice (A B) en une matrice

) evwnamatrie (550 )
en une matrice B+)\A

A
B
(A et B désignent deux matrices de méme format et A € K).

(A B+ MA), ou transformant une matrice (

Propriété 14 (Invariance du déterminant par transvection par blocs)
Le déterminant d’une matrice carrée est invariant par transvection par blocs.
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III K-algébres

Définition 15 (K-algébre)
Une K-algébre est un ensemble A muni de deux lois internes +: AX A — A, x : AxXA— A et
d’une loi externe . : K x A — A qui vérifient :

(i) (A,+, x) est un anneau ;
(i) (A,+,.) est un K-espace vectoriel ;
(iii) YA € K, V(z,y) € A%, (\.2)y = X.(zy) = z(\.y).

On dit que la K-algébre A est commutative si l'anneau (A, +, x) est commutatif, c’est-a-dire si
la loi x est commutative.

Définition 16 (Sous-algébre)
Soit (A, +, x,.) une K-algébre. Une sous-algébre de A est une partie B C A telle que :

(i) (B,+, X) est un sous-anneau de (A,+, X) ;
(i) (B,+,.) est un sous-espace vectoriel de (A, +,.).

Propriété 17 (Caractérisation d’une sous-algébre)
Soit (A, 4+, x,.) une K-algeébre et soit B C A. Alors, B est une sous-algébre de A si et seulement
St :

(a) 14 € B;
(b) Y(w,y) € B?, xy € B;
(c) VN, z,y) e Kx Bx B, \x +y € B.

Définition 18 (Morphisme d’algébres)
Soit (A, +, %x,.) et (B,+, x,.) deuzx K-algébres. Un morphisme d’algébres de A dans B est une
application ¢ : A — B qui est a la fois un morphisme d’anneauz et une application linéaire.

Propriété 19 (Caractérisation d’un morphisme d’algébres)
Soit (A, +, X,.) et (B,+, x,.) deur K-algebres. Alors, p : A — B est un morphisme d’algebres si
et seulement si :

(a) p(14) = 1p;

(b) Y(z,y) € A%, p(zy) = p(2)p(y) ;

(c) Y\ z,y) €K x Ax A, p(Az +y) = Ap(z) + 9(y)-
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CHO5 : Espaces vectoriels normés - Généralités

Dans ce chapitre, E' désigne un K-espace vectoriel, avec K =R ou K = C.

I Normes et espaces vectoriels normés

1) Normes

Définition 1 (Norme)
Une norme sur E est une application N : E — RY vérifiant les propriétés suivantes :

(i) YVx € E, N(z) =0 = x = 0g (séparation) ;
(W) V(A z) € Kx E, N(Ax) = |A\|N(x) (homogénéité) ;
(iii) V(z,y) € E?, N(xz+1y) < N(x)+ N(y) (inégalité triangulaire).

Notation
En général, une norme se notera | . || plutot que N.

Propriété 2 (Inégalité triangulaire renversée)
Si || .|| est une norme sur E, alors :

V@) € B |zl —llyll] < ll= -yl

Définition 3 (Espace vectoriel normé)
Un espace vectoriel normé est un K-espace vectoriel E muni d’une norme || . ||.

Notation
Souvent, un espace vectoriel normé se note par un couple (E,| .||), ot || .|| est la norme choisie sur
I’espace vectoriel E.

Dans la suite, on fixe un espace vectoriel normé (E, || .||).

Définition 4 (Vecteur unitaire)
Un vecteur x € E est dit unitaire lorsque ||z| = 1.

2) Distances, boules

Définition 5 (Distance associée 4 une norme)
On appelle distance associée a la norme || . || lapplication d : E x E — RT définie par

V(z,y) € E®,  d(z,y) = |ly — |

Propriété 6 (Propriétés de la distance)
L’application distance d : E x E — R posséde les propriétés suivantes :

(i) ¥(z,y) € E?, d(z,y) =0 <= z =y (séparation);
(ii) Y(z,y) € E?, d(y,z) = d(x,y) (symétrie);
(iii) V(x,y,z) € B3, d(z,y) < d(z,2) + d(2,y) (inégalité triangulaire).

Définition 7 (Distance d’un point & une partie)
Etant donné un point x € E et une partie non vide A C E, on appelle distance de = a A le réel
positif :

d(z,A) = inf d(z,a) = inf ||lz - a|.
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Définition 8 (Boule fermée, boule ouverte, sphére)
Soit a € E et soit un réel r > 0.
On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r l’ensemble

B(a,r)={z € E, d(a,z) < r}.
On appelle boule fermée de centre a et de rayon r [’ensemble

By(a,r) ={x € E, d(a,z) <r}.
On appelle sphére de centre a et de rayon r [’ensemble

S(a,r) ={x € E, d(a,z) =r}.

Définition 9 (Partie bornée)
Une partie A C E est dite bornée s’il existe a € E et r €]0;400] tel que A C By(a,r).

Lemme 10 (Caractérisation des parties bornées)
Une partie A C E est bornée si et seulement si IM >0, Vo € A, |jz|| < M.

3) Segments et convexité des boules

F désigne ici un R-espace vectoriel normé.

Définition 11 (Segment)
Etant donnés deuz points a et b de E, on appelle segment [a, b] l’ensemble :

[a,b] = {(1 = AN)a+ Ab, 0 < X< 1}

Définition 12 (Partie convexe)
Une partie A C E est dite convexe si pour tout (a,b) € A2, [a,b] C A.

Propriété 13 (Convexité des boules dans un evn)
Soit E un R-espace vectoriel normé. Toute boule (ouverte ou fermée) est convexe.

4) Suites et fonctions bornées

Définition 14 (Suite vectorielle)
Une suite de vecteurs de E est une application u : N — F.

Notation
Une suite de vecteurs de E sera notée en général u ou (uy,)nen-
On notera EN I'ensemble des suites de E indexées par N.

Définition 15 (Suite vectorielle bornée)

Une suite vectorielle u € EN est dite bornée si la partie {un, n € N} est bornée, ce qui équivaut &
M >0, YneN, ||u,| <M.

Définition 16 (Fonction bornée)
Soit X un ensemble. Une fonction f : X — E est dite bornée si son image f(X) est une partie
bornée de E, ce qui équivaut a AM >0, Ve € X, ||f(z)| < M.

Propriété 17 (Structure d’espace vectoriel des fonctions bornées)
Pour tout ensemble X, l’ensemble B(X, E) des fonctions bornées de X dans E est un K-espace
vectoriel.

Corollaire 18 (Structure d’espace vectoriel des suites bornées)
L’ensemble £>°(E) des suites bornées a valeurs dans E est un K-espace vectoriel.
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II Exemples importants de normes

1) Normes issues d’un produit scalaire

Théoréme 19 (Norme associée a un produit scalaire)
Si (E,(.].)) est un espace préhilbertien réel, alors Uapplication N : x — \/(x|z) est une norme sur
E.

2) Normes usuelles sur K"

Propriété 20 (Normes classiques sur K")
Pour tout entier n > 1, les applications suivantes :

n
|| o ||1 : ($1,--- a-rn) = Zlm”a
=l

n

|| o ||2 : (:El?"' 7x7L) = Z|xi|2a
=1

|| o ||OO : (mla" . 7xn) — 11;173‘5(n|$1|

sont des normes sur K™ (| . | désigne la valeur absolue ou le module, selon que K=R ou K =C).

3) Normes sur des espaces de fonctions

Propriété 21 (Norme uniforme sur ’espace des fonctions bornées)
Soit X un ensemble non vide. Pour f : X — E bornée, on pose

[flloe = sup || f ()]
zeX

Llapplication || . |leo : f — || fllco st alors une norme sur l’espace vectoriel B(X, E).

Corollaire 22 (Norme uniforme sur ’espace des suites bornées)
Pour toute suite bornée v € EN, on pose

[ulloc = sup [[un|].
neN

L’application u — ||ul|s est une norme sur l’espace vectoriel {°(E).

Propriété 23 (Normes 1 et 2 sur ’espace des fonctions continues)
Soit [a,b] un segment de R avec a < b. Pour tout f € C°([a,b],K), on pose :

b b
1l = / F@lde,  fll2 = / f (z) 2d.

Alors, les applications || . ||1 et || . ||2 sont des normes sur C°([a, b],K).

4) Structure d’evn produit

Propriété 24 (Produit fini d’espaces vectoriels normés)
Soit (F1,N1), -+ ,(En, Ny,) des espaces vectoriels normés sur K. Alors, l’application

N:E x---x E, = RT, x= (21, - ,x,) = N(z) = max(Ny(x1), -+, Np(2y))

est une norme sur l’espace vectoriel produit Fy X --- X E,.
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IIT Convergence des suites de vecteurs

On fixe un espace vectoriel normé (E, || . ||) sur le corps K =R ou C.
Lorsque F = K, cet espace sera muni de la valeur absolue / du module.
On rappelle que EN désigne I'espace vectoriel des suites (u,)nen & valeurs dans E.

1) Définition et premiéres propriétés

Définition 25 (Suite convergente)
On dit qu’une suite (u,) € EY est convergente (ou converge) s’il eviste un vecteur £ € E tel que

Ve € Ri, dng € N, n>ny = Hun = EH <e.

Dans ce cas, on dit que (u,) converge vers £ (ou tend vers £), et on note u,, — £, ou encore
n—-+o0o

Uy — L.
Dans le cas contraire, on dit que (u,) est divergente (ou diverge).

Propriété 26 (Unicité de la limite)
Stu, — Letu, — U, alorst=1.
n—-+4o0o n—-+o0o

On dit alors que £ est la limite de (uy,), et on note £ = lm  w,,.
n—-+00

Propriété 27 (Majoration par une suite de limite nulle)
Soit (u,) € EN, soit £ € E et soit (a,) une suite réelle positive.

Si |lun, — 2| < oy a partir d’un certain rang ng et st o, —> 0, alors u, —> L.
n—-+4oo n—-+4+oo

Propriété 28 (Toute suite convergente est bornée)
Soit (uy,) € EN. Si (u,) converge, alors (u,) est bornée.

2) Opérations sur les limites

Propriété 29 (Opérations algébriques sur les suites convergentes)
Soit (uy) et (v,) deur suites de EN. On suppose que u,, —+> {eFE etv, — VU ck.
n——+oo

n—-+o0o

(i) On au,+v, — L£+1.
n—-+oo

(i) Pour tout A € K, on a Adu, —> M.

n—-+4oo

Propriété 30 (Compatibilité des limites avec la norme / le produit externe)
Soit (\,) une suite de KN et (uy,) une suite de EN. On suppose que \, — X €K etu, —

n—-+4o0o n—-+4oo
Le E. Alors :
(i) lfunll =€l ;

(ii) Aty —> AL

n—-+oo

Propriété 31 (Limite d’un inverse scalaire)

Soit (u,) € K.

Si U, = ¢ € K\ {0}, alors u,, est non nul a partir d’un certain rang et ——
n——+0o0o

1
Un pytoo £
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3) Convergence dans un espace produit

Propriété 32 (Convergence d’une suite a valeurs dans un espace produit)
Soit (F1,N1), -+, (E,, Ny,) des espaces vectoriels normés sur K.
On munit l’espace produit E = Fy X --- x E,, de la norme N : E — RT définie par :

N(z1, -, &n) = max(Ni(z1), -, No(zn))-

Alors, pour toute suite (u)gen = (u,(:), e 7u,i’”)keN € EN et tout vecteur £ = ({1,--+ ,£,) € E, on
a:
— 0 <= Vie{l,--- n}, © ., g
B8 k—4o00 ! { n} Uk k—+4oc0 ‘

4) Algébres normeées

Les K-algebres sont des cas particuliers de K-espaces vectoriels (en plus de la somme et du produit
externe, elles disposent d’un produit "interne"), sur lesquels on s’intéresse a un certain type de normes.

Définition 33 (Norme sous-multiplicative)
Soit A une K-algébre. Une norme sur A est dite sous-multiplicative lorsque

V(@,y) € A% lzyll <l llyll-

Propriété 34 (Convergence d’un produit dans une algébre normeée)
Soit A une K-algebre munie d’une norme sous-multiplicative, soit (uy) et (v,) deux suites de AYN.

On suppose que w,, — L€ A etv, — (' € A. Alors u,v, — 0.
n—r+4-00 n—+00 n——+o0o

5) Suites extraites, valeurs d’adhérence

Définition 35 (Suite extraite)
Si (uy,) € EN, on appelle suite extraite de (u,,) (ou sous-suite de (u,,)) toute suite de la forme
(uw(n)), ot ¢ : N — N est une application strictement croissante.

Lemme 36 (Minoration d’une extractrice)
Si ¢ : N — N est strictement croissante, alors ¢(n) > n pour tout n € N.

Propriété 37 (Suites extraites d’une suite convergente)
Si (uy,) converge vers £ € E, alors toute suite extraite de (uy,) converge vers £.

Définition 38 (Valeur d’adhérence d’une suite)
FEtant donné une suite (u,) € EN, on appelle valeur d’adhérence de (wn) tout vecteur £ € E qui
est la limite d’une suite extraite de (uy,).

Propriété 39 (Valeurs d’adhérence et convergence)
(i) Une suite convergente posséde une seule valeur d’adhérence : sa limite.
(i1) Une suite qui posséde au moins deux valeurs d’adhérence diverge.

(#ii) Une suite qui ne posséde pas de valeurs d’adhérence diverge.
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IV  Comparaison des normes

E désigne toujours un K-espace vectoriel, avec K = R ou C.

Définition 40 (Domination d’une norme par une autre)
Soient Ny et No deux normes sur E. On dit que Ny domine Ny s’il existe une constante C > 0
telle que

Va € E, Nl(I) S CNQ(I)

Définition 41 (Normes équivalentes)
Soient N1 et Ny deux normes sur E. On dit que N1 et No sont équivalentes lorsqu’elles se
dominent mutuellement, c’est-a-dire lorsqu’il existe deux constantes C1,Co > 0 telles que

Va € E, Nl(l‘) < C’lNQ(I) et NQ(I) < C2N1(I)

Propriété 42 (Relation d’équivalence de normes)
La relation "étre équivalente a" est une relation d’équivalence sur l’ensemble des normes sur E.

Propriété 43 (Invariance du caractére borné par des normes équivalentes)
Soit N1 et Ny deux normes équivalentes sur E. Alors :

(i) Une partie A C E est bornée pour Ny si et seulement si elle est bornée pour N.
(i) Une suite (u,) € EN est bornée pour Ny si et seulement si elle est bornée pour Na.

(iti) Si X est un ensemble, alors une fonction f: X — E est bornée pour Ny si et seulement si
elle est bornée pour Ns.

Propriété 44 (Invariance du caractére convergent par des normes équivalentes)
Soit Ny et Ny deux normes équivalentes sur E et soit (u,) € EN. Alors :

(un) converge dans (E, Ny) si et seulement si (uy) converge dans (E, Na).

Dans ce cas, les limites sont les mémes.

Méthode (Pour montrer que deux normes ne sont pas équivalentes)
Pour montrer que deur normes N1 et Ny sur E ne sont pas équivalentes, il suffit de trouver une
suite (up,) € EN qui soit bornée (ou convergente) pour une norme et pas pour l’autre.
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CHO6 : Espaces préhilbertiens et groupe orthogonal

I Projections orthogonales

E désigne un espace préhilbertien réel (pas nécessairement de dimension finie). On note (-|-) son
produit scalaire, et ||.|| la norme associée.

1) Supplémentaire orthogonal d’un sev de dimension finie

Théoréme 1 (L’orthogonal d’un sev de dim finie est un supplémentaire)
Soit E un espace préhilbertien réel, et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie.
Alors le sev F- est un supplémentaire de F dans E (i.e. E=F @ F*).

Vocabulaire
On parle alors de supplémentaire orthogonal.

Corollaire 2 (Dimension de ’orthogonal en dimension finie)
Soit E un espace euclidien. Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on a

dim(F+) = dim(E) — dim(F).

Corollaire 3 (Double orthogonal d’un sev de dim finie)
Soit E un espace préhilbertien réel, et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie. Alors

(FH)t =F.

2) Projection orthogonale sur un sev de dimension finie

Dans la suite, on fixe un espace préhilbertien réel E.

Définition 4 (Projection orthogonale)
Soit F un sev de dimension finie de E. On appelle projection orthogonale sur F' le projecteur
sur F' parallélement o F. On notera pr : E — E cette application.

Propriété 5 (Propriétés d’une projection orthogonale)
Soit F' un sev de dimension finie de E | et pp la projection orthogonale sur F'.

(i) On apr € L(E,E) et propr = pr.
(#3) On a la décomposition E = Im(pr) ® Ker(pr), avec

Im(prp) = Ker(pp — Idg) = F et  Ker(pp) = F+ = Im(pr)™*.

pr(x) € F

(iii) Vo € E, pp(x) est lunique vecteur de E tel que { z—pp(z) € FL

Propriété 6 (Expression d’une projection orthogonale en base orthonormée)
Soit F un sev de dimension finie de E, et (e1, - ,e,) une base orthonormée de F. Alors on a

l’expression :
-

Vee B,  pr(z) =) (alees.

=il
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3) Symétrie orthogonale, réflexion

Définition 7 (Symétrie orthogonale)
Soit F' un sev de dimension finie de E. On appelle symétrie orthogonale par rapport a F la
symétrie par rapport a F et parallelement a F+. On notera op : E — E cette application.

Vocabulaire
Dans le cas particulier on E est de dimension finie et F' est un hyperplan de E (i.e. dim(F) =
dim(E) — 1), on parle de réflexion par rapport a F'.

Propriété 8 (Propriétés d’une symétrie orthogonale)
Soit F' un sev de dimension finie de E, et op la symétrie orthogonale par rapport a F.

(’L) Onaop 6£(E7E) etopoop =1dg.
(#3) On a la décomposition Ker(op — Idg) ® Ker(op + Idg) = E, avec

F=Ker(op —Idg) et F'=Ker(op+Idg).

(tii) Pour tout x € E, on a op(z) = 2pp(z) —z. D’ot op = 2pp — Idg.

4) Distance d’un point 4 un sev de dimension finie

On rappelle que si (E, ||.||) est un espace vectoriel normé, la distance d’un point z € E a une partie
non vide A C F est le réel positif :
d(z,A) = inf ||z — qa]|.
acA

On étudie ici le probléme de calcul de distance dans notre cadre préhilbertien.

Théoréme 9 (Distance atteinte par la projection orthogonale)
Soit E un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie.
Alors, pour tout x € E, la distance d(x, F') est atteinte en un seul point : le projeté orthogonal
pr(x).
En d’autres termes :
Ve € E, VyeF, |z—pr@)l<lz—yl

avec €égalité si et seulement siy = pp(x).

Corollaire 10 (Autre formule de la distance)
Awvec les notations précédentes, on a aussi

d(z, F)* = ||=])* — |lpr(2)]*.

5) Inégalité de Bessel

Propriété 11 (Inégalité de Bessel)
Soit (e1,- -+ ,en) une famille orthonormée de E. Alors

n

Vo € E, Z(w|ek)2 < |lz||?.

k=1

Corollaire 12 (Inégalité de Bessel pour une suite orthonormeée)
Si (eg)ren est une suite orthonormée de E, alors pour tout x € E, la série Z(w\ek)Q converge et
k>0

“+ o0

> (zle)? < flell®.

k=0
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Dans la suite du chapitre, E' désigne un espace euclidien (c’est-a-dire un espace préhilbertien réel de
dimension finie), non réduit a {0g}.

II Isométries vectorielles d’un espace euclidien

1) Définition et premiéres propriétés

Définition 13 (Isométrie vectorielle)
Une isométrie vectorielle de E est un endomorphisme u € L(E) qui conserve la norme, c’est-a-
direVz € E, |u(x)| = ||z

Propriété 14 (Equivalence avec la conservation du produit scalaire)
Soit uw € L(E). On a léquivalence :

u est une isométrie vectorielle <= Y(z;y) € E?,  (u(z)|u(y)) = (z|y).

Vocabulaire
Les isométries vectorielles sont parfois appelées endomorphismes orthogonaux, car elles conservent
Porthogonalité :

ely < (2ly) =0 <= (u(@)u(y)) =0 < u(z)Llu(y).

On parle méme d’automorphismes orthogonaux, puisque les isométries sont bijectives (voir prop.
suivante).

Notation
On notera O(FE) lensemble des isométries vectorielles de E.

Propriété 15 (Structure de groupe de O(E))
L’ensemble O(E) est un sous-groupe de (GL(E), o), donc un groupe.
On appelle O(E) le groupe orthogonal de E.

2) Conservation des bases orthonormées

Propriété 16 (Conservation des bases orthonormées)
Soit u € L(E). Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ue O(E);

(11) Pour toute base orthonormeée (e;)1<i<n de E, la famille image (u(e;))1<i<n est une base
orthonormée de E ;

(111) Il existe une base orthonormeée (e;)1<;<n de E telle que la famille image (u(e;))1<i<n est
une base orthonormée de E.
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III Matrices orthogonales

Dans la suite, n désigne un entier naturel non nul.

1) Définition et propriétés

Propriété 17 (Représentation d’une isométrie vectorielle dans une b.o.n)
Soit u € O(E) et B = (€;)1<i<n une base orthonormée de E.
On note A = Matp(u). Alors A € GL,(R) et A=t = AT,

Ceci améne la définition suivante :

Définition 18 (Matrice orthogonale)
Une matrice A € M,,(R) est dite orthogonale lorsque AT x A= 1I,,.

Notation
Pour n € N* fixé, on notera O, (R) (ou encore O(n)) I'ensemble des matrices orthogonales de M,, (R).

Propriété 19 (Structure de groupe de O,(R))
L’ensemble O, (R) est un sous-groupe de (GL,(R), x), donc un groupe.
On appelle O,,(R) le groupe orthogonal matriciel d’ordre n.

Propriété 20 (Correspondance O(F)/O,,(R))
Soit u € L(E) et soit B une base orthonormée de E. Alors on a

u€ O(FE) < Matg(u) € O,(R).

On donne ici une caractérisation des matrices orthogonales & partir d’une propriété géométrique sur
les colonnes.

Propriété 21 (Diverses caractérisations des matrices orthogonales)
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Ae O,(R);
(i1) les colonnes de A forment une base orthonormée de R™ (pour le produit scalaire canonique) ;
(iii)) AT € 0,(R) ;

(iv) les lignes de A forment une base orthonormée de R™.

Propriété 22 (Changement de bases orthonormées)
Soit B = (e1,--+ ,en) une base orthonormée de E et soit B' = (€}, ,el) une famille de vecteurs
de E. Alors :

B’ est une base orthonormée de E < P = Matg(B') € O,(R).

Dans ce cas, on a de plus Matg (B) = PT.

Corollaire 23 (Changement de bases orthonormeées pour les endomorphismes)
Soit u € L(E) et B et B deux bases orthonormées de E.
Alors, en notant A = Matg(u), A’ = Matg (u) et P = Matg(B'), on a A’ = PTAP.

Vocabulaire
On dira que deux matrices A, A’ € M, (R) sont orthogonalement semblables lorsqu’il existe
P < O,(R) tel que A’ = P71AP = PT AP, ce qui implique évidemment qu’elles sont semblables.
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2) Caractérisation des symétries orthogonales

Propriété 24 (Les symétries orthogonales sont des isométries)
Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors, la symétrie orthogonale par rapport a F, notée op,
appartient o O(E).

Propriété 25 (Caractérisation des symétries orthogonales)
Soit E un espace euclidien, soit u € L(E), et soit B une base orthonormeée de E.
On note A = Matg(u). Alors :

u est une symétrie orthogonale <= A est orthogonale et symétrique.
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IV  Signe d’une isométrie vectorielle

FE désigne toujours un espace euclidien non nul et n un entier naturel non nul.

1) Isométries positives / négatives

Propriété 26 (Déterminant d’une isométrie vectorielle / d’une matrice orthogonale)
(i) Si Ae O,(R), alors det(A) = £1.
(75) Siu e O(E), alors det(u) = £1.

Définition 27 (Isométries vectorielles positives/négatives)
Soit u € O(E). On dit que

(i) u est une isométrie positive (ou "directe") si det(u) =1,

(ii) u est une isométrie négative (ou "indirecte") si det(u) = —1.

Notation

On notera SO(F) (ou O (E)) 'ensemble des isométries vectorielles positives de E, et O~ (E) 'en-

semble des isométries vectorielles négatives de E.
Formellement :
SO(E) = {u € O(E), det(u) = 1}.

Propriété 28 (Structure de groupe de SO(E))
L’ensemble SO(E) est un sous-groupe de (O(E), o), donc un groupe.
On l'appelle groupe spécial orthogonal de E.

Définition 29 (Groupe spécial orthogonal matriciel)
On définit

SOn(R) = {A € On(R), det(A) =1} = {A € Mp(R), AT x A=1I,, det(A) = 1}.
(on le note aussi O;F (R) ou SO(n)). On définit également

O, (R) = {A € O,(R), det(A) = -1} = {A € M, (R), AT x A=1I,, det(A) = —1}.

Propriété 30 (Structure de groupe de SO, (R))
L’ensemble SO, (R) est un sous-groupe de (O, (R), x), donc un groupe.

Propriété 31 (Correspondance SO(E) / SO, (R))
Soit B une base orthonormée de FE et uw € L(FE). Alors :

u € SO(E) < Matp(u) € SO,(R).

2) Action sur l'orientation des bases

On rappelle que dans un R-espace vectoriel £ de dimension n € N*, on a, pour toute base B =

(e1,--- ,en) et toute famille de vecteurs F = (z1,- - ,@p) :

F est une base de F <— dgt(]:) # 0.

Définition 32 (Orientation d’un espace vectoriel réel)
Un R-espace vectoriel E est dit orienté lorsqu’on choisit une base By de référence.
Dans ce cas, on appelle :

e bases directes les bases B telles que detg,(B) > 0
e bases indirectes les bases B telles que detp,(B) < 0.

On dit que deux bases B et B’ ont méme orientation lorsque detg(B’') > 0.
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Propriété 33 (Isométries positives et orientation)
Soit E un espace euclidien orienté et soit uw € L(E).

(1) Siue SO(E), alors u préserve les bases orthonormées directes et indirectes de E
(c’est-a-dire que pour toute base orthonormée B de E, u(B) est une base orthonormée de
E de méme orientation que B)

(i) Réciproquement, s’il existe une base orthonormée B de E telle que u(B) soit une base or-
thonormée de E de méme orientation que B, alors uw € SO(E).

Corollaire 34 (Indépendance du déterminant vis-a-vis des b.o.n.d)

Soit E un espace euclidien orienté de dimension n.

Soit (x1,--+ ,xpn) une famille de vecteurs de E. Alors, le nombre detp(zy,--- ,2,) ne dépend pas
de la base orthonormée directe de E choisie.
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V  Groupe orthogonal en dimension 2

Etudions maintenant ce qui se passe en dimension 2, dans un plan euclidien FE.

1) Description de Oy(R)

La connaissance du groupe orthogonal matriciel Oz(R) suffit & connaitre O(F).

Propriété 35 (Description de O3(R))
cosf —sinf )

(i) Les matrices de SO3(R) sont exactement les matrices ( sind  cosf

avec 6 € R.

cosy  sing )

(ii) Les matrices de Oy (R) sont exactement les matrices ( .
sing —cosgp

avec ¢ € R.

Définition 36 (Matrices de rotation)
cosf —sind
Pour 8 € R, on notera Ry = ( sinf  cosf ) € SO2(R).

On Uappelle matrice de rotation d’angle 0 (le réel 6 est unique a 27 pres).

Propriété 37 (Le groupe SO3(R) est commutatif)
Pour tous (0,0") € R, on a Ry x Rgr = Ry 9 = Ryr X Ry.
En particulier, le groupe (SO2(R), X) est commutatif, et Uapplication

R4 — (SO2(R), %)
‘P'{ 0 — Ry

est un morphisme de groupes surjectif, de noyau 2wZ.

2) Description de SO(F)

Propriété 38 (Invariance de la matrice de u € SO(E) dans une b.o.n.d)

Soit E un espace euclidien de dimension 2 orienté, et soit u € SO(E).

Alors, il existe un unique réel 0 €] — m, ] tel que pour toute base orthonormeée directe 5 de
E, Matg(u) = Ry.

La proposition précédente donne un sens & la définition suivante :

Définition 39 (Rotation plane d’angle 6)

Soit E un espace euclidien de dimension 2 orienté. Pour § € R, la rotation vectorielle d’angle
0, notée ry, est l'unique endomorphisme de EE dont la matrice dans toute base orthonormée directe
est Ry.

Corollaire 40 (Nature des isométries positives en dimension 2)
Si E est un espace euclidien de dimension 2, alors les éléments de SO(E) sont exactement les
rotations vectorielles.

3) Description de O~ (F)

On va maintenant étudier les u € O(FE) tels que det(u) = —1.

Propriété 41 (Nature des isométries négatives en dimension 2)
Si E est un espace euclidien de dimension 2, alors les éléments de O~ (E) sont exactement les
symétries orthogonales par rapport a une droite. Ce sont donc les réflexions du plan E.
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4) Classification des isométries en dimension 2

Théoréme 42 (Classification des isométries en dimension 2)
Soit E un espace euclidien de dimension 2 et soit u € O(E).
On dispose de la classification suivante :

Forme réduite dans L
det(u) une b.o.n.d adaptée Nature géométrigue de u
1 ( Z?ﬁg —C(s)lsn69 ) Rotation vectorielle
avee 0 4 0 [r] d’angle 0 # 0 [r]
1 0
(5 Y) Idy
-1 0
! ( 0 -1 ) e
1 ( 1 0 ) Réflexion par rapport
) 0 -1 a la droite Ker(u — Idg)

On dispose aussi de la classification suivante, suivant la dimension des invariants :

| dim(Ker(u —Idg)) | Nature géométrique de u | det(u) |
0 Rotation vectorielle différente de Idg 1
1 Réflexion par rapport a la droite Ker(u — Idg) -1
2 ldg 1
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