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CH17 : Espaces probabilisés

En MP2I, nous avions étudié les probabilités sur un univers fini. Nous allons ici généraliser ces notions
aux univers quelconques.

I Espace probabilisable

1) Univers

Définition 1 (Univers, éventualités)

L’ensemble des résultats possibles décrivant une expérience aléatoire est appelé univers. On le note
généralement 2.

Les éléments w € Q sont les issues observées de ’expérience aléatoire, on les appelle éventualités.

2) Tribu

En MP2I, nous avons vu que dans le cas d’un univers fini, les événements se représentent par des
parties de Q. L’ensemble des événements peut donc étre assimilé a P(2).

Dans le cas général, il n’en est pas ainsi : toute partie de ) ne représentera pas nécessairement un
événement : on se limitera & certaines parties de €, donc & un sous-ensemble de P(€2).

Notation
Etant donné un ensemble €2, le complémentaire d’une partie A C € sera noté :

A={weQ, w¢ A}

(on trouve aussi la notation A°).
De méme, étant données deux parties A, B C 2, on notera

A\B={weQ, weAdetw¢ B} =ANDB.

Attention, cela ne suppose pas nécessairement que B C A

Définition 2 (Tribu)
On appelle tribu sur un ensemble Q0 toute partie A C P() telle que :
(i) Qe A;
(ii) VA € A, A € A (stabilité par passage au complémentaire).
(iii) ¥(An) € AN, UP> A, € A (stabilité par réunion dénombrable).

Propriété 3 (Propriétés d’une tribu)
Si A est une tribu sur un ensemble 2, alors

(1) De A;
(i1) V(A,B) € A2, AUB€ A, ANBeAet A\Be€ A.
(iii) V(An) € AN, NI A, € A.

Définition 4 (Espace probabilisable)
On appelle espace probabilisable tout couple (Q2, A) constitué d’un ensemble Q et d’une tribu A
sur €).

3) Evénements

Définition 5 (Evénements)
Si (2, A) est un espace probabilisable, les parties A € A sont appelées les événements de ['univers

Q.
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Vocabulaire
Rappelons le vocabulaire classique des événéments en probabilités. Etant donné un espace probabili-
sable (92, 4) :

e () est appelé événement impossible;

Q est appelé événement certain;

e Les événements singletons {w} sont appelés événements élémentaires ;
e Le complémentaire A est appelé événement contraire de A;

e [’événement A N B est appelé intersection des événements A et B ;

e [’événément A U B est appelé réunion des événements A et B ;

e On dit que ’événement A implique 1’événement B lorsque A C B}

e On dit que deux événements A et B sont incompatibles (ou disjoints) lorsque AN B = {, ce
qui signifie que A et B ne peuvent pas se réaliser en méme temps.
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IT Probabilités

(Q,.A) désigne un espace probabilisable.

1) Deéfinition

Définition 6 (Probabilité sur un espace probabilisable)
On appelle probabilité sur (2, .A) toute application P : A — RT vérifiant :

(@) P(Q) =1;

(ii) pour toute suite (A,) € AN d’événements deur a deux incompatibles (c’est-a-dire tels que
n#m = A,NA,=0):

+oo 400
P (U An> = Z]P’(An).
n=0 n=0

(propriété de o-additivité)

Vocabulaire
On dit aussi mesure de probabilité.

Définition 7 (Espace probabilisé)
On appelle espace probabilisé tout triplet (2, A, P), ot Q est un ensemble, A est une tribu sur
QetP: A— RT une probabilité.

2) Propriétés élémentaires

Propriété 8 (Premiéres propriétés)
Soit (2, A,P) un espace probabilisé. Alors :

(i) P(@) =0;
(i3) Si Ag,---, Ay sont des événements deuz ¢ deux incompatibles, alors
P (U Ak> = P(4);
k=0 k=0
(iii) pour tout A€ A, P(A)=1—-P(4);

(w) pour tout A € A, P(A) € [0,1].

Propriété 9 (Croissance et probabilité d’une réunion)
Soit (2, A,P) un espace probabilisé et A, B deuzx événements. Alors :

(i) AC B = P(A) < P(B).
(i5) P(A\ B) = P(A) — P(AN B).
(i4) P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Corollaire 10 (Sous-additivité finie)
Soit (2, A,P) un espace probabilisé. Si Ag,--- , A, sont des événements, alors

() <Soron
k=0 k=0

3) Continuité monotone

On fixe (2, A,P) un espace probabilisé.
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Théoréme 11 (Continuité croissante)
Si (By) € AN est une suite croissante d’événements (i.e. B,, C By,11 pour tout n € N), alors

P(B,) —» P (DO Bk> :

k=0

Corollaire 12 (Limite d’une réunion)
Si (A,) € AN est une suite quelconque d’événements, alors

p@Ak) njwp@Ak).

k=0

Corollaire 13 (Sous o-additivité)
Si (A,) € AN est une suite quelconque d’événements, alors dans RT U {+o0}, on a :

+oo +oo
P (U An> <> P(4y).
n=0 n=0

Théoréme 14 (Continuité décroissante)
Si (B,) € AY est une suite décroissante d’événements (i.e. B, 1 C B, pour tout n € N), alors

P(B,) —o P (ﬁo Bk> :

k=0

Corollaire 15 (Limite d’une intersection)
Si (A,) € AN est une suite quelconque d’événements, alors

(1) oo ([

k=0

4) Evénements négligeables, presque sirs

(Q, A, P) désigne toujours un espace probabilisé.

Définition 16 (Evénement négligeable, presque sir)
Un événement A € A est dit négligeable lorsque P(A) = 0, presque sir lorsque P(A) = 1.

Propriété 17 (Propriétés des événements négligeables et presque siirs)

A et B désignent deux événements de la tribu A.
(i) Si A C B et si B est négligeable, alors A est négligeable.
(i) Une réunion finie ou dénombrable d’événements négligeables est un événement négligeable.
(191) Si A C B et si A est presque str, alors B est presque sir.
)

Une intersection finie ou dénombrable d’événements presque sirs est un événement presque
Sar.

(iv

5) Probabilités sur un univers au plus dénombrable

Dans cette section, € est un univers fini ou dénombrable. On le munit de la tribu A = P(€2).

Définition 18 (Probabilités élémentaires)
Soit P une probabilité sur (2, A). On appelle probabilités élémentaires la famille de réels

(pw)wEQ = (P({w}))weﬂ-
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Propriété 19 (Propriétés des probabilités élémentaires)
La famille (p,)weq est une famille de réels positifs, sommable et de somme égale a 1.

Vocabulaire
On dit alors que (py,)weq est une distribution de probabilités discrétes sur .

Théoréme 20 (Détermination d’une probabilité sur un univers au plus dénombrable)
Soit (pw)wea une famille de réels positifs, sommable et de somme égale a 1. Alors, il existe une
unique probabilité P sur (2, A) telle que

Yw € Q, P({w}) = po-

De plus, celle-ci est donnée par :

VA € A, P(A) =) po.

w€eA

Vocabulaire
On parle alors d’espace probabilisé discret (2, P(2),P).
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IIT Probabilités conditionnelles

On fixe un espace probabilisé (€2, .4, P), ot  est un univers quelconque, non nécessairement dénom-
brable.

1) Définition

Définition 21 (Probabilité conditionnelle de A sachant B)
Soient A et B deux événements.

Si P(B) # 0, on définit la probabilité de A sachant B par Pp(A) =
On la note aussi P(A|B).

P(AN B)
P(B)

Propriété 22 (Toute probabilité conditionnelle est une probabilité)
Si on a P(B) # 0, alors Uapplication
A — R+

A —s IP’B(A)P(I?(;)B)

PB:

est une probabilité sur (2, A).

2) Formule des probabilités composées

Théoréme 23 (Formule des probabilités composées)
Soient Ay,..., A, € A (avecn >2) t.q. P(A1N---NA,_1) #0. Alors :

P(Al n---N An) = P(Al) X ]PAl (AQ) X ]P)AlﬂAz(AS) X X Pn:1:—11 Al(A")

3) Formule des probabilités totales

Définition 24 (Systéme complet d’événements, systéme quasi-complet d’événements)
Soit (E;)icr une famille d’événements (avec I fini ou dénombrable). On dit que :

(1) (E;)icr est un systéme complet d’événements (en abrégé SCE) lorsque les F; sont deux
a deux incompatibles et | J;.; E; = Q.

(i1) (E;)ier est un systéme quasi-complet d’événements (en abrégé SQCE) lorsque les E;
sont deux a deux incompatibles et P (Uiel EZ-) =1.

Théoréme 25 (Formule des probabilités totales)
Soit (E;)ier un systéme complet (ou quasi-complet) d’événements (I fini ou dénombrable).
(i) Pour tout A € A :
P(A) =) P(ANE;).
iel

(i1) Si de plus P(E;) # 0 pour tout i € I, alors pour tout A € A :

P(A) =) Pg,(A) x P(E)).

iel

4) Formules de Bayes

Propriété 26 (Premiére formule de Bayes)

Soit A,B € A avec P(A) #0 et P(B) # 0. Alors Pg(A) = W.

P(B)
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Corollaire 27 (Seconde formule de Bayes)
Si (A;)ier est un systéme quasi-complet d’événements tel que Vi € I, P(A;) # 0, alors :

VBE A, Vjel, PB(Aj)m_
ier ‘
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IV Indépendance d’événements

On fixe un espace probabilisé (2, .4, P).

1) Couples d’événements indépendants

Définition 28 (Indépendance de deux événements)
On dit que deux événements A et B sont indépendants lorsque P(AN B) = P(A4) x P(B).

Propriété 29 (Indépendance et complémentaire)
Soient A et B deux événements. Alors on a équivalence entre :

(i) A et B sont indépendants.
(ii

) A et B sont indépendants.
(iii) A et B sont indépendants.
)

(iv) A et B sont indépendants.

2) Familles d’événements indépendants

Définition 30 (Indépendance d’une famille d’événements)
On dit que les événements d’une famille (A;);c; sont indépendants lorsque pour toute partie finie

J del :
Pl ()4 :HIP’(Aj).

Jje€J JjE€J

Vocabulaire
On dit aussi que les événements (A;);c; sont mutuellement indépendants.

Propriété 31 (Sous-famille d’une famille d’événements indépendants)
Toute sous-famille d’une famille d’événements indépendants est elle-méme constituée d’événements
indépendants.

Propriété 32 (Indépendance et complémentaires) o
Soit (A;)icr une famille d’événements. Pour chaque i € I, on pose B; = A; ou A;.
Si la famille (A;)icr est constituée d’événements indépendants, alors la famille (B;)ier aussi.
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CH18 : Variables aléatoires discrétes

Dans tout ce chapitre (2, .4, P) désigne un espace probabilisé (pas nécessairement fini ou dénombrable).

I Généralités

1) Deéfinition

Définition 1 (Variable aléatoire discréte)
On appelle variable aléatoire discréte (en abrégé VAD) définie sur (Q, A, P) et a valeurs dans

Q — E

un ensemble E toute application X : { 6 —s (w) vérifiant :

(i) Uimage X(Q) est finie ou dénombrable ;
(i) pour tout x € E, Uensemble X 1({z}) = {w € Q, X (w) = x} est élément de la tribu A.

Vocabulaire

Lorsque F = R, on parle de VAD réelle.

Lorsque FE = C, on parle de VAD complexe.

Lorsque £ = K" avec K = R ou C et n > 2, on parle de VAD vectorielle, ou encore de vecteur
aléatoire.

2) Evénements valeurs

Notation (Evénement valeur)
Soit X : Q — E une variable aléatoire discréte. Pour tout € E, on note (X = z) (ou {X = z}, ou
encore [X = z]) I'événement :

(X =2)= X '(f}) = {w e 2, X(w) =a}.

Par définition d’'une VAD, on a bien (X = x) € A, donc on pourra calculer la probabilité de cet
événement, notée P(X = z) (ou P({X = z}), ou encore P([X = z])).

Notation (Image réciproque d’une partie)
Soit X : Q — E une variable aléatoire discréte. Pour toute partie A C E, on note (X € A) (ou
{X € A}, ou encore [X € A]) I'image réciproque de A :

(XeAd)=X1A)={weQ, X(w)e A}

Propriété 2 (L’image réciproque d’une partie est un événement)
Soit X : Q — E une variable aléatoire discréte. Pour toute partie A C E, (X € A) € A.

Notation (Evénément défini par une inégalité)
Si X : Q2 — R est une variable aléatoire réelle discréte et si a € R, alors on note

(X <a)=(X€]—00,a]) = X (] —00,a]) = {we N, X(w)<al.

On notera de méme :

(X <a)={we, X(w)<al,
(X >a)={we, X(w)>a},
(a< X <b)=X"Ya,b)) = (X <b)N(X > a),

et toutes ces parties sont bien des événements de la tribu A.
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3) Loi d’une variable aléatoire discréte

Idée : Etant donné une variable aléatoire discréte X : Q — E, on va munir 'ensemble image X (Q2)
(qui est fini ou dénombrable) de la tribu A = P(X(2)) et on va définir une probabilité sur cet espace
probabilisable "a ’arrivée".

Définition 3 (Loi d’une variable aléatoire discréte)
FEtant donnés un espace probabilisé (2, A,P) et une variable aléatoire discréte X : Q — E, on
appelle loi de X la fonction

= ,{P(X(Q)) — R+
X A — Px(4) =P(X € A)

Propriété 4 (La loi est une probabilité sur I’image)
Soit X une VAD définie sur (Q, A,P) et ¢ valeurs dans E.
Alors, la loi Px est une probabilité sur lespace probabilisable (X (2), P(X(Q))).

Vocabulaire
Ainsi, on dit également que Py est la loi de probabilité de X.

Corollaire 5 (Détermination de la loi d’une variable aléatoire discréte)
Soit X : Q — E une variable aléatoire discréte. La loi de probabilité Px est uniquement déterminée
par la distribution de probabilités discrétes (pe)zex (o) = (P(X = 2))zex()-

Méthode
Pour déterminer la loi d’une variable aléatoire discréte X : Q — E

e on commence par déterminer X (Q) (I’ensemble des valeurs prises par X ).

e on calcule ensuite P(X = x) pour toute valeur x € X (Q).

Théoréme 6 (Existence d’'une VAD de distribution de probabilités donnée)

Soit E un ensemble au plus dénombrable et soit (p;)zcr une distribution de probabilités sur E
(famille sommable de réels positifs, de somme 1). Alors il existe un espace probabilisé (2, A,P) et
une VAD X : Q — E de loi donnée par (pz)zcE-

Définition 7 (Suivre la méme loi)

Soit X une VAD définie sur (Q, A,P) et Y une VAD définie sur (', A, '), avec X et Y a valeurs
dans un méme ensemble E.

On dit que X etY suivent la méme loi si X(Q) =Y (Q) et si Px = Py.

Cela revient & dire que X(Q) =Y (Q) et Vo € X(Q), P(X =z) =P'(Y = z).

Notation

On notera X ~ Y pour dire que deux variables aléatoires discrétes X et Y suivent la méme loi.

De méme, si une variable X suit une loi usuellement notée £ (par exemple U({1,--- ,n}) pour la loi
uniforme sur 'ensemble fini {1,--- ,n}), alors on écrira directement X ~ L.
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4) Lois usuelles a image finie (révisions MP2I)

Définition 8 (Loi uniforme)
Etant donné un ensemble fini non vide E, on dit qu’une variable aléatoire discréte X définie sur
(Q, A,P) suit la loi uniforme sur E lorsque

1

On note alors X ~U(E).

Définition 9 (Loi de Bernoulli)
Soit un réel p € [0;1]. On dit qu’une variable aléatoire discréte X définie sur (2, A,P) suit la loi
de Bernoulli de paramétre p lorsque

X)) ={0;1}, PX=1)=p PX=0)=1-p.

On note alors X ~ B(p).

Définition 10 (Loi binomiale)
Soient un entier n € N et un réel p € [0,1]. On dit qu’une variable aléatoire discrete X définie sur
(Q, A,P) suit la loi binomiale de paramétres (n,p) lorsque

X(Q) ={0,---,n}, Vke{0,...,n}, (X =k)= <Z>pk(lp)”k.

On note alors X ~ B(n,p).

Théoréme 11 (Réalisation concréte de la loi binomiale)

Soit X la variable aléatoire comptant le nombre de succés dans la répétition de n expériences
aléatoires identiques a deux issues, supposées indépendantes, et de méme probabilité de succés p €
[0;1]. Alors X suit la loi binomiale B(n,p).

5) Loi géométrique, absence de mémoire

Définition 12 (Loi géométrique)
Soit un réel p €]0;1[. On dit qu’une variable aléatoire discréte X définie sur (Q, A,P) suit la loi
géométrique de paramétre p lorsque

X(Q) =N, VkeN' P(X=k)=(1-p*p

On note alors X ~ G(p).

Théoréme 13 (Réalisation concréte de la loi géométrique)

Soit X la variable aléatoire donnant le rang du premier succés dans la répétition d’expériences
aléatoires identiques a deux issues, supposées indépendantes, et de méme probabilité de succés p €
10; 1[. Alors X suit la loi géométrique G(p).

Théoréme 14 (Caractérisation des lois sans mémoire)

(1) Soit p €]0,1[. Si X ~ G(p), alors X est "sans mémoire", c’est-a-dire
Y(n,k) € N?, Pixsn)(X >n+k)=P(X > k).

(i) Réciproquement, si une variable aléatoire X : Q — N* wérifie la condition d’absence de
mémoire, c¢’est-a-dire

Y(n, k) € N?, Pixsn)(X >n+k)=P(X > k),

alors X suit une loi géométrique de parameétre p =P(X =1).
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6) Loi de Poisson, approximation de la loi binomiale

Définition 15 (Loi de Poisson)
Soit un réel A > 0. On dit qu’une variable aléatoire discréte X définie sur (Q, A, P) suit la loi de
Poisson de paramétre \ lorsque

)\k

X(Q):Na VkEN, P(X:k):ei)‘xﬁ

On note alors X ~ P()).

Le résultat suivant est essentiel pour comprendre l'intérét de la loi de Poisson :

Théoréme 16 (Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson)
Soient un réel X > 0, une suite (pn)nen & valeurs dans [0,1] et (X, )nen une suite de VAD définies
sur (2, A, P) avec X, ~ B(n,p,).

Sinxp, — M aorsVkeN, P(X,=k) — e *x—.
n——+00 n—-+oo k!

7) Variables aléatoires composées

Propriété 17 (Composition d’une variable aléatoire discréte par une fonction)
Soit X : Q — E une variable aléatoire discrete, et soit f : X(Q0) — E' une application quelconque.
Alors la fonction composée

Q — =
Y:foX:{w — Y(w) = f(X(w))

est également une variable aléatoire discréte.

Notation
Traditionnellement, cette variable aléatoire composée sera notée f(X) plutot que f o X.
C’est ainsi que 'on pourra écrire X2, VX, | X|, aX + b (si E = K), | X|| (si E est un evn), ...

Propriété 18 (Détermination de la loi de f(X) par la loi de X)
SiY = f(X), alors la loi de Y est entierement déterminée par celle de X, via la relation :

VB e P(Y(Q), Py(B)=Px(f'(B)).
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II Couples de variables aléatoires discrétes

(Q, A, P) désigne toujours un espace probabilisé et F et F' deux ensembles quelconques.

1) Loi conjointe

Définition 19 (Couple de deux variables aléatoires)
Soit X :Q— E etY :Q— F deur VAD définies sur (2, A, P).
On appelle couple défini par X et Y la fonction

Q — E x F

Z =2 { w — Z(w) = (XWw),Y(w))

Propriété 20 (Un couple de VAD est une VAD)
Soit X :Q— E etY :Q— F deux VAD définies sur (2, A, P).
Alors, le couple Z = (X,Y) : Q — E X F est également une variable aléatoire discréte.

Vocabulaire
On dit aussi que (X,Y) est le vecteur aléatoire discret de composantes X,Y.

Définition 21 (Loi conjointe)
On appelle loi conjointe de X et Y la loi du couple Z = (X,Y), définie par

P ) { P(ExF) — Rt
ey A — Pxy)(4) =P((X,Y) € A)

Propriété 22 (Détermination de la loi conjointe par les couples élémentaires)
La loi conjointe de X et'Y est entierement déterminée par la distribution de probabilités discrétes

(Pew) @yex@xy@ = PUX,Y) = (2,9))) (2,y)ex @ xY (@)

Notation
Pour (z,y) € E x F on emploiera également la notation P(X = z,Y = y) pour désigner la probabilité
P(X,Y) = (z,y)) (qui est aussi P((X =2) N (Y =vy))).

2) Lois marginales

Définition 23 (Lois marginales d’un couple de VAD)
Etant donné un couple de variables aléatoires discrétes Z = (X,Y) : Q — E X F, on appelle lois
marginales de Z les lois de probabilité de X etY .

Vocabulaire
On parle de premiére loi marginale pour la loi de X, et de deuxiéme loi marginale pour la loi
deY.

Méthode (Déterminer les lois marginales & partir de la loi conjointe)

Si on connait la loi du couple (X,Y) (la "loi conjointe”), alors on peut retrouver celles de X et de Y
(les "lois marginales”).

Par exemple, pour déterminer la loi de X : on a, pour tout x € X (),

yeY (Q) YEY (Q)

puisque (Y = y)yey () est un systeme complet d’événements.
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3) Lois conditionnelles

Définition 24 (Loi conditionnelle de X sachant A)
Soit X : Q — FE une VAD définie sur (Q, A, P) et soit un événement A € A tel que P(A) # 0.
On appelle loi conditionnelle de X sachant A la probabilité :

PX(Q) — L
PX|AZ B — PXlA(B):[P’A(XGB):

Méthode (Calcul d’une loi a ’aide de lois conditionnelles)
Grace aux lois conditionnelles de X sachant (Y =y) (lorsque y décrit Y (2)), on peut calculer la loi
de X a laide de la formule des probabilités totales :

Vee X(Q), P(X=z)= > Pry—
yeY (Q), P(Y=y)#0
puisque les événements (Y = y)ycy (o) tels que P(Y = y) # 0 forment un SQCE (systéme "quasi-

complet" d’événements) de Q.

4) Vecteurs aléatoires

Eyq,---, E, désignent des ensembles quelconques.

Définition 25 (Vecteur aléatoire)
Soient X1 :Q — Eq,--- , X, : Q — E, des VAD définies sur (2, A, P).

On appelle vecteur aléatoire discret de composantes Xi,--- , X, la variable aléatoire discréte
Z:Q— Ey X -+ x Ey, définie par : Vw € Q, Z(w) = (X1(w), -+ , Xn(w)).
La loi de Z est appelée loi conjointe des variables Xy, -, X, tandis que les lois de Xq,..., X,

sont les lois marginales de Z.

Propriété 26 (Un vecteur aléatoire est une VAD)
Avec les notations précédentes, (X1, ,X,) : Q — Ey X --- X B, est bien une VAD.
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III Indépendance de variables aléatoires discrétes

1) Couples de VAD indépendantes

Définition 27 (Indépendance de deux VAD)
Soit X :Q— EetY :Q— F deur VAD définies sur (2, A, P).
On dit que X et Y sont indépendantes lorsque :

VA€ P(X(Q), VBeP(Y (), P(Xe€A)n(YeB))=PXecAPY € B).

Notation
On notera X 1L Y pour indiquer que les VAD X et Y sont indépendantes.

Théoréme 28 (Caractérisation de ’indépendance de deux VAD)
Soit X :Q— E etY :Q— F deur VAD définies sur (2, A, P).
Alors on a équivalence entre :

(i) X etY sont indépendantes ;
(i3) pour tout (x,y) € X(Q) xY(Q), P(X =2,V =y) =P(X =2)P(Y =y).

Propriété 29 (Compositions de VAD indépendantes)

Soit X : Q > FEetY : Q — F deur VAD définies sur (Q, A, P), et soit f : X(Q) — E' et

g:Y(Q) = F' deux applications quelconques. St X 1LY, alors f(X) L g(Y).

CH18 : Variables aléatoires discrétes
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2) Famille finie de VAD indépendantes

Définition 30 (Indépendance d’une famille finie de VAD)

Soient X1 : Q — Eq,--- , X, : Q — E, des VAD définies sur (2, A, P).

On dit qu’elles sont indépendantes lorsque pour toutes parties A; € P(X1(2)),---
Ap € P(Xn (), les événements (X; € A;)1<i<n sont indépendants

(i.e. pour toute partie J C {1,--- ,n}, P (](XZ € Ai)> = H]P’(Xi € A).
icJ ieJ

Vocabulaire
On dit aussi que X1, -, X, sont mutuellement indépendantes.

Théoréme 31 (Caractérisation de ’'indépendance d’une famille finie de VAD)
Soient X1 :Q — Eq,--- , X, : Q — E, des VAD définies sur (2, A,P).
Alors on a équivalence entre :

(i) Xi,---, X, sont indépendantes ;

(i3) pour tout (x1,--- ,n) € X1(Q) X --- x X, (Q), P (ﬂ(x,- —ari)) = H]P’(Xi = ;).

Théoréme 32 (Lemme des coalitions)

Soient X1 : Q@ — Eq,---, X, : Q = E, des VAD indépendantes définies sur (2, A,P), et soit
me{l,---,n—1}.

Pour toutes applications f: X1(2) X -+ X Xpn(Q) = E' et g: Xppy1(Q) x -+ x X, (Q) = F,

les variables f(X1, -+, Xm) et g(Xma1, -+, Xn) sont indépendantes.

3) Famille infinie de VAD indépendantes

Définition 33 (Indépendance d’une famille infinie de VAD)

Soit (X;)ier une famille infinie quelconque de VAD définies sur (Q, A,P).

On dit que les (X;);er sont indépendantes lorsque toutes les sous-familles finies (X;)icy (avec J
partie finie de I) sont indépendantes.

Théoréme 34 (Théoréme d’extension de Kolmogorov)

Soit (L,)nen une suite de lois de probabilités discrétes sur des ensembles E,,.

Alors, il existe un espace probabilisé (2, A, P) et une suite (X,)nen de VAD toutes définies sur
(Q, A, P), indépendantes, et telles que Yn € N, X,, ~ L,,.
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IV Espérance d’'une VAD réelle ou complexe

Dans cette section, les variables aléatoires discrétes sont définies sur un espace probabilisé (2,4, P)
et a valeurs dans K = R ou C.

1) Deéfinition

Définition 35 (Espérance)
On dit que la VAD X : Q — K admet une espérance (ou est d’espérance finie) lorsque la
famille (xP(X = 2))zex(q) est sommable. On appelle alors espérance de X la somme de cette
famille :

E(X)= ) aP(X=nq).

zeX (Q)

Définition 36 (Variable aléatoire centrée)
On dit que X est centrée lorsqu’elle admet une espérance nulle.

Propriété 37 (Cas des VAD a valeurs dans N)
Si X est une VAD a valeurs dans N, alors on a dans R U {400} :

E(X) = fp(x >n) = +ioﬂm(x > n).

n=0

2) Propriétés

Théoréme 38 (Formule de transfert)
Soit X : Q@ — E une VAD (ou E est un ensemble quelconque) et f : X(2) — K une fonction. On
a équivalence entre :

(1) la variable f(X) est d’espérance finie ;
(ii) la famille (f(z)P(X = x))zex () est sommable.

Dans ce cas, on a

E(f(X)= ) [f@PBX=2).

zeX(Q)

Théoréme 39 (Linéarité de ’espérance)
Soit X : Q> KetY :Q — K deur VAD qui admettent une espérance finie.
Alors pour tout A € K, AX +Y admet une espérance finie et EQAX +Y) = AE(X) + E(Y).

Corollaire 40 (Structure d’espace vectoriel des VAD admettant une espérance)
L’ensemble des variables aléatoires discrétes X : Q — K d’espérance finie forme un K-espace
vectoriel, que on notera L'. De plus, l’espérance est une forme linéaire E : L' — K.

Propriété 41 (Positivité de I’espérance)
Si X € L' et si X >0, alors E(X) > 0.
Si de plus E(X) =0, alors X = 0 presque sdrement.

Corollaire 42 (Croissance de l’espérance)
Si X et'Y sont réelles et dans L' et si X <Y, alors E(X) < E(Y).

Propriété 43 (Inégalité triangulaire)
Si X € L', alors |E(X)| < E(]X]).

Propriété 44 (Critére de domination)
Si|X|<Y etsiY €L, alors X € L*.
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3) Espérance des lois usuelles

Théoréme 45 (Espérance des lois usuelles)

(6) 8 X ~U{z1,...,2a}), alors B(X) = % S o
k=1

(17) Si X ~ B(p) (avec p € [0,1]), alors E(X) = p.
(15i) Si X ~ B(n,p) (avecn € N et p € [0,1]), alors E(X) = np.

() Si X ~ G(p) (avec p €]0,1]), alors X posséde une espérance et E(X) = %.
(v) Si X ~P(N) (avec A > 0), alors X posséde une espérance et E(X) = A.

4) Espérance et indépendance

Théoréme 46 (Espérance d’un produit de VAD indépendantes)
(i) Si X etY sont dans L' et indépendantes, alors XY € L' et

E(XY) = E(X)E(Y).
(1) Si Xi,---,X, sont dans L' et indépendantes, alors Xy --- X, € L* et

E(Xy - X,) = E(Xy)-- E(X,).

Corollaire 47 (Espérance d’un produit de VAD composées)
Si X etY sont indépendantes et si f(X) et g(Y) sont dans L', alors f(X)g(Y) € L! et
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V Variance d’une VAD réelle

Dans cette section, les variables aléatoires discrétes sont définies sur (2, A, P) et a valeurs dans R.

1) Moments d’une VAD réelle, espace L*

Définition 48 (Moment d’ordre p d’une VAD)
Soit X : Q — R une VAD et soit p € N*. On appelle moment d’ordre p de X la quantité E(XP),
lorsqu’elle existe et est finie (c’est-a-dire lorsque XP € L').

Dans la suite, on va s’intéresser au moment d’ordre 2.

Propriété 49 (Lien entre moment d’ordre 2 et espérance)
Si X admet un moment d’ordre 2, alors X admet une espérance finie.

Notation
On notera L? I'ensemble des VAD X : 2 — R qui admettent un moment d’ordre 2 :

Xel? < X?’c ' < E(X? < +c.

On a L? C L' d’aprés la prop. précédente, et l'inclusion est stricte, car certaines VAD vérifient
E(]X]) < +00 mais E(X?) = 4cc.

Propriété 50 (Produit de deux VAD ayant un moment d’ordre 2)
Si X etY sont dans L?, alors XY € L'.

Théoréme 51 (Structure algébrique de L?)
L? est un sous-espace vectoriel de L', donc un R-espace vectoriel.

Théoréme 52 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
I2x1?2 — R

(X,Y) +— E(XY)
définie positive), donc on a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Y(X,Y) e L? x L?, |E(XY)| < \/E(X2)\/E(Y?).

Et on a égalité si et seulement si X et'Y sont presque strement proportionnelles.

L’application { est une forme bilinéaire symétrique positive (mais pas

2) Variance et écart-type

Définition 53 (Variance)
Si X € L?, on appelle variance de X le réel positif

V(X) = B(X - E(X))?),

et écart-type de X le réel positif

Théoréme 54 (Formule de Huygens)
Si X € L?, alors V(X) = E(X?) — E(X)2.

Propriété 55 (Variance d’une composée affine)
Si X € L? et (a,b) € R?, alors aX +b € L? et V(aX +b) = a?V(X).

Définition 56 (Variable aléatoire réduite)
Une VAD X € L? est dite réduite lorsque V(X) = 1.
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3) Variance des lois usuelles

Théoréme 57 (Variances des lois usuelles)
. . /'127
(i) Si X ~U([1,n]), alors V(X) = 25572
(i7) Si X ~ B(p) avec p € [0,1], alors V(X) = p(1 — p).

) (

(i13) Si X ~ B(n,p) avecn € N et p € [0,1], alors V(X) = np(1 — p).
)
)

(iv) Si X ~ G(p) avec p €]0,1[, alors X € L? et V(X) = 152,

p2

(v) Si X ~P(N) avec A >0, alors X € L? et V(X) = .

4) Covariance de deux VAD

Définition 58 (Covariance de deux VAD dans L?)
Si X etY sont dans L?, alors on appelle covariance de X et Y le réel

Cov(X,Y) = B((X - B(X))(Y - E(Y))).

Vocabulaire
On dit que X et Y sont décorrélées lorsque Cov(X,Y) = 0.

Théoréme 59 (Formule de Huygens)
Si X etY sont dans L?, alors

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

En particulier, Cov(X, X) =V (X).

Corollaire 60 (Décorrélation et indépendance)
Si X etY sont dans L? et indépendantes, alors elles sont décorrélées.

Théoréme 61 (Inégalité de Cauchy-Schwarz 2)
L?x 1?2 — R
(X,Y) — Cov(X,Y)
(mais pas définie positive). On a donc linégalité de Cauchy-Schwarz :

Y(X,Y) e L?, |Cov(X,Y)| < \/V(X)\/V(Y).

Et on a égalité si et seulement si une des deux VAD est fonction affine de l’autre presque sirement.

L’application Cov : { est une forme bilinéaire symétrique positive

Définition 62 (Coefficient de corrélation linéaire (HP))
Si X, Y sont dans L? avec V(X) # 0 et V(Y) # 0, alors on appelle coefficient de corrélation
linéaire entre X et Y le réel :

Cov(X,Y) Cov(X,Y)

) = S Xe) ~ TNV
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5) Variance d’une somme

Théoréme 63 (Variance d’une somme)
(i) Si X,Y sont dans L?, alors

V(X +Y)=V(X)+2Cou(X,Y) + V(Y).

(ii) Si X1, , X, sont dans L?, alors

V(X1+~~+Xn):zn:V(Xi)+2 3 Con(X;, X;).

i=1 1<i<j<n

(t3i) En particulier, si les variables X1, -+ , X, sont deuz & deux décorrélées, alors
n
V(X1 + 4 Xn) = Y V(X))
i=1
(iv) En particulier, st Xq,--- , X, sont indépendantes, alors

V(X1 +-+X,) = iV(Xi).
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VI Inégalités de concentration

On a toujours en contexte un espace probabilisé (02, A, P).

1) Indicatrice d’un événement

Propriété 64 (VAD indicatrice d’un événement)

Etant donné un événement A € A, la fonction 14 : { 1 siweA  estune VAD,
0  sinon
appelée indicatrice de A. De plus, cette VAD est dans L', et E(14) = P(A).

2) Inégalités de Markov et Bienaymé-Tchebychev

Théoréme 65 (Inégalité de Markov)
Soit X : Q0 — R une VAD. On suppose que X >0 et X € L'. Alors :

BE(X)

Va>0, P(X>a)<

Théoréme 66 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)
Soit X : Q — R une VAD dans L?. Alors :

V(X)

Ve>0,  P(X - B(X)|>e) < —

3) Loi faible des grands nombres

Théoréme 67 (Loi faible des grands nombres)
Soit (X,)n>1 une suite de VAD définies sur (Q, A, P), a valeurs dans R.
Si les (Xp)n>1 sont dans L?, indépendantes et de méme loi, alors en posant Sy, = Xi1 + -+ X,,,

on a g
]P’( 5) — 0.
n n——+oo

— —E(X1)| >
4) Preuve probabiliste du théoréme de Weierstrass

Rappelons ’énoncé du théoréme d’approximation de Weierstrass :

’si f € C([a,b],K), il existe une suite de polynémes (P,) qui converge uniformément vers f sur [a, b]. ‘

Par changement de variable affine, il est facile de se ramener au cas ou [a, b] = [0, 1] (voir exercices de
la feuille 10 sur les suites de fonctions).

Démonstration probabiliste sur le segment [0,1] :

On introduit, pour n € N*, les "polyndomes de Bernstein" (B i)o<k<n. Ces B, représentent la
distribution de probabilités d’une loi binomiale, puisque

Vk €{0,---,n}, Yz € [0,1], B,(z) = <Z>xk(1 —z)"F =P(X = k),

ou X ~ B(n,z).
Etant donnée une fonction continue f : [0,1] — K, on pose alors, pour tout entier n € N* :

xHZBIk f(k/n)
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(c’est une moyenne pondérée des valeurs de f aux points de la subdivision réguliére de [0,1] en n + 1

points).

Fixons un réel e > 0. Par uniforme continuité de f sur le segment [0, 1] (résultant du théoréme de
Heine), il existe un réel § > 0 tel que V(z,y) € [0,1)2, |y — x| <J = |f(y) — f(x)| < e. Pour tout

réel z € [0,1] et tout n € N*, on a alors

n

|Pa(e) = f(2)] = [P BX = k) f(k/n) = Y P(X = k)f(x)
k=0 k

=0
(puisque Y P(X = k) = 1). Par la formule de transfert, on a donc
k=0

n

|Pa(@) = f@)] < Y1 (k/n) = f(@)[P(X = k) = E(|f(X/n) — f(2)])-

k=0
Ensuite, on décompose selon la condition \% —xz| <4
[f(X/n) = f(@)| = |f(X/n) = f@)|] x _yy<s + [ F(X/n) = f(@) | x _z)5s,

donc par linéarité de I’espérance :

[Po(x) = f@) < B\ |f(X/n) = f@)|lx_yj<5 | + B | [S(X/0) = F@)|Dx_yy55
—_— —_—

<e <2[|flloo

X X
<eB (15 o <6) 4271 (15 ~ 21 > 5) < <+ 2 flB(X —nal > n).

| ——
<1

Par l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

V(X)) x(1- x)

P(|X — nz| > nd) = P(|X — E(X)| > nd) <P(|X — E(X)| > nd) < =

n242 d%n
On en déduit la majoration uniforme :
1/4 11/ lloo
v N* x [0,1 P,(x) — < 21 Flloo == = ,
(n,2) EN*X[0,1],  Pa(@) = F(@)] S €+ 20 f oot =<+ 5
donc, puisque ”2];!‘;;’ — 0, il existe ng € N* tel que
n—-+oo

VYn > ng, VYo € [0,1], |P(z) — f(2)] < 2,

ce qui montre bien que la suite de fonctions polynomiales (P,) converge uniformément vers f sur

[0,1].
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VII Fonction génératrice d’'une VAD & valeurs dans N

Dans cette derniére partie, on considérera des VAD définies sur (2,.4,P) et & valeurs dans N.

Définition 68 (Fonction génératrice)
La fonction génératrice d’une VAD X : Q — N est la fonction réelle

+oo
Gx :t— B(t¥) = ZIE”(X =n)t".
n=0

C’est une série enticére de la variable t.

Vocabulaire
On parle aussi de série génératrice de X.

Propriété 69 (Propriétés de la fonction génératrice)
Soit une VAD X : Q — N.

(1) Le rayon de convergence de la série entiére définissant Gx est R > 1, et on a Gx (1) = 1.
(#i) La fonction Gx est continue sur [—1,1].

(#i) La fonction Gx est de classe C* sur ]| —1,1[ et peut se dériver terme & terme.

Théoréme 70 (La fonction génératrice caractérise la loi)
Soit deur VAD X : Q - N etY : Q — N. Alors

Gx = Gy sur un voisinage de 0 <— X ~Y.

Théoréme 71 (Fonction génératrice d’'une somme de VAD indépendantes)

(1) Soit X etY deux VAD & valeurs dans N et indépendantes. Notons Rx et Ry les rayons de
convergence respectifs des séries génératrices Gx et Gy . Alors le rayon de convergence de
Gx+y est supérieur ou égal ¢ R = min(Rx, Ry) et on a

Vit E} — R, R[, Gx+y(t) =Gx (t)Gy(t).

(73) Généralisation : si Xy,---, X, sont des VAD a valeurs dans N et indépendantes, alors le
rayon de convergence de Gx, 1.4 x, est supérieur ou égal & R = min(Rx,,---,Rx,), et
on a

Vie| - R Rl Gx,to4x,(8) =Gx,(8) - Gx, (#)-

Méthode
Ce théoréeme est trés utile pour déterminer la loi d’une somme de VAD indépendantes.

Enfin, citons un résultat qui permet de retrouver l’espérance et la variance a partir de la fonction
génératrice.

Théoréme 72 (Lien entre fonction génératrice et moments)
Soit une VAD X : Q — N.

(i) X € L' si et seulement si Gx est dérivable en 1.
Dans ce cas, on a G'x(1) = E(X).

(i1) X € L? si et seulement si Gx est deuz fois dérivable en 1.
Dans ce cas, on a G% (1) = E(X(X — 1)), et donc
V(X) = E(X?) - B(X)* = G%(1) + Gx (1) — G (1)*.
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CH19 : Calcul différentiel - aspects théoriques

Dans tout ce chapitre, F et F' désigneront deux R-espaces vectoriels normés de dimension finie, avec
dim(E) > 1, et £ un ouvert non vide de E.

On notera en général n = dim(F), m = dim(F'). Lorsqu’on munit E et F de bases, elles seront notées
respectivement B = (e1,--- ,en), Br = (e}, -+ ,el.).

On aura la plupart du temps en contexte une application f: Q) C E — F.

I Applications différentiables

1) Dérivée directionnelle

Définition 1 (Dérivée directionnelle suivant un vecteur)

Soit f: Q2 — F, soitaeQ etveFE.

On dit que f est dérivable en a selon le vecteur v lorsque la fonction d’une variable réelle
t— f(a+tv) est dérivable en 0. On note alors

D, f(a) = %(t»—> f(a—l—tv))} = lim %(f(a—i—tv) — f(a)) € F,

1—g 10

et on dit que D, f(a) est la dérivée directionnelle de f en a selon v.
Q — F

5o D) est appelée dérivée direc-

Lorsqu’elle est bien définie, l'application D, f : {

tionnelle de f selon v.

2) Différentiabilité en un point

Revenons au cas des fonctions a variable réelle : si f : I — F est dérivable en a (avec I intervalle
ouvert de R), alors pour tout & € R tel que a + h € I,
fla+h) = f(a) + hf'(a) + he(h), ou e(h) — O,

h—0

— F
h +— hf'(a)
mension finie (ce qui assure f(a + h) _— f(a)).
—

et on remarque que ’application { est linéaire, donc continue puisqu’on est en di-

On va donc exploiter ce point de vue :

’ lorsque h est petit, fla+ h) = valeur f(a) + application linéaire en h + erreur en o(h)

)

c’est la grande idée du calcul différentiel, qui permet de généraliser la notion de dérivée.

Définition 2 (Application différentiable en un point)

Soit f: Q2 — F et soit a € Q).

On dit que f est différentiable en a lorsqu’il existe une application linéaire L : E — F et une
application € : E — F telle que e(h) h—>—O>E OF et pour tout h € E tel que a+ h € (), on a

fla+h) = f(a) + L(h) + [|h]le(R)-

Propriété 3 (Différentiable implique continue)
Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.

Théoréme 4 (Unicité de la différentielle et lien avec les dérivées directionnelles)
Si f est différentiable en a, alors :

(7) pour tout v € E, D, f(a) existe et L(v) = D, f(a);

(i3) Uapplication linéaire L est unique. On dit que L est la différentielle de f en a (ou
l’application linéaire tangente a f en a). On note L = df (a) (ou df,), d’ot la relation :

Yv € E, df (a)(v) = Dy f(a).
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Notation
Ainsi, lorsque f est différentiable en a, on peut écrire

fla+h) = f(a) +df(a)(h) + o(h),
avec df (a) € L(E, F).
Pour tout vecteur h € E, on note en général df (a) - h plutdt que df (a)(h) (comme on travaille en
dimension finie, on peut assimiler cela & un produit matriciel). Ainsi, la formule du point (ii) se
réécrit :
Yv € E, df(a) - v = Dy f(a).

Meéthode

Par contraposition, on a donc une méthode pour montrer qu’une fonction n’est pas différentiable en
un point : trouver au moins un vecteur selon lequel elle n’admet pas de dérivée directionnelle en ce
point !

Enfin, le résultat qui suit fait le lien explicite entre les notions de différentiabilité et de dérivabilité
pour une fonction de la variable réelle :

Propriété 5 (Différentiabilité d’une fonction d’une variable réelle)
Soient I un intervalle ouvert de R, soit f: I — F eta € I.
Alors f est dérivable en a ssi [ est différentiable en a et, lorsque c’est le cas, on a

f'(a) = df(a) - 1,

et donc,
Vh € R, df(a)-h = hf'(a).

3) Différentiabilité sur un ouvert

Définition 6 (Application différentiable sur un ouvert)
On dit que [ : Q — F est différentiable sur Q lorsque f est différentiable en tout point de €.
Définition 7 (Application différentielle)

) e Q@ — L(EF)
Si f est différentiable sur €, alors on peut définir Uapplication df : { o — ala)
On Uappelle différentielle de f.
Définition 8 (Fonctions coordonnées de f dans une base de F)
Etant donnée une base Br = (e,...,¢e.,) de F et une application f : Q — F, on appelle fonctions
coordonnées de f dans By les applications f1: Q@ =R, --- | f, : @ = R définies par :

Va € Q, flz) = ij(x)e;-.
j=1

On pourra noter en abrégé [flp, = (f1, -, fm)-
Vocabulaire
Les fonctions coordonnées (f1,- - , fi,) sont aussi appelées les composantes de f dans la base de F
choisie.

Comme on l'avait déja apergu pour la dérivabilité des fonctions vectorielles, la différentiabilité peut
étre caractérisée sur les fonctions coordonnées de f.

Propriété 9 (Différentiabilité coordonnée par coordonnée)

Soit f : Q = F avec m = dim(F) > 1. On note (f1,..., fm) les fonctions coordonnées de f dans
une base quelconque Br.

Alors f est différentiable ssi f1,..., fm sont différentiables et dans ce cas :

Ya € Q, [df (a))8r = (df1(a),- -, dfm(a)).

CH19 : Calcul différentiel - aspects théoriques 2/ 10



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

4) Dérivées partielles dans une base

Soit Bg = (e1,...,e,) une base de E. On décompose un vecteur h quelconque dans cette base :
n

h =" h;e;. On obtient alors, si f est différentiable en un certain a €  :
i=1

df (a) - h = df (a) - (Z hiei) = hidf(a) - e;,
=1 =1
par linéarité de df (a). Et donc,

df(a)-h =" hiD.,f(a),
=1

d’apreés la formule qui relie différentielle en a et dérivées directionnelles en a.

11 suffit donc de connaitre les n dérivées directionnelles D., f(a) pour connaitre ’application df (a). ‘

Ceci justifie I'introduction de la notion suivante :

Définition 10 (Dérivées partielles en un point par rapport & une base)
Soit Bg = (e1,...,e,) une base de E.

0 0
(i) Lorsqu’elles existent, on note —f(a),...,—f(a) les dérivées directionnelles de [ en a
8$1 81‘”
selon les vecteurs e1,...,e,. Pour tout i € [1,n], on appelle (a) la i-éme dérivée

ozx;
partielle de f en a relativement a la base Bg. '

Par définition, on a donc :

. 0 d !
viellnl 5L =Deflo)= |Gt flatte))] = lmi(fla+te) - f(@)
lorsque cette limite existe.
Q — F
(ii) Sous réserve d’existence, l’application oz, = 0 gj (a) est appelée i-éme

fonction dérivée partielle de f (relativement a la base Bg), pour tout i € [1,n].

Notation

On note aussi 0; f(a) = OF (= 9!

o 81}1 (a) o Bei

(a) est la plus claire car elle indique le vecteur suivant lequel on dérive f.

(a) la ¢ dérivée partielle de f en a.

La notation
i

0]
Mais la notation la plus utilisée est a—f(a), il faut bien comprendre que le "x;” est symbolique, il
i

indique juste que l’on dérive par rapport a la i® coordonnée, et sous-entend que les coordonnées d’un
vecteur x € E dans Bg seront notées (1, ,Zp).

Propriété 11 (Lien entre différentielle et dérivées partielles)

Si f est différentiable en a alors les dérivées partielles de f en a relativement & toute base Bg
of
dz;

existent et vérifient : Vi € [1,n], (a) = df (a) - e;. De plus, on a lexpression :

Vhe E,  df(a)-h= Zn:higg (a),
i=1 e

ot [hlgy = (h1,- -+, hy).
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Corollaire 12 (Formule de Taylor-Young a ’ordre 1)
Si f est différentiable en a, alors on a le DLy(a) :

FlatB) = 5(@) + 32 g (a) + o(h),
i=1 ¢

ou les (a) désignent les dérivées partielles en a dans une quelconque base de E.

6561‘

5) Classe C!

On a la généralisation suivante du concept de classe C' déja vu pour les fonctions & variable réelle :

Définition 13 (Fonction de classe C!)
Une fonction f : Q — F est dite de classe C' lorsqu’elle est différentiable et lorsque lapplication
df : Q— L(E,F) est continue.

Théoréme 14 (Caractérisation des fonctions de classe C!)
Une fonction f : Q — F est de classe C' ssi ses dérivées partielles (relativement & une base
quelconque de E) existent en tout point de Q et sont continues sur ).

Finissons par une évidence :

Propriété 15 (C! implique C°)
Les fonctions de classe C' sont continues.

En résumé, pour f: Q — R :

—> f continue

Ol iy .
f de classe C* = [ différentiable { =  f posséde des dérivées partielles en tout point de 2

)

(et les implications réciproques sont fausses) et

‘ f de classe C! <= f posséde des dérivées partielles continues en tout point de (.

6) Matrice jacobienne

En tant qu’application linéaire, la différentielle df (a) € L(F, F) peut se représenter par sa matrice
A dans un couple de bases. En notant (e1,--- ,e,) une base de E et (e, ,e],) une base de F, les
colonnes de cette matrice A vont étre définies par

, of } <3f1 Ifm )T
1 (A) = @) els, = | @] = ()
Gelnl W= W@ el = [ghw] = (5w - e
(en notant (f1, -, fm) les coordonnées de f dans la base Br et en dérivant "coordonnée par coor-
donnée").

Définition 16 (Matrice jacobienne dans un couple de bases)

Soit Bg = (e1,- -+ ,en) une base de E et Bp = (€}, ,el.) une base de F.

ym
Soit f: Q — F une application différentiable en a € Q).
On appelle matrice jacobienne de f dans les bases (Bg, Br) la matrice de Uapplication linéaire

df(a) € L(E, F) dans les bases (Bg, Br). On la note :

o ) ... S
Jac f(a) = Matg, B, (df(a)) = (8 g (a)) = : f € My, n(R),
x'] i’j afm afm
6'1_1 (Cl) 0oo m(a)
ot (f1, -, fm) sont les coordonnées de f dans la base Bp et (ga{i R gf;) désignent les dérivées

partielles des f; : Q — R relativement a la base Bg.
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Notation
On pourra noter plus simplement J;(a) la matrice jacobienne de f en a.

7) Gradient d’une fonction numérique

Dans ce paragraphe, les fonctions sont a valeurs dans R (d’ou le terme "fonction numérique"), et
définies sur un ouvert Q de F, ot E est un espace euclidien (R-e.v. de dimension finie muni d’un
produit scalaire (-|-)).

Théoréme 17 (Gradient en un point)
Soit f: Q — R différentiable en a € Q. Il existe un unique vecteur de E, noté V f(a), tel que

VheE,  df(a)-h=(Vf(a)h).

Ce vecteur V f(a) est appelé gradient de f en a.

Propriété 18 (Expression du gradient en base orthonormée)

Soit Bg = (e1,- -, en) une base orthonormée de E, et f: Q — R différentiable en a € Q. Alors
_(9f of )
VI@les = (@) (@),

Corollaire 19 (Fonction gradient d’une fonction de classe C)

Si f:Q — R est de classe C', alors la fonction gradient Vf : { €2 — E

0 s Vf(a) est continue.

Vocabulaire
On dit que le gradient V f est un champ de vecteurs de E (nom donné aux applications Q C £ — F).
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II Opérations sur les applications différentiables

On revient au cadre général des applications f: Q2 C E — F, ou F et F sont des R-evn de dimension
finie et € est un ouvert de E.

1) Combinaisons linéaires

Théoréme 20 (Différentielle d’une combinaison linéaire en un point)
Soient f : QY — F, g:Q — F et (\,u) € R
Si f et g sont différentiables en a € 2, alors Af + pg aussi et

d(\f + pg)(a) = Adf(a) + pdg(a).

Corollaire 21 (Différentielle d’'une combinaison linéaire)
Si f et g sont différentiables sur Q alors, pour tout (\, ) € R?, \f + g est différentiable sur Q,
avec

d(Af + pg) = Adf + pdg.

1l s’ensuit que l’ensemble des fonctions différentiables de ) vers F est un sous-espace vectoriel de
F% (les fonctions de Q dans F ).

2) Composition

G désigne ici un autre R-evn de dimension finie.

Théoréme 22 (Différentielle d’'une composée en un point)

Soient Q un ouvert de E et Q' un ouvert de F. Soit f : Q — F et g: Q' — G telles que f(Q) C Q.
Si f est différentiable en a € Q et si g est différentiable en f(a), alors go f est différentiable en a
et

d(g o f)(a) = [dg(f(a))] o df (a).

Corollaire 23 (Composition extérieure avec une fonction réelle)
Soient I un intervalle réel, f:Q — R et p: I — R telles que f(Q) C I.
Si f est différentiable en a € Q et si ¢ est dérivable en f(a), alors po f est différentiable en a et :

d(po f)(a) = ¢'(f(a)) x df (a)

(produit du nombre réel ¢'(f(a)) par Uapplication linéaire df (a)).

Corollaire 24 (Dérivée le long d’un arc)
Soient I un intervalle réel, v: 1 — E et f:Q — F telles que v(I) C Q.
Si 7y est dérivable en tg € I et si [ est différentiable en v(to), alors f o~ est dérivable en ty et

(f 27)'(to) = df (v(to)) - 7'(to)-
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Corollaire 25 (Dérivée le long d’un arc tracé dans R")
On suppose que E = R"™. Soit Q un ouvert non vide de R™, soit f : Q) — F,
sotent x1 : I - R,--- ,x, : I = R, ou I est un intervalle réel.
On suppose que (x1(t),...,zn(t)) € Q pour tout t € I.
Soit g : I — F définie par
g(t) = f(@1(t), ..., zn(t)).

Si les x; sont dérivables en ty € I et si f est différentiable en (xl(to),...,xn(to)), alors g est
dérivable en tg et

9/ (t0) = 4 t0) g (21(0), (1)) -+ + & (t0) 5 21 (k) - 1)

= Zx’i(to)%(m(to), — s Za(to)),
i=1 v

ot les

désignent les dérivées partielles de f relativement a la base canonique de R™.

8.131‘

3) Composition bilinéaire, multilinéaire, produit

On a déja vu que toute application linéaire L : E — F est différentiable et
Va € E, dL(a) = L.

Pour les applications bilinéaires, la situation est un peu plus compliquée :

Théoréme 26 (Différentielle d’une application bilinéaire)
Soient F, G, H trois R-evn de dimension finie, et B : F x G — H une application bilinéaire. Alors
B est différentiable et

Y(a,b) € F x G, dB(a,b) : {

Symboliquement, on peut écrire

Y(a,b) € F x G, dB(a,b) = B(-,b) + B(a,-).

On peut généraliser :

Théoréme 27 (Différentielle d’une application multilinéaire)

Soient Fy,--- , F,,G des R-evn de dimension finie, et M : Fy x --- x F,, = G une application
multilinéaire. Alors M est différentiable et pour tout (aq,--- ,ap) € F1 X -+ X F}, :
Fix---xF, — G
dM(aq, - ,a,) : { z
(a1 ») (ug, - yup) s M(ui,az, - 2 ap) + -+ M(ag, -+ s ap_1, tp)

Corollaire 28 (Différentielle d’une composition multilinéaire)

Soient f1: Q— Fy,---, fp : Q@ — F, des applications différentiables en a € Q (ouvert de E).
Soit M : Fy x --- x F, = G une application multilinéaire.

Alors, Uapplication

. Q H G
M(fla"’vfp)'{ r — M(fi(z), -, fp(x)) ~

est différentiable en a, et

d(M(flv 7fp))(a) : hHM(dfl(a) 'hva(a’)ﬂ"' afp(a)) +"'+]\4(f1(0’),"' afp—l(a)vdfp(a) h)
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Corollaire 29 (Différentielle d’un produit)
Soient f,g: Q2 — F. Si F est une R-algébre de dimension finie et si f et g sont différentiables en
a €€, alors f x g: Q — F est différentiable en a et

d(fg)(a) : h — (df (a) - h) x g(a) + f(a) x (dg(a) - h),
qu’on peut abréger en
d(fg)(a) = df (a) x g(a) + f(a) x dg(a).

Ainsi le produit de deux fonctions différentiables est différentiables, et l’ensemble des fonctions
différentiables de Q vers F est une sous-algébre de F.

4) Opérations sur les dérivées partielles

Vu qu’une dérivée partielle est une dérivée "classique" (i.e. une dérivée de fonction d’une variable
réelle), on dispose directement de formules pour les dérivées partielles d’une somme, d'un produit,
etc. (en reprenant les formules de dérivation du CH.15 sur les fonctions vectorielles), et ce méme si les
fonctions en jeu ne sont pas différentiables.

Théoréme 30 (Dérivées partielles d’une combinaison linéaire)
Soient f,g:Q — F et (\,u) € R2.
Si f et g admettent des dérivées partielles en a € ), alors A\f + pg aussi et

Vie[l,n],  0i(A\f+pg)(a) = A;f(a) + pdig(a).

Théoréme 31 (Dérivées partielles d’une composition bilinéaire)

Soient F', G et H trois R-espaces vectoriels de dimension finie, f : Q — F, g: Q) — G et
B : F x G — H une application bilinéaire.

Si f et g admettent des dérivées partielles en a € ), alors B(f,g) aussi et

Vie[Ln],  0i(B(f,9))(a) = B(9:f(a),g(a)) + B(f(a), dig(a)).

Corollaire 32 (Dérivées partielles d’un produit)
Soient f,g: Q — F. Si F est une R-algébre et si f et g admettent des dérivées partielles en a, alors
f X g aussi et

Vie[ln],  0i(fg)(a) = (0if(a)) x g(a) + f(a) x (0ig(a)).

Lorsqu’on compose deux applications différentiables, on peut exprimer simplement les dérivées par-
tielles de g o f en fonction de celles de g et de f. C’est 'objet du résultat suivant :

Théoréme 33 (Régle de la chaine)
Soient Q un ouvert de E et Q' un ouvert de F. Soit f:Q — F et g: Q' — G telles que f(2) C .

On munit E d’une base Bg = (e1,--- ,e,) et F' d’une base Bp = (e},--- ,€l,).

rm

Si f est différentiable en a € Q et si g est différentiable en f(a), alors go f est différentiable en a,
donc admet des dérivées partielles en a (relativement a la base Bg), et :

Vie[Ln],  di(gof)(a) = 0ifila) x Org(f(a)),
k=1

c’est-a-dire )
. 8 m afk
v 1
e, AR =3 Tk x g )
ot (f1,-++, fm) désignent les fonctions coordonnées de f dans la base Bp.
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Corollaire 34 (Régle de la chaine pour une composée R" — R™ — R)
Soient f : QCR” 5> R™, g: Q' CR™ — R avec f(Q) C V.

Notons (f1,--- , fm) les composantes de f.

Si f est différentiable en a € Q, si g est différentiable en f(a), alors les dérivées partielles de

Q — R

gof:

(331,"',%'71) — g fl(xl,"'7xn)7"',fm($1,"'7$n)

=Y =Ym

ena=(ay, - ,a,) valent :

vielal, 22200 -3 e x g,
i =1 ¢ k

5) Formule d’intégration

Théoréme 35 (Intégration le long d’un arc)
Soit f : Q — F de classe C* et~y : [0,1] — Q un arc paramétré ("chemin”) de classe C*, d’extrémités

1
v(0) = a et y(1) = b. Alors f(b) — f(a) = /0 df (v(t)) -+ (t)dt.

Corollaire 36 (Caractérisation des fonctions constantes)
Si Q est un ouvert connexe par arcs et si f : Q) — F est de classe C', alors f est constante si et
seulement si df : Q@ — L(E, F) est identiquement nulle.

CH19 : Calcul différentiel - aspects théoriques 9/ 10



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

ITIT Classe d’une fonction

1) Dérivées partielles successives

Définition 37 (Dérivées partielles d’ordre k)

Soit f:Q— F et Bg = (e1,...,en) une base de E.

Par convention, on dit que f est la dérivée partielle d’ordre 0 de f.

Pour k € N, lorsqu’elles existent, on appelle dérivées partielles d’ordre k + 1 de f relativement
a la base Bg les dérivées partielles des dérivées partielles d’ordre k de f.

Notation
Si on note z1,- -+ ,x, les coordonnées dans la base Bg de la variable z € 0, on note :
orf
=0 (- (D: o).
3I113I7k ’Ll( ( lkf) )

2) Classe C*

Définition 38 (Fonction de classe C*)

Soit k € N. On dit que f : Q — F est de classe C¥ lorsque ses dérivées partielles d’ordre k
relativement a une base quelconque de E existent et sont continues.

On dit que f est de classe C* lorsqu’elle est de classe C* pour tout k € N.

Propriété 39 (C**! c C)
Toute fonction de classe C**1 est de classe C*.

3) Opérations sur les applications de classe C*

Dans tout ce paragraphe, k € NU {+o00}.

Théoréme 40 (Structure d’espace vectoriel de C*.)

Soient f,g:Q — F et (\,u) € R2.

Si f et g sont de classe C*, alors \f + pg aussi.

Donc, ’ensemble C* (2, F) des applications de classe C* de Q vers F est un sous-espace vectoriel
de F9.

Théoréme 41 (Composition bilinéaire de fonctions C*)
Soient f:Q—>F,g:Q— G et B: F xG— H bilinéaire.
Si f et g sont de classe C*, alors B(f,g) aussi.

Corollaire 42 (Structure de R-algébre des fonctions de classe C*)
Si F est une R-algébre, alors l’ensemble C*(Q, F) est une sous-algebre de F*L.

Théoréme 43 (Composée de fonctions C¥)
Soient f : Q= F, g:Q — G, ot Q' est un ouwvert de F tel que f(Q) C Q.
Si f et g sont de classe C*, alors go f aussi.

Et on a enfin le critére classique et bien utile :

Théoréme 44 (Classe C* par composantes)
Soit f : Q — F. Alors f est de classe C* ssi les fonctions coordonnées de f dans une base quelconque
de F sont de classe C*.

4) Théoréme de Schwarz

Théoréme 45 (Théoréme de Schwarz)
Si f:Q — F est de classe C2, alors les dérivées partielles secondes relativement ¢ une quelconque
base de E vérifient :

0% f 0*f

Ly ] 1,... 2 = .
V<Z?J) E{ ’ 7n} ’ 8:1028% 8@8%
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CH20 : Calcul différentiel - aspects appliqués

Dans ce dernier chapitre, les fonctions considérées sont définies sur un ouvert @ de E (un R-evn de

dimension finie) et a valeurs dans R.

I Vecteurs tangents & une partie

Définition 1 (Vecteur tangent & une partie)
Soient X une partie de E et x € X.

On dit qu’un vecteur v € E est tangent & X en x lorsqu’il existe € > 0 et une application

v:] —e,e[— X dérivable en 0 tels que v(0) = x et v'(0) = v.

Vocabulaire
En général, une application v: I C R — E est appelée un arc (ou arc paramétré).

Un vecteur v € E est donc tangent a X en x lorsqu’il existe un arc tracé dans X qui passe par x, avec

un vecteur vitesse égal a v.

Notation
On notera T, X I'ensemble des vecteurs tangents a X en z.

Théoréme 2 (Structure d’hyperplan tangent)
Soit g: Q C E — R de classe C*. On considére "Uhypersurface” de E :

X =g7'({0}) = {z € Q, g(z) = 0}.
Alors, pour tout x € X tel que dg(x) # Oz(pr), 0N @
T,.X = Ker(dg(z)).

Ainsi, I’ensemble des vecteurs tangents a X en x est un hyperplan de E.

De plus, si E est euclidien, alors
T.X = {Vg(z)}.

Vocabulaire
Dans ce cas, on appelle en général (hyper)plan tangent a X en z ’hyperplan affine

T.X =2+ T, X =x+ Ker(dg(z)) = = + {Vf(z)}+.
Pour tout m € E, on a

meTX << m—-zecl,X < (m—z|Vf(x))=0.
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II Problémes d’optimisation

E désigne toujours un R-espace vectoriel normé de dimension finie (notée n € N*), et @ un ouvert de
E.

1) Condition nécessaire d’extremum local

Définition 3 (Minimum, maximum local)
Soit A C E (pas nécessairement un ouvert), soit f : A— R eta € A.
On dit que f posséde un minimum local (resp. maximum local) en a lorsqu’il existe r > 0 tel

que Vo € B(a,r) N A, f(z) > f(a) (resp. f(z) < f(a)).

Vocabulaire

Ces deux termes sont regroupés sous la dénomination plus générale d’extremum local.

Le minimum (resp. maximum) est dit global lorsque 'inégalité f(z) > f(a) (resp. f(z) < f(a)) est
vraie pour tout x € A.

Bien stir, tout extremum global est en particulier un extremum local.

Ce résultat se généralise aux fonctions de plusieurs variables :

Définition 4 (Point critique d’une application différentiable)
Soit Q un ouvert de E, et f: Q — R une fonction différentiable.
On appelle point critique de f tout point a € ) tel que df (a) = 0z(p r)-

Théoréme 5 (Condition nécessaire d’extremum local)
Soit Q un ouvert de E, et f: Q — R une fonction différentiable.
Si f admet un extremum local en a € Q, alors a est un point critique de f.

Méthode

Dans la recherche des extrema locaux d’une fonction différentiable sur un ouvert et a valeurs réelles,
on commence donc par chercher les points critiques, puis on discute au cas par cas pour déterminer
si ce sont réellement des extrema.

2) Conditions d’ordre 2

On va maintenant donner des outils plus précis pour connaitre la nature d’un point critique de f,
c’est-a-dire s’il s’agit d’'un minimum local, d’'un maximum local, ou d’un point col. Pour cela, on va
établir un développement limité & 'ordre 2 de f au voisinage du point critique.

Théoréme 6 (Formule de Taylor-Young a ’ordre 2)
Soit Q un ouvert de E et f € C*(Q,R). Pour tout a € Q, on a dans toute base Bg de E :

B “~ Of 1 9% f
flatm=f@+3 hig @+5 3 hhig ao (@ +ollb),

1<i,j<n =

ot (ha, -+ ,hy) = [h]Bg-

Dans la suite, on se limite au cas de F = R™, muni de sa structure euclidienne canonique.

Définition 7 (Matrice hessienne)
Soit Q un ouvert de R™ et f : Q — R une fonction de classe C*>. On appelle matrice hessienne
de f au point a € Q la matrice

&f ) € S, (R).

Hy(a) = (&riaxj (a)

(i,9)€[1,n]?
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Corollaire 8 (Formule de Taylor-Young a ’ordre 2 dans R")
Soit Q un ouvert de R™ et f € C?(Q,R). Pour tout a € Q, on a :

fla+h)=f(a) + (Vf(a)lh) + %(Hf(a)hlh) + Ogllhollr"),

ou encore 1
fla+h) = f(a) + V(@) h+ 5hTHe(a)h+ o(||h||*).

h*)OE

Théoréme 9 (Conditions d’ordre 2)
Soit Q un ouvert de R™, soit f € C?(),R) et soit a € Q).

(i) Si f admet un minimum local en a, alors a est un point critique de f et Hy(a) € S;F(R).

(it) Sia est un point critique de f et si Hy(a) € ST (R), alors f admet un minimum local en
a.

De méme pour les mazimum locauz en remplagant S;F (R) par S, (R) (i.e. —Hs(a) € S (R)) et
ST (R) par S, ~(R) (i.e. —Hy(a) € S+ (R)).

Corollaire 10 (Conditions d’ordre 2 avec le signe des valeurs propres)
Soit Q un ouvert de R™, soit f € C2(2,R) et soit a € Q un point critique de f.

(i) Si Sp(Hy(a)) C R, alors f admet un minimum local en a.
(17) Si Sp(Hy(a)) C RE, alors f admet un mazimum local en a.

(i13) St Hy(a) posséde deux valeurs propres non nulles de signes opposés, alors a est un point
col (c’est-a-dire que f n’admet pas d’extremum local en a).

(iv) Sinon, on ne peut pas conclure.

Corollaire 11 (Conditions d’ordre 2 en dimension 2)
Soit Q un ouvert de R?, soit f € C2(2,R) et soit a € Q un point critique de f.

(2) Sidet(Hy(a)) > 0, alors f admet un extremum local en a. Il s’agit d’un minimum lorsque
tr(Hy(a)) > 0, d’un mazimum sinon.

(#3) Sidet(Hys(a)) <0, alors f admet un point col en a.

(
(i13) St det(Hys(a)) =0, alors on ne peut pas conclure.

3) Optimisation sous contrainte

On revient ici au cas général ou F est un R-evn de dimension finie. On va maintenant chercher les
extrema de f non pas sur un ouvert de E, mais sur une "hypersurface" de F (partie définie comme
les zéros d’une fonction).

Théoréme 12 (Optimisation sous contrainte)
Soit Q un ouvert de E, et soient f € C1(Q,R) et g € C1(,R). On considere "lhypersurface” :

X=g7'({0}) ={z € Q, g(z) =0}

Si la restriction f|x admet un extremum local en a € X et si dg(a) # Oz(p,r), alors

Ix eR, df (a) = Mdg(a).

Vocabulaire
Le scalaire A est appelé multiplicateur de Lagrange.
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IIT Exemples d’équations aux dérivées partielles (EDP)
Il s’agit juste ici de donner quelques exemples et quelques méthodes de résolution.

1) Ordre 1

Vocabulaire

Résoudre sur un ouvert Q2 de R™ une équation aux dérivées partielles (abrégé en "EDP") d’ordre
1 en l'inconnue f, c’est déterminer toutes les fonctions f € C'(Q,R) vérifiant une relation donnée
entre f et ses dérivées partielles.

Commencgons par les cas évidents :

Propriété 13 (Fonctions a4 une dérivée nulle)
Soient I et J deux intervalles ouverts non vides de R et Q =1 x J (c’est un ouvert de R?).

0
(i) Les solutions sur Q0 de l’équation —f(x,y) = 0 sont les fonctions de la forme

Ox
I (x,y) — Aly) ou A € C'(J,R).

of

(i1) De meéme, les solutions sur Q de a—(a@y) = 0 sont les fonctions de la forme
Y

f:(z,y)— B(z) ou B € C*(I,R).

Dans le cas général, on essaie de se ramener & ces cas évidents :

Meéthode : Résolution d’une équation aux dérivées partielles
On veut résoudre une équation aux dérivées partielles, dont la fonction inconnue est notée f et ses
variables sont par exemple (z,y) si on est en dimension 2.

Si I’équation n’est pas évidente & résoudre, on peut utiliser un changement de variables. Pour
expliquer la méthode, nous appellerons (u, v) les nouvelles variables (qui sont en fonction de (z,y)).
e Nouvelle fonction inconnue :
On pose une nouvelle fonction g définie par : g(u,v) = f(x,y).
Dans cette égalité on exprime tout en fonction de (z,y) ou de (u,v) a l'aide du changement de
variables donné.

e Calcul des dérivées partielles :

On calcule les dérivées partielles de g en fonction de celles de f ou les dérivées partielles de f en
fonction de celles de g.

e Changement de fonction dans I’équation :

On utilise les calculs fait & I’étape précédente pour modifier I’équation de 1’énoncé.
¢ Résolution de 1’équation simple avec les nouvelles variables.
¢ Expression de la solution avec les anciennes variables : si possible.

2) Ordre 2

Vocabulaire
Résoudre sur un ouvert Q2 de R” une EDP d’ordre 2, c’est déterminer toutes les fonctions f € C2(£2,R)
vérifiant une relation donnée entre f et ses dérivées partielles premiéres et deuxiémes.

Comme pour l'ordre 1, voici les cas évidents, auxquels on essaie de se ramener :

Propriété 14 (Fonctions a une dérivée seconde nulle)

Soient I et J deuz intervalles ouverts non vides de2R et Q=1xJ. ,
Les solutions sur ) des équations @(x, y) =0, g—y];(x,y) =0 et ;jvafy
ment les fonctions (z,y) — xA(y) + B(y), (z,y) — yA(z) + B(z) et (z,y) — A(z) + B(y), ot A et
B sont de classe C>.

(z,y) = 0 sont respective-
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