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CH13 : Réduction des endomorphismes - Aspects

euclidiens

Dans ce chapitre, E désigne un espace euclidien, c’est-a-dire un R-espace vectoriel de dimension

finie, muni d’un produit scalaire (.|.). On supposera E non nul.

I Adjoint d’'un endomorphisme

Théoréme 1 (Représentation des formes linéaires sur un espace euclidien)
Soit f: E — R une forme linéaire. Alors il existe un unique vecteur a € E tel que

Ve € B, f(z) = (a|x).

Théoréme 2 (Existence et unicité de ’adjoint d’un endomorphisme)
Soit u € L(E). Il existe un unique endomorphisme u* € L(E) tel que

V(z,y) € B2, (u(z)ly) = (zlu*(y)).

On dit que u* est ’adjoint de u.

Propriété 3 (Propriétés de 1’adjoint)
Sotent u,v € L(E).
() Pour tout A € K, (Aldg)* = Mdg.
L’application u — u* est linéaire de L(E) dans L(E).

(v

(v

()" =

Onaue GL( ) < u* € GL(E) et dans ce cas, (u=1)* = (u*)~1.

(i)

(#4i) (uow)* =v*ou*
)
)

Théoréme 4 (Matrice de 1’adjoint en base orthonormée)
Soit B une base orthonormée de E, et soit u € L(E). Alors Matp(u*) = Matps(u)"

Théoréme 5 (Stabilité de ’orthogonal d’un sous-espace stable)

Soit u € L(E) et F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors F* est stable par u*.
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IT Réduction des isométries vectorielles

1) Quelques propriétés supplémentaires des isométries

Propriété 6 (Caractérisation des isométries avec I’adjoint)
Soit u € L(E). Alors (u€ O(E) < ue€ GL(E) etu* =u™!).

Propriété 7 (Valeurs propres d’une isométrie / d’une matrice orthogonale)
(1) Siue O(E), alors Sp(u) C {-1,1}.
(i7) Si A€ O,(R), alors Spr(A) C {-1,1}.

2) Isométries et sous-espaces stables

Propriété 8 (Orthogonal d’un sous-espace stable par une isométrie)
Soit F un sous-espace vectoriel non nul de E. Soit u € O(E). Si F est stable par u, alors F* est

également stable par u. De plus, les endomorphismes induits up et upi sont aussi des isométries
vectorielles (up € O(F) et upr € O(F1)).

Lemme 9 (Existence d’une droite ou un plan stable)
Soit E un R-ev non nul de dimension finie, soit u € L(E). Alors, il existe au moins une droite
vectorielle ou un plan vectoriel stable par u.

3) Reéduction diagonale par blocs

Théoréme 10 (Réduction des isométries en base orthonormée)
Siu € O(E), alors il existe une base orthonormée B de E dans laquelle la matrice de u est diagonale
par blocs, avec blocs diagonauz de la forme

M, 1, Ro=( S0 MY ) a0,

Autrement dit, E est la somme directe orthogonale de E1(u), E_1(u), et de plans stables sur lesquels
u opére comme une rotation différente de +Idg..
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4) Réduction des isométries positives en dimension 3

On rappelle que SO(F) désigne 'ensemble des isométries positives de E, c’est-a-dire les u € O(FE)
telles que det(u) = 1.

Théoréme 11 (Forme réduite d’une isométrie positive en dim 3)
Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3 et soit u € SO(E).

%
1) Il existe une base orthonormée directe B = 7, _'>, k) de E et un réel 6 tel que
J
1 0 0

Matp(u)=1| 0 cosf@ —sind
0 sinf cosé

- .
(i1) Dans toute base orthonormée directe de E qui commence par ¢ , la matrice de u est la
meéme (0 est unique a 2w prés dés que © est construit).

Définition 12 (Rotation dans 1’espace)

Soit E un espace euclidien orienté de dzmenszorﬁ, soit un vecteur unitaire i , et soit 6 € R.

Alors, on appelle rotation d’axe orienté par ¢ et d’angle 6 l'unique endomorphisme r—~ , qui
1 0 0

a pour matrice 0 cosf —sind dans toute base orthonormée directe de E commencant par

0 sinf cosf
—
7.

Parmi ces rotations, signalons un cas particulier intéressant :

Définition 13 (Demi-tour)
Soit D une droite vectorielle de E. On appelle demi-tour d’axe D (ou "retournement d’axe D")
la rotation d’axe D et d’angle m.
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III Reéduction des endomorphismes auto-adjoints

1) Définition et propriétés

Définition 14 (Endomorphisme auto-adjoint)
Un endomorphisme u € L(E) est dit auto-adjoint lorsque u* = u, c’est-a-dire

V(,y) € B*,  (u(z)ly) = (z]u(y)).

Propriété 15 (Matrice d’un auto-adjoint en base orthonormée)
Soit B une base orthonormée de E, et u € L(E).
Alors, u est auto-adjoint si et seulement si Matp(u) est symétrique.

Vocabulaire

Conformément au résultat précédent, les endomorphismes auto-adjoints sont également appelés en-
domorphismes symétriques, mais on évitera cette appellation pour ne pas confondre avec les
symétries (uou = Idg)!

Notation
On notera S(F) 'ensemble des endomorphismes auto-adjoints de E.

Propriété 16 (Structure algébrique de S(E))
L’ensemble S(E) est un sous-espace vectoriel de L(E), isomorphe a S, (R) (I’espace vectoriel des
n(n+1)

matrices réelles symétriques), ot n = dim(E). En particulier, dim(S(E)) = —

Propriété 17 (Orthogonal d’un sous-espace stable par un auto-adjoint)
Soit F un sous-espace vectoriel non nul de E. Soit u € S(E). Si F est stable par u, alors F* est

également stable par u. De plus, les endomorphismes induits ug et upy sont également auto-adjoints
(up € S(F) et up. € S(F1)).

Propriété 18 (Projecteurs auto-adjoints)
Parmi les projecteurs de E, les projecteurs auto-adjoints sont exactement les projecteurs orthogo-
NnaUL.

2) Reéduction des auto-adjoints, théoréme spectral

Nous allons montrer la propriété qui caractérise les auto-adjoints : le fait d’étre diagonalisable en base
orthonormée. La preuve repose sur deux lemmes, ainsi que sur ’existence d’une droite ou d’un plan
stable pour un endomorphisme, déja montrée auparavant.

Lemme 19 (Existence d’une valeur propre pour un auto-adjoint)
Siu € S(F), alors u posséde au moins une valeur propre (réelle).

Lemme 20 (Sous-espaces propres d’un auto-adjoint)
Siu € S(E), alors les sous-espaces propres de u sont deux & deuz orthogonauz.

Théoréme 21 (Théoréme spectral)

Soitu € L(E). Alors : u est auto-adjoint si et seulement si u est diagonalisable en base orthonormée.
En d’autres termes : u € S(E) ssi E est somme directe orthogonale des sous-espaces propres de
U.

Vocabulaire
On parle dans ce cas d’endomorphisme "orthogonalement diagonalisable".

Corollaire 22 (Théoréme spectral matriciel)
Soit A € M, (R). Alors : A est symétrique si et seulement si A est orthogonalement diagonalisable.
En d’autres termes : A € S, (R) <= 3P € O,(R) telle que P~1AP est diagonale.
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Méthode (Pour diagonaliser une matrice symétrique dans une base orthonormeée)
e Calculer une base de chaque sous-espace propre.

o Appliquer le procédé de Gram-Schmidt pour construire une base orthonormée de chaque sous-
espace propre.

e Réunir toutes ces bases : on obtient une base orthonormée de R™ qui diagonalise la matrice car
les sous-espaces propres sont orthogonaux entre eux.

3) Endomorphismes auto-adjoints positifs, définis positifs

Définition 23 (Endomorphisme auto-adjoint positif, défini positif)
Soit u € S(E).
(i) On dit que u est positif lorsque Va € E, (u(x)|z) > 0.

(#3) On dit que u est défini positif lorsque u est positif et ((u(x)|z) =0 = = =0g).

Notation
On notera ST(E) (resp. STT(E)) 'ensemble des endomorphismes auto-adjoints positifs (resp. définis
positifs) de E.

On va maintenant étendre cette notion de positivité aux matrices symétriques (qui sont les représen-
tations en base orthonormée des auto-adjoints). Comme d’habitude, on identifie les matrices colonnes
aux vecteurs de R™.

Définition 24 (Matrice symétrique positive, définie positive)
Soit A € §,,(R) une matrice symétrique.

(i) On dit que A est positive lorsque ¥X € R", XTAX > 0.
(ii) On dit que A est définie positive lorsqu’elle est positive et (XTAX =0 = X =0).

Notation
On notera S;F(R) (resp. S;F7(R)) I'ensemble des matrices symétriques positives (resp. définies posi-
tives) de M, (R).

Propriété 25 (Correspondance entre endomorphismes et matrices positifs)
Soit B une base orthonormée de E et soit u € L(E). On note A = Matg(u). Alors :

(i) ue SH(E) — AeSHR);
(17) u e STT(E) < AeSIT(R).

Théoréme 26 (Caractérisation spectrale des auto-adjoints positifs et définis positifs)
Soit u € S(E). On a les équivalences :

(i) ue ST(E) < Sp(u) CRT;
(#4) u e STT(E) < Sp(u) C RT*.

Et de méme pour les matrices symétriques :

A€ SHR) < Sp(A) c RT, AeSIT(R) < Sp(A) c RT™.
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CH14 : Séries entiéres

I Généralités

K désigne R ou C. On rappelle que I’ensemble des suites (a,) indexées par N et a valeurs dans K se
note K.

1) Deéfinition d’une série entiére

Définition 1 (Série entiére de la variable complexe)
Soit (a,) € KN. Pour z € C, la série numérique > a,2" est appelée série entiére de la variable
z.

Définition 2 (Domaine de cv., fonction somme d’une série entiére)
Ftant donnée une série entiere »_ anz™ :

(i) L’ensemble D = {z € C tels que la série Y a,2™ converge } est appelé le domaine de
convergence de la série entiére.

+o00
(i1) La fonction somme est la fonction f: D — C définie par f(z) = > anz™.
n=0

2) Etude d’exemples

3) Rayon de convergence

On étudie maintenant le cas général. On va mettre en évidence une propriété géométrique importante
des séries entiéres : I'existence d’un "rayon de convergence" et d’'un "disque ouvert de convergence".

Lemme 3 (Lemme d’Abel)
Soit r > 0 tel que la suite compleze (a,r™) est bornée. Alors, pour tout z € C :

|z| <r = Zanz” converge absolument.

Lemme 4 (Intervalle de bornage)

L’ensemble I = {r € R™, (a,r™) est bornée} est un intervalle de R ayant pour plus petit élément
0.

Ces deux lemmes nous permettent alors de définir le "rayon de convergence" :

Définition 5 (Rayon de convergence d’une série entiére)
On considére une série entiére »_ a,z™. On pose :
R =sup(I) =sup{r € Ry, la suite (a,r™) est bornée}
(avec la convention R = 400 si l'intervalle de bornage I n’est pas majoré).
Cet élément R € RT U {+oo} est appelé le rayon de convergence de > a,z".

Théoréme 6 (Propriétés fondamentales du rayon de convergence)
Soit >~ a,2™ une série entiere de rayon de convergence R € RT U {+o00}.

(7) Alors pour tout z € C :
{ |z2| < R = > anz™ converge absolument
|z| > R = > anz" diverge grossiérement
De plus, R est le seul élément de RT U {+o0} vérifiant cette propriété.

(i) Enfin, la série entiere Y a,z™ converge normalement sur tout disque fermé D(O,r) avec
0<r<R.

Définition 7 (Disque ouvert de convergence, cercle d’incertitude)
Soit > anz™ une série entiere de rayon de convergence R €]0, +oo[ (non nul et fini). On appelle :

e disque ouvert de convergence le disque ouvert de centre O et de rayon R,
c’est-a-dire ’ensemble D(O, R) := {z € C, |z| < R}.

e cercle d’incertitude le cercle de centre O et de rayon R,
c’est-a-dire 'ensemble C(O, R) := {z € C, |z| = R}.
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4) Détermination pratique du rayon de convergence

On donne ici plusieurs techniques pour déterminer le rayon de convergence R d’une série entiére.

a) Tests de valeurs

Méthode (Détermination de R par des tests de valeurs)
Cette méthode est basée sur lutilisation de la propriété fondamentale du rayon (prop. 6) : pour tout
20 €C, ona:
{ |20l < R = D |an]||z0|™ converge = > anz{ converge
|20l > R = > anzl diverge grossiérement = > anz{ diverge ~’

donc on en déduit facilement :

e > anzy diverge — R < |z];

o > |anl|zo|™ diverge = R < |zo|;

® > anz§ converge => R > |zo|;
> lanllzo|™ converge = R > |z|;
S anzl diverge non grossiérement = R = |zo| ;

> anzly est semi-convergente —> R = |zp].

b) Par comparaison

Propriété 8 (Comparaison des rayons de convergence)

Soient deux séries entieres > anz™ et > by2"™, de rayons de convergence respectifs R,, Ry, € RT U
{+00}. Si|an| < |by| @ partir d’un certain rang, ou si a, = O(by,), ou encore si a, = o(by,), alors
R, > Ry.

c) Par équivalence

Propriété 9 (Séries entiéres a coeflicients de module équivalents)
Soient deur séries entieres > anz™ et Y. bp2"™, de rayons de convergence respectifs Ry, Ry € RT U
{+o0}. Silan| ~ |bu|, alors Ry = Rp.

n—-+oo

d) TUtilisation du critére de d’Alembert

Méthode (Détermination de R avec le critére de d’Alembert)
Pour déterminer le rayon de convergence R d’une série entiére Y a,z" a laide du critére de d’Alem-
bert, on n'applique pas le critére de d’Alembert a la suite a,z™ (elle n’est pas strictement positive!),
mais plutot o la suite up, = |anz™| (si an #0).
Une rédaction trés détaillée est attendue aux concours.
o On fize z € C* et on pose u, = le module du terme général de la série.
On vérifie que u, > 0 & partir d’un certain rang.

e On calcule lim —* (si elle existe). Plusieurs cas possibles :
n—-+o0o
. Uu L.
*si lim —*L =0, alors pour tout z € C, la série 3. |an2"| est convergente et donc R =
n—-+oo Up,
+00
. . (2 L. .
* g lim —FL = +oo, alors pour tout z € C*, la série Y |a,z"| est divergente et donc
n——+o0o Up,
R=0;
R U .
* g lim —tLl =y dépend de |z|, alors, en cherchant les valeurs de z pour lesquelles £ < 1,

n—+00 Uy
on trouve des conditions sur z pour savoir si la série Y a,z™ est absolument convergente ou
grossierement divergente et on en déduit donc le rayon de convergence (toujours d’apres la
propriété fondamentale du rayon de convergence).

Si aucune de ces méthodes ne fonctionne, on peut toujours revenir a la définition du rayon de conver-
gence : on cherche les r > 0 tels que la suite (a,r™) est bornée, on obtient un intervalle I, et on a
R = sup(I).
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5) Opérations algébriques sur les séries entiéres

Propriété 10 (Somme de deux séries entiéres)
Soient deuz séries entieres Y anz" et Y. b,2", de rayons de convergence respectifs R,, Ry € RT U
{+o0}. Alors :

(1) La série entiere Y (an + bp)z"™ a un rayon de convergence R > min(R,, Ry), et pour tout
z € C tel que |z| < min(R,, Rp), on a

+oo “+o0 +oo
Z(an +bp)2" = Z anz" + Z bn2™;
n=0 n=0 n=0

(i) Si Ry # Rp, alors R = min(R,, Rp).

Propriété 11 (Multiplication par n®)
Pour toute suite (a,) € KN et pour tout o € R, les séries entiéres Z apz" et Z n%anz"™ ont le

n>0 n>0
méme rayon de convergence.

Définition 12 (Produit de Cauchy de deux séries entiéres)
On appelle produit de Cauchy des séries entieres > anz™ et > bpz" la série entiere > cpz2",

avec
n n
Cp = g Op—rbr = E abn—p.
k=0 k=0

Propriété 13 (Convergence du produit de Cauchy)
Si R, et Ry sont les rayons de convergence respectifs des séries entiéres > anz™ et > bpz™, alors
le rayon de convergence de la série entiere produit > cp,z™ vérifie

R > min(R,, Ry).

De plus, pour tout z € C tel que |z| < min(R,, Rp), on a

+oo +oo “+o0
chz" = (Z anz”> (Z bnz"> .
n=0 n=0 n=0
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II Propriétés de la somme d’une série entiére

1) Continuité

Théoréme 14 (Continuité de la somme d’une série entiére)
Soit Z anz™ une série entiére de rayon de convergence R € RY U {+oc}. Alors la fonction somme

fizm ZZ:& anz" est continue sur le disque ouvert de convergence D(O, R).

2) Restriction a ’axe réel

A partir de maintenant, on va se limiter & des séries entiéres de la variable réelle.

Définition 15 (Intervalle ouvert de convergence)
Soit > anz™ une série entiére de rayon de convergence R € RU {+o0}.
L’intervalle | — R, R] est appelé intervalle ouvert de convergence.

Définition 16 (Domaine réel de convergence)
Soit une série entiére Y a,z". On appelle domaine réel de convergence de cette série entiére
lensemble des x € R tels que Y a,x™ converge. Ce domaine est un intervalle I vérifiant

|- R,R[CIC[-R,R],

ot R est le rayon de convergence.

Théoréme 17 (Continuité sur ’intervalle ouvert de convergence)

Soit > anz™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.
—+o0

Alors, la fonction S : x — Y, a,x™ est continue sur ] — R; R].
n=0

Lorsqu’on ne dispose pas de la convergence uniforme au voisinage de R (ou de —R), on dispose tout
de méme du théoréme suivant :

Théoréme 18 (Théoréme d’Abel radial)
Soit Y anz™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.
Si " anR™ converge, alors 32 a,x" ayd S anR™.

—+o0

0 Gnx" est continue en R.

En d’autres termes, la fonction somme S : x— >

Corollaire 19 (Continuité sur le domaine réel de convergence)
Avec les notations précédentes, la fonction somme S : x +— Z::B anx™
son domaine Téel de convergence.

est donc continue sur tout

3) Intégration terme a terme

Définition 20 (Série entiére primitive)
zn+1

n+1"

On appelle série entiére primitive de E anz" la série entiére E an
n>0 n>0

Propriété 21 (Rayon de convergence de la série entiére primitive)

Zn+1
Les séries entiéres E anz” et E an,
n>0 n>0

] ont le méme rayon de convergence.
n
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Théoréme 22 (Intégration terme a terme d’une série entiére)
Soit Y a,z™ une série entiére, de rayon de convergence R # 0. Alors :

Vo €] — / <Z ant"> dt=3 — 1a:"+1~

+oo —+o0
a
En d’autres termes, x — E "o est la primitive nulle en 0 de x +— E anz™ sur]— R, R].
n=0 n 1 n=0

4) Dérivation terme a terme

Définition 23 (Série entiére dérivée)

On appelle série entiére dérivée de E anz" la série entiére g na, 2"
n>0 n>1

Propriété 24 (Rayon de convergence d’une série dérivée)

Les séries entieres E anz2" et E nan,z""1 ont le méme rayon de convergence.
n>0 n>1

Théoréme 25 (Dérivation terme a terme d’une série entiére)

Soit Y a, 2™ une série entiére, de rayon de convergence R # 0.
—+oo

Alors, la fonction somme S : x — Z a,z" est de classe C* sur| — R, R[ et
n=0
+oo
Vze]|-R,R[, Sz Z na,x" ' = Z(n + Day412™.
n=0

Corollaire 26 (Dérivation itérée terme a terme)
Soit Y a,z™ une série entiére, de rayon de convergence R # 0. Alors

“+o0
(i) la fonction somme S : x Z anx™ est de classe C*° sur] — R; R[;
n=0
(i) pour tout x €] — R; R[ et pour tout k € N, on a
( +o0 dF 400 ol
Svk ") = . " nfk.
()= 2, gm (n") nz::k(n—k)!am

5) Expression des coefficients

Théoréme 27 (Expression des coefficients d’une série entiére)
Soit Y a,z™ une série entiére, de rayon de convergence R # 0.

+oo
On note S : x — Z anz™ € C(] — R; R[,K) la fonction somme.
n=0
(n)
Alors, pour tout n € N, on a a,, = 5 '(0).
n!

Corollaire 28 (Unicité des coefficients d’une série entiére)
—+oo —+o0

S’il existe a > 0 tel que Vx €]0, o], Z apx” = Z b,z", alorsVn € N, a, =b,.
n=0 n=0
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III Fonctions développables en série entiére

Dans cette section, I désigne un intervalle de R qui est voisinage de 0.

1) Généralités

Définition 29 (Fonction développable en série entiére sur un intervalle)
Une fonction f de la variable réelle est dite développable en série entiére sur | —r, r[ s%l existe
une suite (a,) € KN telle que

+oo
Vo €] —r,r|, flz) = Z anx”

n=0

(avec convergence de la série).
De méme, on dit qu’une fonction f de la variable complexe est développable en série entiére
sur le disque ouvert D(0, ) s’il existe une suite (a,) € KV telle que

+oo
Vz € D(0,r), flz) = Z anz"
n=0

(avec convergence de la série).

Définition 30 (Fonction développable en série entiére en 0)
On dit que f : I — K est développable en série entiére en 0 s’l existe 1 > 0 tel que f est
développable en série entiére sur ] —r,r|[.

Notation

On abrége souvent « développable en série entiére » (et aussi « développement en série entiére ») par
« DSE ».

Théoréme 31 (Propriétés d’une fonction développable en série entiére)
Soit f: I — K une fonction DSE sur ] —r,r[. Alors :

(i) f est de classe C* sur] —rr[;

(i1) Le développement en série enticre de f est unique : il s’agit de

T (g
Zf n!()

fz) =

. Vo €] —r,rl.

n=0

Définition 32 (Série de Taylor en 0)
Soit f: I — K une fonction de classe C*>°. On appelle série de Taylor de f en 0 la série entiére

)

Propriété 33 (Cas d’une fonction paire ou impaire)
Soit f une fonction DSE sur] —r,r| :

Vo €]l —r,r], flz)= Zanx”.

n=0

+oo
(i) Si f est paire, alors Yk € N, ag+1 =0, donc f(z) = ZCLQkJTQk.
k=0

+o0o
(ii) Si f est impaire, alors Vk € N, as, =0, donc f(z) = Za2k+1x2k+l.
k=0
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2) Deéveloppements en série entiére usuels

On peut légitimement se demander si les fonctions « usuelles » (exp, cos, sin, ...) sont développables
en série entiére. En général, la réponse est « oui », mais le développement en série entiére n’est pas
nécessairement valable sur tout I'ensemble de définition de la fonction (par exemple, x +— Tlﬁ est
définie sur R mais son développement en série entiére n’est valable que sur | — 1; 1[).

a) Famille de la série géométrique

Théoréme 34 (DSE issus de la série géométrique)
Pour tout x €] — 1;1[, on a :

1 =
Zx":1+w+x2+x3+x4+x5+~~
n=0

(1)

1—z

“+o0
1
(i1) m:Z(—l)"z”:17x+x2—x3+x4—x5+~~
n=0

+oo n+1 2 3 4 5 6
T T T T T T
i) In(1 = 1" —p— 42 = .
(i) In(1 + x) TLZ:%( )n—i—l T 2—|—3 4-|—5 +
Et ceci reste valable en x = 1.
1T nt1 2 3 4 5 6
T T T T T T
w) —1n(l — 2) — T T A T A T T
(iv) n( x) 7;)”_1_1 x+2+3+4+5+6+
Et ceci reste valable en x = —1.
1 =
(v)1_’_72:Z(—l)”x2”:1—x2+x4—x6+x8—x10+~--
a5
n=0
+oo 2n+1 3 5 7 9 11
a8 a5 a5 a8 a8 a8
(vi) arctan(x) T;)( ) mrl %" 3 + 3 - + 9 i +
FEt ceci reste valable en x =1 et x = —1.

Toutes ces séries entiéres ont pour rayon de convergence R = 1.

Meéthode

Cette démonstration illustre des méthodes classiques utilisées pour calculer le développement en série
entiére d’une fonction donnée :

o [ntégrer ou dériver terme a terme un développement en série entiére usuel.

e Changer de variable dans un développement en série entiére usuel.
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b) Famille de ’exponentielle

Théoréme 35 (DSE issus de la fonction exponentielle)
Pour tout x € R, on a :
T n 2 3 4 5

(i)ew—z%—1+m+z+%+%+%+...

n=0
(ii)eh<x>§$1+§+f+§+§+ﬁ+
(i) sh(z) f(zﬁ; IR A
=P T e G G TS T
(U)COS($)=§((;i;TxQ":1—§+i L T
(vi) sin(m):ri)%xznﬂ _§+§_§+§_%+...

Toutes ces séries entieres ont pour rayon de convergence R = +oc.

Méthode
Cette démonstration illustre encore une des méthodes existantes pour montrer qu’une fonction f de

classe C*° au voisinage de 0 est développable en série entiére. On peut procéder ainsi :

e Calculer sa série de Taylor Z ! k'(o)xk (en calculant les dérivées k**™¢ de [ par récurrence).

k=0
Rappelons que c’est le seul développement en série entieére possible.
) o . ™) ,
e Montrer que pour x fizé dans un certain intervalle, hrn Z ——z" = f(x).
n—-+00 £ k!
P l N f(k)
our cela, & x fixé, on majore l’écart | f(x Z par e, (x) :)OO 0.

On peut, par exemple, utiliser la formule de Taylor avec reste intégral.

c) Développement en série entiére de (1 + z)*

Théoréme 36 (DSE de (1 + z)%)
Soit o € R*. Pour tout x €] — 1;1[, on a

+oo
(1+2) = Z a(a—l)..;ﬂ(a—n—i—l)xn’
n=0 '

—1 —1 -2
BFPRIN. SE S EET

Le rayon de convergence de cette série entiére est R=1 si « ¢ N et R = 400 si a € N (dans ce
cas, on a simplement la formule du bindme).

Méthode
Cette démonstration donne encore une nouwvelle méthode pour montrer qu’une fonction donnée est

développable en série entiére : ’écrire comme solution d’une équation différentielle.
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3) Exemples de calculs de DSE

4) Exemples de calculs de sommes a partir des DSE

A partir de la liste des développements en série entiére usuels, qu’il faut connaitre par cceur, on
peut souvent calculer explicitement des sommes de séries entiéres.

Meéthode
Pour calculer une somme de série entiére, on peut :

e transformer la somme a calculer a l'aide d’un changement d’indice ou une factorisation, et se
ramener a un développement en série entiére connu ;

e dériver ou intégrer terme a terme la somme & calculer, et reconnaitre ainsi un développement en
série entiére usuel.
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IV  Fonction exponentielle complexe

Dans le cours de MP2I, on a défini dans cet ordre :
— la fonction logarithme népérien comme la primitive de = — % sur ]0, +0o[ qui s’annule en
x = 1 (via le théoréme fondamental de 'analyse qui dit que toute fonction continue posséde
des primitives). On a alors facilement la propriété algébrique fondamentale du logarithme :

Y(z,2') €]0, +oo[?, In(zz’) = In(z) + In(2’).

— la fonction exponentielle réelle exp : R —]0, +o0o[, comme la réciproque de la bijection
In :]0, +00[— R. Cela permet de montrer que exp’ = exp, que exp(0) = 1 et que

!’ 7
Y(z,2') € R% T =" x ",

— la fonction exponentielle imaginaire x — €' = cos(z)+isin(z), qui va de R dans C. Gréace
aux formules de trigonométrie cos(a + b) = cosacosb — sinasinbd et sin(a + b) = sinacosb +
sin b cos a, on montre que

V(z,z') € R? eHEt’) = gim o i’

— la fonction exponentielle complexe exp : C — C en posant, pour tout nombre complexe
z=x+ 1y _
e =¢e" xe¥ =e" x (cosy +isiny).

Avec cette définition, la propriété algébrique fondamentale de ’exponentielle se prolonge direc-
tement a C : , /
Y(z,2') € C% eTF = e xe*.

Enfin, il se trouve que le développement en série entiére de la fonction exponentielle réelle se prolonge
également a C.

Théoréme 37 (DSE de l’ixponentielle complexe)

z
Pour tout z € C, on a e* = Z—'
n!

n=0
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CH15 : Séries et fonctions vectorielles

K désigne R ou C.
Dans ce chapitre, on va généraliser des notions déja connues :

e la notion de série, déja connue pour les suites numériques (u,) € KV.
On va définir les "séries vectorielles" a partir des suites de vecteurs d’'un EVN de dim finie.

e les notions de dérivée et d’intégrale, déja connues pour les fonctions numeériques (c’est-a-dire a
valeurs dans K). On va définir la dérivée et I'intégrale des "fonctions vectorielles" (c’est-a-dire les
fonctions a valeurs dans un EVN de dim finie).

Tout ceci est possible grace a la notion générale de limite dans un espace vectoriel normé (cf. cours
de topologie).

I Séries vectorielles

F désigne un K-espace vectoriel non nul de dimension finie.

1) Convergence absolue

Définition 1 (Convergence absolue d’une série vectorielle)
On munit E d’une norme |.|. Etant donné une suite (u,) € EN, on dit que la série vectorielle
> u, est absolument convergente lorsque la série numérique Y, ||uy,|| converge.

Propriété 2 (Indépendance de la convergence absolue vis-a-vis de la norme)
Le fait qu’une série soit absolument convergente ne dépend pas de la norme ||.|| choisie sur E.

Théoréme 3 (La convergence absolue entraine la convergence en dimension finie)

Si Y up, est absolument convergente, alors > u, est convergente, c’est-a-dire qu’il existe un vecteur
n

SeEtelque) _qur — S.

n—+00

Propriété 4 (Inégalité triangulaire infinie en dimension finie)
Soit (u,) € EN. Si Y u, converge absolument, alors on a l’inégalité suivante, pour toute norme

||| sur E :
—+oo —+o0
D u]| < D Il
k=0 k=0

2) Séries géométriques matricielles

On se place ici dans M, (K), o n € N*.
La convergence absolue va nous permettre de définir des séries de matrices.

Lemme 5 (Normes matricielles)
Pour toute norme N sur M, (K), il existe une constante C > 0 telle que

V(A, B) € M,,(K)?, N(AB) < CN(A)N(B).

Propriété 6 (Série géométrique matricielle)
Soit || . || une norme sur M, (K) et soit C > 0 telle que V(A, B) € M, (K), ||[AB| < C|All||B]|.

Alors pour toute matrice A € M, (K) telle que |A|| < =, la série ZAk converge absolument,

k>0

C

—+o0
donc converge. De plus, I, — A est inversible et (I,, — A)~! = ZA’“.
k=0
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3) Exponentielle de matrice

Théoréme 7 (Série exponentielle matricielle)
k

A
Pour toute matrice A € M,,(K), la série Z -y converge absolument, donc converge.
k>0
+oo 4k
Sa somme est notée e = — et appelée exponentielle de la matrice A.

k!
k=0

II Deérivabilité des fonctions vectorielles
I désigne un intervalle de R d’intérieur non vide, et F un K-espace vectoriel normé non nul de

dimension finie (avec K = R ou C). On notera p = dim(F') € N*.
On considére des fonctions f: I — F.

1) Dérivabilité en un point

Définition 8 (Dérivabilité en un point)
Soit f: I — F ettyg € l. On dit que [ est dérivable en tg si la fonction

I\{ts} — F
T TR, (/) = J()

posséde une limite finie £ € F en tg.
Dans ce cas, cette limite est appelée le vecteur dérivé de f en to (ou plus simplement la dérivée
de f en tg), et on note

e F.

f'(to) = lim f(t) = f(to) = Fmm f(to+h) — f(to)

t—to t—to h—0 h

Propriété 9 (Expression en coordonnées)
Soit B=(e1,--- ,ep) une base de F' et soit f : I — F. Notons (f1,---, fp) les fonctions coordonnées

de f dans B, c’est-a-dire que
P

veel,  f(t)=)_ filt)e,

i=1
avec f; : I — K pour tout i € [1,p]. Alors :

(i) La fonction f est dérivable en tg € I si et seulement si toutes les f; sont dérivables en tg.

P
(ii) Dans ce cas, f'(ty) = Zfi’(to)ei.
i—1

Définition 10 (Négligeabilité d’une fonction vectorielle devant une fonction scalaire)
On suppose que tg € I. Etant données une fonction vectorielle f : I — F et une fonction scalaire

g: I — K, on dit que f est négligeable devant g au voisinage de ty et on note f(t) = tgto(g(t))

lorsque qu’il existe un voisinage V' de ty relatif a I et une fonction vectorielle € : V. — F telle que
e(t) = Op et pour toutt € V, f(t) = g(t)e(t).
—to

Propriété 11 (Equivalence entre dérivabilité et DL d’ordre 1)
Une fonction f: I — F est dérivable en ty € I si et seulement si il existe o € F tel que

f(to+h) = f(to) + ha + hgo(h).

Dans ce cas, f'(to) = a.

Corollaire 12 (La dérivabilité entraine la continuité)
Si f: I — F est dérivable en ty € I, alors f est continue en tg.
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Définition 13 (Dérivabilité a droite et a gauche)
Avec les notations de la définition 8 :

(1) Sito n’est pas la borne inférieure de I, on dit que f est dérivable & gauche en &g lorsque
la fonction ¢y, posséde une limite £ € F' quand t — t .
La dérivée a gauche est notée f,(to) = tliI? O (1).
0
(i) Sito n'est pas la borne supérieure de I, on dit que f est dérivable a droite en tqo lorsque
la fonction ¢y, posséde une limite £ € F quand t — t§.
La dérivée a droite est notée flj(to) = lim ¢, (t).
t—t

Définition 14 (Fonction dérivée, fonction de classe C!)

Soit f: I — F.
(1) On dit que f est dérivable si elle est dérivable en tout point to € I. On appelle alors
I — F
. P ¢ . /S
fonction dérivée de f la fonction vectorielle [ : { b ()
(ii) On dit que f est de classe C lorsqu’elle est dérivable et que sa fonction dérivée f' est

continue.

Propriété 15 (Fonction de dérivée nulle sur un intervalle)
Soit f : I — F une fonction dérivable. Alors, [’ est nulle sur I si et seulement si f est constante
sur 1.

2) Opérations

Propriété 16 (Opérations linéaires)
Pour toutes fonctions dérivables f : I — F et g : I — F, et pour tout A € K, la combinaison
linéaire Af + g est dérivable, et on a

M +9) =Af"+4d"

L’ensemble des fonctions dérivables I — F est donc un sous-espace vectoriel de F(I, F).

Propriété 17 (Composition avec une application linéaire)
Soit f : I — F, et soit L : F — G une application linéaire, ot G est un autre K-espace vectoriel
normé de dimension finie.

1) St f est dérivable en tg, alors L o f est dérivable en ty et
(i) Si f d bl , alors Lo f d bl

(Lo f)(to) = L(f'(to))-
(i1) Si f est dérivable, alors Lo f est dérivable et

(Lo f) =Lof

Notation
Parfois, la composée L o f se notera abusivement L(f).
Avec cette notation, on aura donc Vt € I, L(f)(t) = L(f(¢)).

Propriété 18 (Composition avec une application bilinéaire)
Soient Fy, Fy, G trois K-espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit f : [ — Fy, g: I — Fy
et soit B : F1 X Fy — G une application bilinéaire.

(i) Si f et g sont dérivables en to € I, alors B(f,g) : t — B(f(t),g(t)) est dérivable en ty et :
(B(f,9)) (to) = B(f'(to), 9(to)) + B(f(t0), g’ (to))-
(i) Si f et g sont dérivables, alors B(f,g) :t— B(f(t),g(t)) est dérivable et :

(B(£,9))" = B(f',9) + B(f,9')

CH15 : Séries et fonctions vectorielles 3/ 10



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

Propriété 19 (Composition avec une application multilinéaire)
Soient Fy,--- , F,,G des K-espaces vectoriels normés de dimension finie, soit f1 : [ — Fy,--- |
fn i I = F, des fonctions vectorielles et soit M : Fy X --- X F,, — G une application multilinéaire.

(1) Si f1, -+, fn sont dérivables en tg € I, alors M(f1, -+, fn) : t = M(f1(t), -, fn(t)) est
dérivable en ty et

n

(M(f1,--+, fn)) (t0) = ZM(ﬁ(to),"' s fim1(t0), £i(to), fir1(t0), -+, fu(to))-

=1l

(i3) Si f1,---, fn sont dérivables, alors M(f1, -+, fn) : t = M(f1(t), -+, fn(t)) est dérivable
@

n

(M(flv 7fn)), = ZM(flv 7fi—17fi/7fi+1a"' afn)'

=1

Théoréme 20 (Dérivée d’une fonction composée)
Soit f: I — F, et soit o:J— 1, ouJ est un intervalle de R.

(1) Si @ est dérivable en xo € J et si f est dérivable en p(x), alors f o ¢ est dérivable en xq
et :

(f 0 @) (xo) = &' (z0) f'(¢(20))-
(79) Sip et f sont dérivables, alors f o ¢ est dérivable et :

(fop) =¢ x(f oyp).

3) Dérivées successives

Définition 21 (Fonction de classe C™)
Soit f: I — F. On définit le fait que f soit de classe C™ récursivement :

(i) On dit que f est de classe C° lorsqu’elle est continue.

(i) Pour tout entier n > 1, on dit que f est de classe C™ lorsque f est dérivable et que f' est
de classe C"~ 1.

On dira également que f est de classe C*> lorsqu’elle est de classe C™ pour tout n € N.

Notation
On notera C™(I, F') ensemble des fonctions I — F' de classe C™, pour tout n € NU {oo}.
Pour f € C™(I, F), on notera (comme pour les fonctions a valeurs scalaires) :

fO =g fW=r Vke[Ln], fO = (00

Propriété 22 (Classe C" et coordonnées)

Soit B = (e1, - ,ep) une base de F et soit f:I — F.

Notons (f1,- -, fp) les fonctions coordonnées de f dans B.

Alors, [ est de classe C™ si et seulement si toutes les f; sont de classe C™, et on a

P
Vk € [1,n], ) = Zfi(k)ei.
i=1
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Propriété 23 (Opérations sur les fonctions de classe C™)
Awvec les notations du paragraphe précédent :
(i) Si(f,9) €C"(I,F)? et €K, alors \f + g € C*(I, F) et (A\f +g)™ = Af(™ 4 g,
En particulier, C*(I, F) et C=(I, F) sont des sous-espaces vectoriels de F(I, F).
(i3) Si f €C*(I,F) et L: F — G est linéaire, alors Lo f € C"(I,G) et (Lo f)™) = Lo f"),

(t5i) Si f €eC*(I,F1),g € C"(I,F») et si B: Fy X F5 — G est bilinéaire, alors B(f,g) € C"(I,G)
et

n

(B(f,9)™ =>" (Z)B(f(’“),g(”’“)) (formule de Leibniz).

k=0

(iv) Si f e C'(I,F) et ¢ € C™(J,I), alors fopeC"(J,F).

IIT Intégration des fonctions vectorielles sur un segment

On va maintenant définir la notion d’intégrale sur un segment I = [a, b] (avec a < b) pour une fonction
a valeurs vectorielles.

1) Définitions

Définition 24 (Fonction vectorielle continue par morceaux)

Une fonction vectorielle f : [a,b] — F est dite continue par morceaux s’il existe une subdivision
a=ty <ty <---<tp,=">dela,b] telle que pour tout k € {0,--- ,n — 1}, la restriction fij, 1, ..
posséde un prolongement continu sur [ty, trr1].

Notation
On notera CJ,,([a, b], F') I'ensemble des fonctions continues par morceaux [a,b] — F.

Propriété 25 (Structure algébrique des fonctions continues par morceaux)
Cp(la,b], F) est un sous-espace vectoriel de F([a,b], F).

Propriété 26 (Continuité par morceaux et coordonnées)

Soit B= (e1, - ,ep) une base de F et soit f : [a,b] — F.

Notons (f1,--- , fp) les fonctions coordonnées de f dans B.

Alors, [ est continue par morceaux si et seulement si toutes les f; sont continues par morceaut.

Théoréme 27 (Définition de I’intégrale sur un segment d’une fonction vectorielle)
Soit f € Cgm([a, b, F). Soit B=(e1,--- ,ep) une base de F', et (f1,--- , fp) les fonctions coordonnées

P b
de f dans B. Alors le vecteur Z (/ fi(t)dt) e; € F ne dépend pas du choiz de la base B.
i=1 \Ya

On lappelle intégrale de f sur [a,b].

Notation

b
Comme pour les fonctions a valeurs scalaires, on pourra noter I'intégrale / f, ou f, ou encore
a la,b]

b
/ f(t)dt. On a donc, pour toute base B = (eq,--- ,e,) de F :

L= ()

CH15 : Séries et fonctions vectorielles 5/ 10




Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

2) Propriétés de l’intégrale

Propriété 28 (Linéarité et relation de Chasles)
b
(1) L’intégrale f — / [ est une application linéaire CY,, ([a,b], F) — F.

(#1) Pour tout c €la,b] et f € Cp,,([a,b], F), les restrictions de f aux segments [a,c] et [c,b] sont
bien continues par morceauz, et on a

t[f:LV+[3:

Propriété 29 (Intégrale d’une composition linéaire)
Soit f € CJ,,,([a,b], F) et soit L : F — G linéaire. Alors L(f) € CJ,,,([a,b],G) et fab L(f)y=1L (f; f)

Définition 30 (Sommes de Riemann)
Soit f:[a,b] > F eto=(a=1ty<t1 <--- <ty =">) une subdivision de [a,b]. Etant donnés des
réels (g, -+ ,Qn_1) € [to,t1] X -+ X [tn—1,tn], on appelle somme de Riemann associée a f, o

et o le vecteur :
n—1

R(f,0,0) = (tey1 —tr)f(ax) € F.

k=0

Théoréme 31 (Convergence des sommes de Riemann)
Soit f € Cgm([a7 b, F). Alors pour tout e > 0, il existe 6 > 0 tel que pour toute subdivision o de pas
inférieur a ¢ et pour tous points (ag)o<k<n—1 € [to,t1] X -+ X [tn_1,n] :

b
‘/f—RUJﬂ)Sa
En particulier, on a
b—a = b—a b
N for=E) = |
(f)=— ;)f ath—) = | f

(méthode des rectangles & gauche)

Propriété 32 (Inégalité triangulaire intégrale)
Soit f € €, ([a,b], F). Alors || f|| € CY,.(la,b],R) et

‘/:f §/ab||f~

Corollaire 33 (Inégalité de la moyenne)

Soit f € CY,.([a,b], F). Alors, ||f| € CY,,([a,b],R) et
b

[ #] < @-a) sw s

t€la,b]

3) Théoréme fondamental de I’analyse

Notation (Notation polarisée de ’intégrale)
Pour f € C),,([a,b], F) on pose

a b a
/f:f/fsia<b, et /f:OSia:b.
b a b

Cette notation permet d’étendre la relation de Chasles a tout triplet de points (a, b, ¢), quelque soient
leur positions relatives. Par exemple, on aura

oL s
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Théoréme 34 (Théoréme fondamental de ’analyse)
Soit I un intervalle de R (non nécessairement un segment), soit g: I — F et a € I.

x
Si g est continue, alors la fonction G : x — / g(t)dt est de classe C* sur I, et G' = g.
a

Corollaire 35 (Formule fondamentale du calcul intégral)

Soit g : I — F une fonction continue et soit G : [ — F une primitive quelconque de g. Alors :

b
Y(a,b) € I?, / g(t)dt = G(b) — G(a).

Notation
On notera classiquement [G]% = G(b) — G(a).

4) Inégalité des accroissements finis

En revanche, le résultat suivant reste vrai pour les fonctions vectorielles :

Théoréme 36 (Inégalité des accroissements finis)
Soit f € CY(I, F). Alors :

Y(a,b) € 1%, [If(b) = f(a)ll < |b—al sup [If'(®)]-

te(a,b]

IV  Formules de Taylor pour les fonctions vectorielles

Théoréme 37 (Formule de Taylor avec reste intégral)
Soit n € N. Soit f € C"TY(I, F). Pour tout (a,b) € I?, on a :

n _a k
o) =3 =9 jbg) 4 R,

k!
k=0

n

b
b—t)" .,
ot R, :/ #f(n-l—l)(t)dt.

Corollaire 38 (Inégalité de Taylor-Lagrange)
Soit n € N. Soit f € C"TY(I, F). Pour tout (a,b) € I?, on a :

b—a n+1
b=al™ i @),

i) -3 C= D 0| = g, < Lo
k! T (D)) sefap)

k=0

Théoréme 39 (Formule de Taylor-Young)
Soit n € N. Soit f € C*(I,F). Pour tout a € I :

o (t—a)t (k) n
fO) =Y —"f®@)+ o ((t—a)).

k' t—a
k=0
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V  Suites et séries de fonctions vectorielles

Nous allons maintenant généraliser les résultats des chapitres 7 et 9 (suites et séries de fonctions) a
des fonctions f: A C E — F, ou F et F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie.

1) Geénéralités

Définition 40 (Types de convergence des suites de fonctions)
Soit (fn) € F(A, F)N, et soit f € F(A,F).
(i) On dit que la suite (f,) converge simplement vers f et on note f, ok f lorsque pour
tout t € A, la suite (f,(t)) converge vers f(t) dans F.
(#3) On dit que la suite (f,) converge uniformément vers f et on note f, o f lorsque les

fonctions f, — f sont bornées a partir d’un certain rang et || fn — fllco —+> 0, ou l’on note
n—-+oo
1fn = flloo = sup || fa(t) — @)l F-
teA

Définition 41 (Types de convergence des séries de fonctions)
Soit (f,) € F(A, F)N.

(i) On dit que la série de fonctions >, fr converge simplement vers S : A — F lorsque la

k>0
n
suite des sommes partielles S,, = > fr converge simplement vers S.
k=0
(ii) On dit que la série de fonctions > fi converge uniformément vers S : A — F lorsque
k>0

n
la suite des sommes partielles S, = >, fr converge uniformément vers S.
k=0
(i4i) On dit que la série de fonctions Y fi converge normalement lorsque les fj sont bornées
k>0
sur A et la série Y || fr]|loo converge.
k>0

Propriété 42 (Lien entre CVU et reste)
Soit (f,) € F(A,F)N. La série Y. fi, converge uniformément si et seulement si elle converge

£>0
+oo
simplement et la suite des restes R, = > fr converge uniformément vers 0.
k=n-+1

Propriété 43 (La convergence normale entraine la convergence uniforme)

Soit (fn) € F(A, F)N. Si la série Y fi converge normalement, alors elle converge uniformément.
k>0

2) Continuité et double limite

Théoréme 44 (Continuité de la limite d’une suite de fonctions)
Soit (fn) € F(A, F)N et f € F(AF).
(i) Soitty € A. Siles f, sont continues en ty et si (fn) converge uniformément vers f sur un
voisinage de to relatif a A, alors f est continue en tg.

(ii) Siles f, sont continues sur A et si pour tout tog € A, (f,) converge uniformément vers f
sur un voisinage de ty relatif a A, alors f est continue sur A.
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Théoréme 45 (Continuité de la somme d’une série de fonctions)
Soit (fn) € F(A, F)N.

(i) Soitty € A. Siles f, sont continues en to et si la série Z fn converge uniformément sur
+00
un voisinage de tog relatif a A, alors la fonction somme S = Z fn est continue en tg.
n=0
(i3) Siles f,, sont continues sur A et si pour tout to € A, la série Z fn converge uniformément
+00
sur un voisinage de to relatif a A, alors la fonction somme S = Z fn est continue sur A.

n=0

Théoréme 46 (Théoréme de la double limite pour les suites de fonctions)
Soit (f,) € F(A, F)N, soit f € F(A, F) et ty € A. On suppose que :

(i) La suite (f,) converge uniformément vers f sur un voisinage de to relatif a A.

(#9) Pour tout n € N, fp(t) — £, € F.
t—to

Alors, la suite (£,,) converge vers £ € F et f(t) = ¢, c’est-a-dire
—to

lim (lim fn(t)) = lim ( lim fn(t))

n—+4oo \t—to t—top \n—+oc0

Théoréme 47 (Théoréme de la double limite pour les séries de fonctions)
Soit (fn) € F(A, F)N et ty € A. On suppose que :

(1) La série g fn converge uniformément sur un voisinage de to relatif a A.

(#9) Pour tout n € N, fp(t) — £, € F.
t—to

400
Alors, la série ZEn converge vers £ € F et la fonction somme S = an vérifie S(t) v l,
—to
n=0

c’est-a-dire

io (Lm fn<t>) = Jim (f fn(t)> :
n=0

n=0

3) Intégration et dérivation

Propriété 48 (Convergence uniforme des primitives)

Soit I un intervalle de R, soit (g,) € CO(I, F)N.

Si (gn) converge uniformément vers g : I — F sur tout segment de I, alors pour tout a € I, la suite
de fonctions (G,) définie par

VneN, Ve eI, G,(x) :/ gn(t)dt

converge uniformément sur tout segment de I vers la fonction G : I — F définie par

Théoréme 49 (Interversion limite/intégrale sur un segment)
Soit (fr) une suite de fonctions continues [a,b] — F qui converge uniformément vers f : [a,b] — F.

Alors
b b
/a fu(t)dt — /a f(t)dt.
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Propriété 50 (Convergence uniforme d’une série de primitives)
Soit (gn) € F(I, F)N, ou I est un intervalle de R. On suppose que :

(i) Pour tout n € N, g, est continue sur I.

(i1) La série de fonctions Y g, converge uniformément sur tout segment de I vers S: I — F.

x
Pour tout a € I, on note G, : v — / gn(t)dt. Alors, la série de fonctions > G, converge
a

xX
uniformément vers G : x — / S(t)dt sur tout segment de I.
a

Théoréme 51 (Théoréme d’intégration terme a terme sur un segment)
Soit (f,) une suite de fonctions continues [a,b] — F. Si la série Y f, converge uniformément sur

[a, b], alors
00 b b [+
3 ( / fn<t)dt> =/ (Z fn<t)> dt.

Théoréme 52 (Théoréme de dérivation d’une limite de fonctions)
Soit I un intervalle de R, soit (f,) € F(I,F)N. On suppose que :

(i) Pour tout n € N, f,, est de classe C' sur I.
(i) La suite (fy,) converge simplement vers une fonction f : I — F.

(ti1) La suite des dérivées (f],) converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction
g: I —F;

Alors, la suite (f,,) converge uniformément vers f sur tout segment de I, f est de classe C' sur I,
et f' = g. Autrement dit, on a

/
. ! !/ __ .
dm fi=r = (i )

Théoréme 53 (Théoréme de dérivation terme a terme d’une série de fonctions)
Soit (fn) € F(I, F)N, ou I est un intervalle de R. On suppose que :

(i) Pour toutn € N, f, € CY(I,F).
(#i) La série de fonctions »_ f, converge simplement vers S : I — F sur I.
(#3i) La série des dérivées > fI converge uniformément sur tout segment de I vers T : I — F.

Alors la série . fn converge uniformément sur tout segment de I, la fonction S est de classe C*
sur I, et ' =T. Autrement dit, on a

+oo ! +oo
(z fn) S
n=0 n=0
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CH16 : Equations différentielles linéaires

Dans tout ce chapitre, K =R ou C.

I désigne un intervalle de R d’intérieur non vide et E un K-espace vectoriel normé de dimension finie.
On rappelle que 'ensemble L£(E) (formé des endomorphismes de F) est également un espace normé
de dimension finie, mais également une algébre normée pour les lois (+,-,0) : en effet, étant donnée
une norme || . || sur E, la norme "triple" ||| . ||| définie par

ulx
vue £(E), |l = sup LA
z€E\{0} HJC”

est une norme sur L(F) vérifiant :

Idelll =1, Y(u,v) € L(E)?,  [llwovll] < |[fulll [[lv]]]-

De méme, pour tout n € N*, M,,(K) est une algébre normée, pour la norme ||| . ||| définie par :
1AV
vAe Mn(K),  [l[Alll = T
vern\fo} IVl
ou || . || est n”’importe quelle norme sur K™. On a

Il =1, V(4,B) € Ma(K)?, [[|ABI] < [lIA[II ]I B]]]

I Généralités
On abrégera "equation différentielle linéaire" par "EDL".

1) EDL vectorielles d’ordre 1

Définition 1 (Equation différentielle d’ordre 1)
(i) On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 une équation de la forme :
a(t)(@'(t) = B(E)(z(t) + (1),

otva:l— LE), :1— L(E)ety: I — E sont des applications continues données, et
linconnue x : I — E est une fonction dérivable.

(#9) L’équation est dite résoluble en x’ lorsque Vt € I, a(t) € GL(E). Dans ce cas, l'équation
est équivalente a 1’équation résolue en x’ :

2'(t) = a(t)(z(t)) + b(t),
ouVt €I, a(t) = a(t) Lo B(t) et b(t) = a(t) "L (y(t)).

Notation
Dans la suite, on considérera essentiellement des EDL sous forme résolue en z’ :

(B): () = a(t)(z(t) + b(t),
avec a: I — L(E) et b: I — E continues. On emploiera fréquemment la notation abrégée suivante :
(B): 2’ =a(t)(z) +b(t),

ou l'on ne rappelle pas que l'inconnue x dépend de la variable réelle ¢, ou, de maniére encore plus
abrégeée :

CH16 : Equations différentielles linéaires 1/ 12



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

Définition 2 (Solution d’une équation différentielle)
Soit une EDL sous forme résolue (E) : x' = a(t)(z) + b(t), avec a € C°(I, L(E)) et b € C°(I,E).
Une solution de (E) sur I est une fonction x : I — E dérivable telle que

Vtel, Z'(t) = a(t)(z(t)) + b(t).

Propriété 3 (Régularité d’une solution)
Toute solution de (E) sur I est automatiquement de classe CL.

Vocabulaire

La fonction ¢ + b(t) est appelée second membre de I'équation (E) : 2’ = a(t)(x) + b(¢).
L’équation (F) est dite a coefficients constants lorsque ¢ — a(t) est une fonction constante.
L’équation (H): 2’ = a(t)(z) est appelée équation homogéne associée a (E).

2) Structure de ’ensemble des solutions

Notation

On notera S;(E) l'ensemble des solutions de (E) : 2’ = a(t)(x) + b(t) sur l'intervalle I.

De méme, on notera Sy(H) Pensemble des solutions de ’équation homogeéne associée (H) : =’ = a(t)(x)
sur 'intervalle I.

Propriété 4 (Structure des ensembles de solutions)
(i) L’ensemble S;(H) est un sous-espace vectoriel de C1(I, E).

(ii) Si on connait une solution fy € Si(E), alors on a
S1(E) = {h+ fo, h € Si(H)}

("sol. générale de (E)" = "sol. générale de (H)" + "sol. particuliére de (E)").

Propriété 5 (Principe de superposition)
Si f1 est solution de &' = a(t)(z) + b1(t) sur I et si fo est solution de x' = a(t)(x) + ba(t) sur I,
alors f1 + fo est solution de 2’ = a(t)(z) + b1 (t) + ba(t) sur I (ou by et by sont dans C°(I, E)).

3) EDL scalaires d’ordre n

Définition 6 (EDL scalaire d’ordre n)
Soit n € N*. On appelle équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n résolue sur I une
équation de la forme :

2() = ano1 (D2 (0) + -+ @ ()2 (t) + ao(B)z(t) + b(d),

ot les fonctions a; : I — K et b: I — K sont continues.
Une solution sur I d’une telle équation est une fonction x : I — K n-fois dérivable telle que

viel, 2() = an_ 1)z V@) + -+ a1 (02 (t) + ao(t)z(t) + b(t).

Propriété 7 (Régularité d’une solution)
Toute solution d’une EDL scalaire d’ordre n résolue est de classe C™ sur I.

Vocabulaire
La aussi, on parle de second membre pour la fonction b, et on appelle équation homogéne associée
a
(E): 2 (0) = an-a (e D (1) + - + ar(B)'(£) + ao()(t) + b(2)
I’équation sans second membre
(H): () = a1 ()™ @) + -+ ay ()2 (t) + ao(t)z(t).

On emploiera également les notations Sy(E) et Sy(H) pour les ensembles de solutions.
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Théoréme 8 (Equivalence entre systéme et équation scalaire)

Soit
(B): @ (t) = an-1 (o™ D (t) + - + ar ()2 (£) + ao()(t) + b(2)
une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n > 1, avec ag,- -+ ,an_1,b € C°(I,K).
x(t)
' (t)
Soit x € C"(I,K). On pose X : t ) € CHI,K").
x("_l)(t)

Alors, x est solution de (E) sur I si et seulement si la fonction vectorielle X est solution du systéme
différentiel :
(B): X'(t) = A@®)X(¢) + B(1),

0 1 0 0
0 0 1 0 0
on Al)=| : e Mu(K) et B(t) = 0 e K.
. S :
0 ... ... 0 1 b(t)
Cbo(t) al(t) °060 500 5060 an_l(t)
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I Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire et conséquences

FE désigne toujours un K-espace vectoriel normé de dimension finie, et I un intervalle de R d’intérieur
non vide.

1) Le théoréme

Théoréme 9 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire pour les EDL d’ordre 1)
Soit a € CY(I,L(E)), b € C°(I, E), soit (ty,r0) € I x E. Alors le probleme de Cauchy

(PC) : { a'(t) - at)(z(t)) + b(t)

I(to) Zo

posseéde une unique solution x € C*(I, E).

Corollaire 10 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz pour les EDL scalaires d’ordre n)

Soit n € N*, soit ag,a1,--- ,a,—1 et b des fonctions continues I — K. Soit to € I et
(o, g, - - - ,x(()"_l)) € K™. Alors le probleme de Cauchy linéaire scalaire d’ordre n

M (t) = an—1 (2D () + -+ + ax(8)2' (t) + ao(t)z(¢) + b()
l‘(to) = X9
(pc): { *'(to) =g

(D (ty) = xé"_l)

posséde une unique solution x € C™(I,K).

2) Dimension des espaces de solutions

Théoréme 11 (Dimension des espaces de solutions)
Soit a € C°(I,L(E)), b € CO(I, E). On considére les équations différentielles :

(B): o' =a(t)(z) +b(t), (H): 2’ = a(t)(z).

S](H) — FE

est un isomorphisme linéaire,
x —  x(to)

(1) Pour tout to € I, Uapplication ¢y, : {
donc dim(S;(H)) = dim(F).

(ii) Si(E) est non vide, c’est un sous-espace affine de C*(I, E) de dimension dim(E), paralléle a
S1(H) (c’est-a-dire que Si(E) s’obtient en translatant Sy(H) par n’importe quelle solution
particuliere de ).

Corollaire 12 (Dimension des espaces de solutions pour les équations d’ordre n)
Soit n € N*, soit ag,ay,--- ,an_1 et b des fonctions continues I — K.
On note :

(B): 2™(t) = an (02D (8) + -« + aa (B2’ (8) + ao(t)(t) + (),
(H): (@) = an_1@®)z™ V@) + -+ a1 ()2 () + ao(t)z(t).
(i) Pour tout tg € I, Uapplication

Pto z — (2(to), 2 (t0), - 2D (t))

est un isomorphisme, et donc S;(H) est un K-espace vectoriel de dimension n.

(73) Si(E) est non vide, c’est un sous-espace affine de C"(I,K) de dimension n, paralléle a

Si(H).
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3) Exemples d’équations différentielles non résolubles

Il s’agit d’équations scalaires d’ordre n sous la forme :
(2™ () = an-1 (DT D (1) + - + a1 (2’ (1) + ao(B)a(t) + B(8),

ou les «; et B sont continues I — K et la fonction ¢ — a,(¢) s’annule sur 1.

Méthode

Pour résoudre de telles équations sur I, on les résout d’abord sur les sous-intervalles J C I sur lesquels
ay, ne s’annule pas (en se ramenant & une forme résolue en =™ sur laquelle on peut appliquer les
résultats précédents). Puis on essaye de "recoller” les solutions obtenues pour former des solutions
valables sur tout I, c’est-a-dire des fonctions n-fois dérivables sur tout I.
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IIT Systémes différentiels linéaires a coefficients constants

Il s’agit des équations de la forme
a'(t) = a(x(t) + b(t),
ol a € L(E) ne dépend pas de t, et b € CO(I, E).
Si F = K", cela revient a considérer des systémes différentiels de la forme :

X'(t) = AX(t) + B(t),

ot A€ M, (K) et BeCI,K").

En exploitant I’équivalence entre systémes différentiels et équations scalaires, les résultats de cette
partie vont aussi permettre la résolution des équations différentielles linéaires scalaires d’ordre n a
coefficients constants :

n—1
M (t) = Z a;iz D (t) + b(t),
i=0
ol ag, -+ ,a,_1 € Ket beC'I,K).

1) Propriétés de ’exponentielle de matrice / d’endomorphisme

Théoréme 13 (Propriétés de I’exponentielle de matrice)
(1) exp: Mp(K) = M, (K) est bien définie et continue.
(it) Pour tout A € M,,(K), Uapplication S : t — exp(tA) est de classe C* sur R et

vVt € R, S'(t) = Aexp(tA) = exp(tA)A.

(ti1) Si AB = BA, alors exp(A + B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).
(iv) Pour tout A € M, (K), exp(4) € GL,(K) et exp(A)~! = exp(—A).

2) Reésultat général

Théoréme 14 (Solution d’un systéme différentiel a coefficients constants)
On considere le systéeme différentiel a coefficients constants

(H): X'(t) = AX (%),

avec A € M,,(K), et le probléme de Cauchy

X —
(PC): { X (to) = Xo ’

avec tyg € R et Xg € K™.
(i) Les solutions de (H) sont les X : t — etV avec V € K".
(i1) L’unique solution de (PC) est X :t > e(!=t0)A X
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3) Exemples de résolutions explicites
a) EDL scalaires d’ordre 2 a coefficients constants

On va montrer comment retrouver Pexpression des solutions (vue en MP2I) des EDL d’ordre 2 a
coeflicients constants, grace a ’équivalence entre les EDL scalaires d’ordre n et les EDL vectorielles
d’ordre 1.

b) Systémes différentiels avec A diagonalisable

c) Systémes différentiels avec A trigonalisable
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IV Systémes différentiels linéaires : cas général

1) Systéme fondamental de solutions, wronskien

Définition 15 (Systéme fondamental de solutions)
Soit le systeme différentiel linéaire homogéne

(H): X'(t) = A@)X (1),

avec A € CO(I, M, (R)), d’inconnue X € C*(I,K").
On appelle systéme fondamental de solutions de (H) toute base (X1, -+ ,X,) du K-espace
vectoriel St(H) (qui rappelons-le est de dimension n).

Définition 16 (Wronskien d’une famille de solutions)
Soit (X1,--+,Xn) une famille (non nécessairement libre) de n solutions du systéme différentiel
linéaire homogeéne

(H): X'(t)=A{t)X(t).

On appelle wronskien de la famille (X1, -, X,,) Uapplication
_ { I — K
Lt o— w(t) =det(X1(t), -, Xn(t))

(ot le déterminant est calculé par rapport & la base canonique de K™).

Théoréme 17 (Caractérisation des systémes fondamentaux de solutions)
Avec les notations précédentes, il y a équivalence entre :

(1) (X1, -+ ,X,) est un systéme fondamental de solutions de (H) ;
(’LZ) Jtg € 1, w(to) 75 0,
(113) Vt € I, w(t) # 0.

Dans ce cas, on dit que la matrice Q(t) = Xi(t) Xao(t) -+ X,(t) est une matrice

fondamentale de (H). On a alors les propriétés :
1. Q(t) est inversible pour tout t € I.
2. Q'(t) = A(t)Q(t) pour tout t € I.
3. Les solutions de (H) s’écrivent X (t) = Q(t)V, avec V € K".

2) Rappel : MVC pour les équations scalaires d’ordre 1

On considére I’équation différentielle (E) : a'(t) = a(t)x(t) + b(t), ot a,b € C°(I,K), et son équation
homogene associée (H) : z'(t) = a(t)x(t).
Les solutions de (H) sur I sont les fonctions

x:tHaeA(t), aekK
avec A une primitive de a sur I.
En effet, on vérifie facilement que la fonction ¢ + eA(*) est une solution non nulle de (H). Par ailleurs
Si(H) est un K-espace vectoriel de dimension 1, donc S;(H) = Vect(t — e?®)

Méthode (Méthode de variation de la constante)
Une fois que l'on connait les solutions de (H), on peut chercher toutes les solutions de (E) sous la
forme
z(t) = A(t)eA®,
ot A : I = K est une fonction de classe C'.
En effet, toute fonction z : I — K de classe C' peut s’écrire sous cette forme, en posant X : t
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z(t)e AWM (ce qui est possible car t — e

solution de (E) si et seulement si

ne s’annule jamais sur I). Avec ces notations, x est

viel,  N(t)er® £ AHA ) = a(t)A(t)er® +b(t),

c’est-a-dire
N (t) = b(t)e=A®

(les "A(t) " se sont simplifiés car A'(t) = a(t)).
Si on parvient a calculer une primitive de t — b(t)e=A®) | on obtient alors toutes les solutions de (E) :

t
x(t) = (/ b(s)e A ds + a) A, ackK

to

(0w tog € I quelconque).

3) MVC pour les systémes différentiels linéaires

Théoréme 18 (MVC pour les systémes différentiels linéaires)
Soit le systeme différentiel linéaire avec second membre

(E): X'(t)=At)X(t) + B(t),

avec A € CO(I, M,(K)) et B € C°(I,K"), d’inconnue X € Cl( ,K™).
On suppose qu’on connait un systéme fondamental de (H) : X'(t) = A(t) X (t), noté (X1, -+, Xn),
et on note

Vel QW= | X)) Xal®) - Xu) | €CL.(K)

la matrice fondamentale.
Alors, les solutions de (E) sur I sont les fonctions

Xt QU)V (1),

ou V€ CHI,K") est telle que

V'(t) = Q)" B(t).

Méthode (Mise en oeuvre de la MVC sur un systéme différentiel)
Supposons que l’on connaisse un systeme fondamental de solutions du systéeme différentiel homogeéne :

(H): X'(t) = A()X (1),

noté (X1, -, X,).
D’apres le th. précédent, on peut chercher toutes les solutions du systéme avec second membre

(B): X'(t)=A®)X(t)+ B(¢t)
sous la forme

X(t) = QMV(t) = Z Ai(t) Xi(t)

ot Q(t) = (X1(t), -+, Xn(t)) est la matrice fondamentale et les \; : I — K de classe C' sont les
composantes de la fonction vectorielle t — V(t). Avec ces notations, X est solution de (E) si et

seulement st
A1(t) bi(t)

) ba(t)
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bi(t)
ot B(t) = :

b (t)
Ensuite, on intégre pour obtenir les coefficients X\;(t), puis la solution générale de (E) :

X() = 3 A(OXi(t).
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V EDL scalaires d’ordre 2
On considére des équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2 résolues en ' :
(B) = a(t) = a(t)a’(t) + b(t)x(t) + c(t),

ou a,b,c € C°(I,K).
L’équation homogéne associée est notée

(H): 2"(t) = a(t)z'(t) + b(t)z(t).

1) Systéme fondamental de solutions, wronskien

Définition 19 (Systéme fondamental de solutions)
On appelle systéme fondamental de solutions de (H) toute base (x1,x2) du plan vectoriel

Sr(H).

Propriété 20 (Lien avec les systémes différentiels)
(z1,22) est un systeme fondamental de solutions de (H) si et seulement si

) =((2).(2))

est un systéeme fondamental de solutions du systéme différentiel

(Zu): X'(t) = A1) X (1)

avec A = ( b((l) a(lt) )

Définition 21 (Wronskien de deux solutions de (H))
Six1,x9 sont deuzx solutions de (H) (non nécessairement libres), on appelle wronskien de la famille
(z1,x2) Uapplication

I — K

2 ! — To
1) | = 2 ®z2(t) — 2 (B)za(t)

1l s’agit du wronskien associé a la famille (X1, X2) = ((x1,2}), (x2,x})) de solutions du systéme
différentiel associé.

t — w(t)=

8
=~
—~

~+
~—

8

Théoréme 22 (Caractérisation des systémes fondamentaux)
Si x1, o sont deux solutions de (H) (non nécessairement libres), alors il y a équivalence entre :

(i) (x1,x2) est un systéme fondamental de solutions de (H) ;
(13) Jto € I, w(to) #0;
(t33) YVt € I, w(t) #0.
z1(t)  @2(t)

D . on dit t =< ;
ans ce cas, on dit que Q(t) 2 () zh(t)

> est une matrice fondamentale de (H).

Propriété 23 (Equation différentielle du wronskien)
Pour toute famille (x1,x2) de solutions de (H), le wronskien w vérifie I’équation différentielle :

2) MVC pour les EDL scalaires d’ordre 2

En exploitant encore ’équivalence entre équations scalaires d’ordre 2 et systéme différentiels & valeurs
dans K2, on peut adapter la méthode de variation des constantes des systémes différentiels pour
résoudre (E) & partir d’une base des solutions de (H).
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Théoréme 24 (MVC pour les EDL scalaires d’ordre 2)
On suppose connu un systeme fondamental (x1,x2) de solutions de

(H): 2" = a(t)x’ + b(t)x.

Alors les solutions de
(E): 2" = a(t)r’ + b(t)z + c(t)

sont les fonctions de la forme
z(t) = A(t)z1(t) + Aa(t)z2(2),

ol A1, A2 sont dans C1(I,K) et vérifient le systéme inversible :

{ 1 (t) A1 (t) + 22(t)A5(t) =0
2y (X1 () + 25()A5(t) = e(b).

3) MYVC partielle (abaissement d’ordre)

On rappelle les notations :
(H): 2"(t) = a(t)z'(t) + b(t)z(t)

(E): 2"(t) = a(t)z'(t) + b(t)z(t) + c(t).

Si on connait une solution de (H), notée xo(t), qui ne s’annule pas sur I, alors on peut

chercher les solutions de (E) sous la forme :

x(t) = MN(t)xo(t), avec X de classe C? sur T

(cela revient & poser A\ = x/xp).

On obtient alors, en injectant cette forme dans (E), une équation d’ordre 1 en z = X’ (les termes en A
se sont simplifiés), qu’on peut résoudre, et ensuite, on détermine A(t) en intégrant, puis les solutions

z(t) en remultipliant par xo(¢).
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