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Exercice 19 du CH18 : Variables aléatoires discrétes

Exercice 19 (***Points fixes de permutations)
On considére la variable X,, égale au nombre de cycles disjoints d’une permutation de I’ensemble

{17 e 7n}'
1. Etablir : Vi € {1,--- ,n+ 1}, P(Xpp1 = i) =

P(X,=i—1) nP(X,=1)

n+1 n+1
2. En déduire, si G,, désigne la fonction génératrice de laloi X,,, qu'on a : G,,11(t) = Zi i G (t).
3. En déduire I'expression factorisée du polyndéme G,,.
4. Que vaut E(X,)?
Corrigé de I’exercice 19
1. On munit 'univers S,, (groupe symétrique de {1,--- ,n}, qui est de cardinal n!) de I’équiproba-

bilité P (on tire une permutation au hasard).

La variable aléatoire X,, compte le nombre de cycles disjoints qui composent la permutation
tirée (y compris les cycles de longueur 1, qui correspondent aux points fixes de la permutation),
on a donc X, () ={1,--- ,n}.

Remarque
Les cas extrémes sont les n-cycles (événement [X,, = 1]), et lidentité (événement [X,, = n]).
Par équiprobabilité, on a

) . Card(A, Card(A, ;
Vi € [1,n], P(X,=1i) = Carcg(S )) = n(! ),

ou A, ; désigne I'ensemble des permutations de .S,, composées de ¢ cycles disjoints.
Fixons i € [1,n + 1] et étudions une permutation o € A, 41, qu'on peut décomposer sous la
forme :

O ="710---0%,

avec les y; des cycles de supports disjoints (en comptant les 1-cycles).
Plusieurs cas se présentent, selon la valeur de o(n + 1) :

o |Sion+1)=n+1
o et on a dans ce cas :

, alors il suffit de connaitre la restriction o’ = o|[; ) pour déterminer

o=0o(n+1),

donc ¢’ est composée de ¢ — 1 cycles, c’est-a-dire 0’ € A,, ;_1. De plus, en notant

Afﬁjﬁz = {U S An+1,ia O'(TL + 1) =n-+ 1},

(n+1) _
l’application{ ntli 7 Apic1

, est clairement bijective, donc
g 70 = 0|[1n]

Card(ASflfi)) = Card(An,i—1) |

Remarque
Meéme si cette formule n’a a priori de sens que pour i > 2, elle vaut également pour i = 2

puisque Ag:flli =A,0=0.
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. ‘ Sio(n+1)=a; €[1,n] ‘7 alors on se rameéne au cas précédent en posant :

p=(a1 n+1l)oo.

En effet, cette nouvelle permutation vérifie p(n + 1) = n + 1, donc la restriction o’ = p|[1 )
définit un élément de S,,. Comptons le nombre de cycles de cette restriction. En supposant
que a; fait partie du cycle 71 dans o (¢a ne change rien puisque les v; commutent deux a
deux) , on a

o=Mn+1 ar---aq)0y20---07%,

ot ¢ € N* et les a; sont des entiers distincts dans [1,n], donc
p=(a1 n+1)o(n+1 a;---ag)oyeo---0ovy;,=(a;---az)o(n+1)oygo---0~,.
Ainsi, la restriction ¢’ se décompose de la maniére suivante :

J/:p‘[l,n] :((11-‘-67,(])0')/2o...o,yi7

ce qui montre que o’ posséde exactement i cycles (comme o), et donc o’ € Ap i
De plus, en notant

Agﬂz ={occ A1, oc(n+1)=ar},

(a1)

I’application { At — Ani
ag

, est clairement bijective, d’inverse
70 =Pl

)

Ani — Al
© — (a1 n+1l)oyp

donc

C’ard(Agiﬂ,i) = Card(An;) |,

et ce pour toute valeur a; € [1,n].

Remarque
Meéme si cette formule n’a a priori de sens que pour i < n, elle vaut également pour i = n+1

puisque Agﬁi’n_‘_l =Anny1=0.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir la relation de récurrence proposée. En partition-
nant A1, suivant la valeur de 'image de n + 1 (notée k), on a la réunion disjointe :

— (k)
An—i—l,i - U An+1,ia
k=1

donc

Card(An+y1,:) = Z C’ard(Aglkll,i) + C’ard(AflT_l}i)) =nCard(A, ;) + Card(An i—1),
k=1

d’aprés ce qui précéde. On en déduit par équiprobabilité sur les permutations :

Card(Apy1:)  nCard(Ay ;) + Card(Ay,;—1)
Card(Spy1) (n+1)! ’

P(Xpi1 = i) =

c’est-a-dire
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2. Puisque X, () = {1,--- ,n} pour tout n, on a pour tout réel ¢ :

n+1

Gn+1(t) n+1 ZIP n+1l — Z

D’aprés la question précédente :

n+1 . . n n+1
SR (B P =0Y 1 g, 1 S i
Gn+1(t)—i_1( n+1 + n+1 t _n+1i:0P(Xn_Z)t +n7 _1P(Xn_l)t'

Puisque P(X,, =0) =P(X,, =n+1) =0, on en déduit

n—+t

Gn+1(t) = nt1

Gn(t).

3. On a X; =1 (VAD constante) donc G1(t) = ¢ pour tout réel ¢t. On en déduit par récurrence :

Gn(t):LmGn_l(t): (n—14+t)(n—2+1)

n n(n —1)

c’est-a-dire
=
= H

4. X,, étant une VAD finie, elle admet une espérance, et

— |
EESEICAURES o)) (29| IEEES 31 | CRRIEES e pid

k=0 j£k k=0 j£k k=0 k=1
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