Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

Exercices du CH16 : Equations différentielles linéaires

Exercices de la banque INP a étudier : ex 31, 32, 42, 74, 75

I Reévisions MP21

Exercice 1 (*Ordre 2 a coefficients constants)
Résoudre sur R les équations différentielles :

1.y’ + 4y + 4y = —4x.
2.y +19 — 2y = 9e” + 6.
3. ¥ +y=sin(wz), w e R.

Exercice 2 (*Recollement)
Résoudre l'équation différentielle (E) : t?y’ + (1 — t)y = 1 d’inconnue y : R — R, sur R%, R* et R.
Préciser la dimension de 1’espace vectoriel des solutions de (E) sur chaque intervalle.

II Exponentielles de matrices

Exercice 3 (*Puissances et exponentielle d’une matrice)
1. Déterminer, pour tout k € N, le reste de la division euclidienne de X* par (X — 1)(X — 2).

2. Soit A € M, (K). On suppose qu’on a A? — 34 + 21, = 0, (x)- Déterminer 'expression de
exp(A) en fonction de A et I,.

Exercice 4 (*Exponentielle d’une matrice antisymeétrique)
Soit A € A, (R) (ensemble des matrices antisymétriques). Montrer que exp(A) € SO, (R).

Exercice 5 (**)
Soit A € M,,(K). Montrer que e est un polynome en A.

Exercice 6 (***Limite d’une exponentielle de matrices)
Soit A € M,,(C). Montrer que . liT exp(tA) = Opq, (o) si et seulement si toutes les valeurs propres
—-+0o0

de A sont de partie réelle strictement négative.

Exercice 7 (**%*)

Soit A € M,(K). Etablir que lif}rl (Ip + é) = exp(A).
n——+o0o n

IIT Reésolution de systémes différentiels

Exercice 8 (**Systémes différentiels)
Résoudre les systemes différentiels :

I
m/_y+z ' =z+8y+e ) = (1 +t)zy + tzy — €
(El): y=x ) (22): / —3¢ (23): ’ t
Z=x+y+z y=22+yte Ty = —try + (L —t)zz +e
' =2y +2z o =r—2
(Ba): Q¥ =—x+2y+22, (B5):qy =x+y+z
Z=—z+y+32 Z=—-z—y+2z
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Exercice 9 (**Résolution a I’aide d’une exponentielle de matrice)
2 0 1

Soit A= 1 -1 -1
-1 2 2

1. Calculer x4.
2. En déduire I'expression de exp(tA) pour t € R.
' =2z +z2
3. Résoudre le systéme différentiel (X): Sy =2 —y— 2
2 =—z+2y+22

IV Résolution d’équations scalaires

Exercice 10 (*Résolution par série entiére)
En utilisant les séries entiéres, résoudre sur | — 1, 1[ I'équation différentielle :

(1 —t*)z" — 6ta’ — 4z = 0.

Exprimer la solution générale & 'aide de fonctions usuelles.

Exercice 11 (*Variation des constantes)
Résoudre les équations différentielles :

1. (B):(14+2)y +y=1+In(1+=z) sur | — 1, +o0].
2. (BE2):y"+y= rsl(x) sur ]f% Z [
3. (BE3) : t?y" — 2y = 3t? sur R* , R%, puis sur R.

Exercice 12 (**Prolongement de solutions)
Montrer que toutes les solutions de I’équation différentielle (E) : y"” +2y' +y = ﬁ possédent une

limite finie en 07. Le prolongement obtenu est-il dérivable ? deux fois dérivable ?

Exercice 13 (*Equation d’Airy)

On considére I’équation différentielle (E) : y" — zy = 0.

Montrer, sans chercher a les expliciter a 1’aide des fonctions usuelles, que toutes les solutions de (F)
sont développables en série entiére sur R.

Exercice 14 (**)
Soit ’équation différentielle (E) : (1 — )y’ +y =g, ot g ;] — 1,1[— R est continue.
On note (Fy): (1 —z)y' +y=0.
1. Résoudre (Ep).
2. On suppose, dans cette question, que g est développable en série entiére (en 0), g(z) =
+oo
> bpa™, de rayon > 1.
n=0

Montrer que (E) admet au moins une solution développable en série entiére (en 0), y(x) =

—+oo
> apz™, de rayon > 1, et vérifiant :
n=0

n—1
1
ap=—-ag+by et VYn>2 a,=—— E kby,.
n(n —1) =

3. On suppose dans cette question : Vz €] — 1,1, g(z) = —In (1 — £).
Déterminer une solution de (E) sous forme de série entiére et 'exprimer a 1’aide de fonctions
usuelles.
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V Etudes qualitatives

Exercice 15 (**Limite de solutions)

1. Soit h : R — C continue de limite nulle en +o0o. Montrer que les solutions de I’équation
différentielle y' + y = h convergent vers 0 en +oco.
Indication : en wutilisant la variation de la constante, on peut obtenir une expression des
solutions a l’aide d’une intégrale.

2. Soient f : R — C de classe C! et £ € C. On suppose que f + f’ +—> £. Montrer que f +—> L.

Exercice 16 (**)
Soient n > 1 et S € ST (R).
Montrer que toutes les solutions X : R — My, 1(R) de X" + SX = 0,4, ,(r) sont bornées.

Exercice 17 (**)
Soient I un intervalle réel d’intérieur non vide et ¢1,q92 : I — R des applications continues telles
que :

vVt eI, ga(t) = qu(t).

Soient u; et us des applications 2 fois dérivables sur I et telles que :
Vi e {1,2}, Vt € I, u](t) + qi(t)ui(t) = 0.

On suppose qu'il existe a et b dans I avec a < b tels que uj(a) = uy(b) = 0 et que uy et uy ne
s’annulent pas sur |a, b|.
On définit, pour tout t € I, w(t) = wf (t)ua(t) — wh(t)u (t).

1. Démontrer que w est monotone sur [a,b] et étudier le signe de w(a) et w(b).

2. En déduire que u; et uy sont proportionnelles sur [a, b].

Exercice 18 (**Zéros de solutions)
Soient I un intervalle réel d’intérieur non vide et p : I — R continue.
1. Soit z : I — R dérivable telle que 2’ + pz > 0. Montrer que z admet au plus un zéro dans I.
2. Soient g : I — R continue telle que ¢ < 0 et y : I — R deux fois dérivable et non nulle telle
que y" +py’ + qy =0.
Montrer que yy’ admet au plus un zéro dans I.

Exercice 19 (***Zéros d’une solution)
Soient I un intervalle de R d’intérieur non vide et p,q € C°(I,R). On considére I'équation :

(E):y" +py' +qy=0.

Soit f une solution sur I réelle et non identiquement nulle de (E).

1. On suppose qu’il existe deux réels a et b avec a < b et tels que f(a) = f(b) = 0.
Montrer que ensemble Z = {z € [a ;b], f(z) = 0} est un ensemble fini.

2. En déduire que I'’ensemble des zéros de f est un ensemble au plus dénombrable.
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Exercice 20 (***Histoires de parité)
Soit (a,b) € C(R,R)2. On considére 'équation différentielle homogeéne :

(B) 1y +ay +by=0,
dont on note Sy ’espace des solutions.

On suppose la fonction a impaire et la fonction b paire. Soit f € Sp.

1. Montrer que les fonctions f,, : t — f(t) + f(—t) et f; : t — f(t) — f(—t) sont des solutions de
So, respectivement paire et impaire.

2. En déduire que s'il existe une solution de (E) qui ne soit ni paire ni impaire, alors (f,, fi)
forme une base de Sg.

3. Montrer finalement qu’il existe une base de Sy formée d’une fonction paire et d’une fonction
impaire.

VI Autour des lemmes de Gronwall

Exercice 21 (**Lemmes de Gronwall)

Les résultats qui suivent, appelés lemmes de Gronwall, servent & majorer ou minorer des fonctions
vérifiant des inéquations différentielles ou intégrales. Ce sont notamment des outils puissants pour
établir des résultats d’unicité dans la théorie des équations différentielles.

Dans tout cet exercice, I désigne un intervalle de R d’intérieur non vide, et ty un point de I.

1. Lemme de Gronwall différentiel
Soient w € C1(I,R), v € C°(I,R) telles que Vt € I, w'(t) < v(t)w(t).
Montrer que pour tout ¢ € I tel que ¢ > tg, on a w(t) < w(to)ef’b v(s)ds

2. Lemme de Gronwall intégral
Soient u,v € C°(I,R), a € R tels que v > 0 et pour tout ¢t € I :

t>tg = u(t) <a-+ /t v(s)u(s)ds.

to

t
Montrer que pour tout ¢ € I tel que ¢t > tg, on a u(t) < aelio V99,

3. Variante du lemme de Gronwall intégral
Soient u,v € C°(I,R), a € R tels que u >0, v > 0 et

Vtel, u(t) <a-+

/t v(s)u(s)ds| .

to

)ftto v(s)ds‘ .

Montrer que pour tout ¢ € I, on a u(t) < ae

Exercice 22 (**Lemme de Gronwall discret)
Soient (un)nen, (Un)nen €t (an)nen des suites positives. Soit (V,,)nen la suite définie par

n—1

V():O, Vnzl, Vn:ka.
k=0

On suppose que Vn € N, up11 < ap + (1 4 vp)un,.

n—1
Montrer que Vn € N*, u,, < uge"” + Z ape’r Ve,

k=0
Ce lemme est notamment utile pour la résolution numérique des équations différentielles, c’est-a-
dire lorsqu’on cherche & approcher une solution d’équation différentielle par une suite de points
(comme c’est le cas dans la méthode d’Euler par exemple).
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Exercice 23 (**Une inéquation différentielle)
Trouver toutes les fonctions f : [0,1] — R dérivables telles que f(0) =0, f(1) =1 et :

vz €[0,1], f'(z) +zf(x) > z® + 2.

Exercice 24 (**%*)
Soit ¢ : RT — R une fonction de classe C!, strictement positive et croissante.
Montrer que toutes les solutions de 3" + gy = 0 sont bornées sur R*.

VII Divers

Exercice 25 (**)

I désigne un intervalle de R d’intérieur non vide. Soient A € C°(I, M, (R)), B € C°(1,R") et ¢ € I.
On consideére le systéme différentiel : X' = A(t) X + B(t).

Montrer qu’une solution X : I — C™ de ce systéme est a valeurs réelles ssi X (¢o) € R".

Ainsi une solution & valeurs dans C qui admet une valeur non réelle a en fait toutes ses valeurs
non réelles!

Exercice 26 (**Une méthode de calcul utilisant le wronskien)
On souhaite résoudre sur |0 ; +o00[ I’équation différentielle :

2
(Eg) : a2 + gx' +x=0.
sin(t)
7
2. Soit ¢ une solution quelconque de (Ep). On note W le wronskien de (¢1, ¢).

1. Vérifier que la fonction ¢; : ¢t — est solution.

/
W
Montrer que sur un intervalle J C ]0 ; +o00[ sur lequel ¢; ne s’annule pas, on a (ﬁ) = —.
Y1 Y1
3. En utilisant ’équation linéaire d’ordre 1 vérifiée par le wronskien, en déduire toutes les solu-

tions de (Ep).

Exercice 27 (*DL d’une solution)

On considére I'équation (E) : 2(z — 1)y’ +y = sin(2z) + 22
1. Montrer que (E) admet une unique solution f sur | — oo, 1[ vérifiant f(0) = 0.
2. Déterminer un DL de f a l'ordre 4 en 0.

Exercice 28 (**%*)
Trouver toutes les applications f : R — R deux fois dérivables telles que :

Vz e R, f"(z)+ f(—z) = x.
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Exercice 29 (***Preuve du théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire)
Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle de R d’intérieur non vide.
On va montrer que le probléme de Cauchy :

(PC) : { 2/ (t) = a(t)(x(2)) + b(t)

$(t0) = X0

(avec a € C°(I,L(E)), b € C°(I, E), (to,r0) € I x E) posséde une unique solution x € C*(I, E),
grace a une méthode de point fixe.

1. Montrer que les solutions de (PC') sont exactement les points fixes de I’application

@ C°I,E) — C°I,E)
: { x — ®(x): (t — xo + f:o (a(s)(z(s)) + b(s))ds)

Dans la suite, on considére la suite de fonctions (x,, )nen définie par
o : t— X, VYn €N, z,11 = D(x,).
2. En majorant ||®(x)(t) — ®(y)(t)||, montrer que la série de fonctions 3 (2,11 — ) converge

n>0
normalement sur tout segment [t1,%2] C I et en déduire l'existence d’une solution = de (PC).

3. Toujours a ’aide de ces majorations, établir 'unicité de .
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