Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2023-2024) Mathématiques (D. Broizat)

Exercices du CH10 : Suites de fonctions

Exercices de la banque INP a étudier : 9, 10, 11 (exemples d’études de CVU), 12 (limite uniforme
de fonctions continues), 48 (fonctions de moments nuls).

I Exemples concrets

Exercice 1 (**Exemples d’étude)
Etudier la convergence simple, uniforme, éventuellement uniforme sur certains segments, des suites
de fonctions :
R — R R, — R Ry — R
(a)f":{x — g (b)f"{ a:+ — In(14+2) (C)f"{ J:+ — |’
14+n222 n n(l+zm)
R, — R R — R
(d) fn : { T — z"—1 (6) fn : { T —>  cos (ﬂ) )
x"+1 n+1
Ry — R R — R
2 . 5 . n
(f) In T — { 45 S (E) S%x>0 ) (g) fn I —s e % a]cT]:
0 siz=0 k=0

Corrigé de I’exercice 1

Exercice 2 (*Fonctions définies en deux morceaux)
Soit f, : [0,1] — R définie par fn(z) = n’z(1 —nx) siz € [0;2] et fn(z) =0 sinon.

1. Etudier la limite simple de la suite (f,).

2. Calculer fol fn(x)dz. Y a-t-il convergence uniforme de la suite de fonctions (f,)?

3. Etudier la convergence uniforme sur [a, 1] avec a > 0.

Corrigé de ’exercice 2

Exercice 3 (*Convergence uniforme et dérivation)
%

T 1+ n222
1. Montrer que (fy,),>1 converge uniformément sur [—1, 1] vers 0.

Soit (fn)n>1 la suite de fonctions définies sur [—1, 1] par f,,(z)

2. Etudier la convergence de (f!),>1 sur [—1,1].
In(1 + n22?)

o2 . Montrer que
n

3. On considére la suite (g, ),>1 définie sur [—1,1] par g,(z) =

(gn)n>1 converge uniformément sur [—1, 1] vers 0.

Corrigé de l’exercice 3

Exercice 4 (**Multiplication par z™)

Soit f € C°([0,1],R) telle que f(1) = 0.

On définit la suite (fy,)nen de fonctions sur [0, 1] par f, : @ — 2™ f(z). Montrer que la suite (f,)
converge uniformément vers 0 sur [0, 1].

Corrigé de ’exercice 4
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Exercice 5 (**Fonctions définies en deux morceaux 2)
xz\M .
(1 — 5) si0<z<n

0 siz>n
Le but de ’exercice est de montrer que (f,,) converge uniformément vers z — e~ sur [0, +oo[. Pour
cela on définit, pour tout n > 1, g, : x — e~ % — f,(x).

Soit (fn)n>1 la suite des fonctions définies sur [0, +-o0] par : f,, : z — {

1. Montrer que les g,, sont positives.
2. Soit x, un élément de [0,n] qui annule g/,. Montrer que : g, (z,) = BpE 0 o L

3. Conclure.

Corrigé de ’exercice 5

Exercice 6 (***Suite de fonctions définie par récurrence)
Pour t > 0, on pose fo(t) =0 et fri1(t) = v/t + fn(t) pour tout n € N.
1. Déterminer la limite simple, qu’on notera ¢, de la suite de fonctions (f,,) sur R,.

2. A-t-on convergence uniforme sur R ?
Ll — )]
T 2fna(?)

4. En déduire que la suite (f,) converge uniformément sur tout intervalle [a ; +oo[ avec a > 0
(remarquer que f, — £ est bornée pour n > 1).

3. Démontrer : Vt > 0, | fn41(t) — £(2)]

Corrigé de l’exercice 6

II Exercices théoriques

Exercice 7 (**Approximation de la dérivée par différences finies)
Soit f : R — R une fonction de classe C? et de dérivée seconde bornée. Montrer que la suite des
fonctions g, : @ — n (f (z+ 1) — f(x)) converge uniformément vers f’.

Corrigé de ’exercice 7

Exercice 8 (**Composition par une fonction uniformément continue)
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels normés de dimension finie et X une partie de F.

1. Soit une suite d’applications (f,) de X vers E, f: X — E et g : E — F. On suppose que
(fn) converge uniformément vers f sur X et que g est uniformément continue. Montrer que
(g o fn) converge uniformément vers g o f sur X.

2. Le résultat précédent reste-t-il vrai en remplacant I’hypothése de continuité uniforme par la
continuité ?

Corrigé de ’exercice 8
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Exercice 9 (***Un exemple d’approximation de ’unité)
On considére la suite (hy,)n>1 des fonctions définies sur R par :

0 si gcg—%
nf(z+2) si —1<a2<o0

hn €T — 2 nl n 1
n —x—i—g) si nggﬁ
0 si xZ%

On peut alors définir, pour tout fonction f continue par morceaux sur R et pour tout n > 1, la
fonction f x h,, de la maniére suivante :

frhp(x) = / hi(t) f(x — t)dt,

=1
que l'on appelle produit de convolution de f par h,.

1. Calculer f_ll h,, pour tout n > 1.
En déduire, pour tout = € R, une expression de f * h,(x) — f(z) comme une intégrale sur
—1,1].

2. On suppose dans cette question que f est lipschitzienne sur R.
Majorer alors |f * h,(x) — f(z)| & laide du résultat précédent. En déduire que (f * hp)n>1
converge uniformément vers f sur R.

3. On suppose dans cette question que f est continue sur R. Montrer que (f * hy,),>1 converge
simplement vers f sur R.

4. On suppose dans cette question que f est uniformément continue sur R. Montrer que (f *
hn)n>1 converge uniformément vers f sur R.

Corrigé de l’exercice 9

1. Le calcul de fil hy, est facile puisque h,, est affine sur [—1/n,0], sur [0,1/n] et nulle ailleurs.

On obtient Ll1 h,, = 1 pour tout n € N*.
Pour tout réel x, on en déduit

f*hax%—ﬂw%=/ (f(x— 1) — F(2))hn(t)dr.

-1

2. Supposons qu’il existe un réel M > 0 tel que

V(z,y) €R?, |f(2) — f(y)] < Mz —yl.
On a alors, pour tout réel = et tout entier n > 1 :

1

Lﬁwdm—fwﬂé/

—1

@ =)= f@Iha(Odt < [ Mllh O

puisque h,, est positive. Or h,, est également paire, donc

n n

1 1/n 1 M
|f * hn(z) = f(z)] < 2M/ thy, (t)dt = 2Mn2/ t (— - t) dt = e
0 0
On en déduit que pour tout n € N*, la fonction f * h,, — f est bornée sur R et

M
||f*hn*f‘|oo<7 - 07

— 3n n—+oo

d’ou la convergence uniforme de (f * hy,), vers f sur R.

3. Fixonsx € Ret ¢ € R}. Ona:
1 1/n

vw—w—ﬂmmawn=/' @ —t) — f(@) hn(t)dr.

—-1/n

Vn € N*, |f *hp(z) — f2)] < /

-1
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Or, par continuité de f au point z, on a f(x — ) — f(x) e 0, donc il existe un réel 6 > 0 tel
—
que
vt € R, te[-6,0] = |f(x—1t)— f(z)| <e.

On a alors, pour tout n € N* :

1 1 l/n
n> 18] = =53] 100 = I ehale)— @] << [ haft)d =
—1/n
On a donc montré que
Ve eR, Ve >0, Ing eN, n>ng = |fxh,(z) — f(z)| <e

c’est-a-dire
Ve eR, fxhy(z) — f(z).

n—-+oo

I1 s’agit donc bien de convergence simple sur R (et non pas uniforme, car le rang ny dépend du

point x).

4. On fixe € > 0 et on procéde de méme pour majorer | fxh,(z)— f(x)|, mais cette fois, la continuité

uniforme de f sur R donne :

36 >0, ¥(x,t) € R?, te[-4,0] = |f(z—1t)— f(x)] <e,
(le 0 ne dépend pas de x).
De méme qu’a la question précédente, on a donc, en posant ng = [1/6] +1 :

1/n
n2ng = Vo€ R [f () - Sl < [ haod-e.
—1/n

c’est-a-dire
n>mny — ‘Lf* Iy _'fHoo <eg,

ce qui montre bien la convergence uniforme de (f * hy,), vers f sur R.

Exercice 10 (***Un théoréme de Dini)

Soient des fonctions f, : [a,b] — R continues telles que la suite de fonctions (f,,) converge simple-
ment vers la fonction nulle.

On suppose que pour tout z € [a, b], la suite réelle (f,(x)) est décroissante. On désire montrer que
la convergence de la suite (f,,) est uniforme.

. . .
1. Justifier I’existence de nllﬂloo | frll o

2. Justifier que pour tout n € N, il existe z,, € [a,b] tel que || fr||,, = fu(zn).

3. En observant que pour tout p < n, fn(z,) < fp(z,), montrer que || f,||, — 0 et conclure.

Corrigé de I’exercice 10

IIT Utilisations de la convergence uniforme

Exercice 11 (**Limite d’une suite d’intégrales)
; T tann
Calculer nErJrrloo Jo! tan™ (z)dz.

Corrigé de ’exercice 11

Exercice 12 (***Initiation aux séries de fonctions)

+oo n
On pose (3 : © +— 21 (:le) . Montrer que la fonction ¢, est définie et de classe C! sur ]0, +o0].
n=

Cet exercice sera beaucoup plus simple a traiter lorsqu’on disposera des théorémes adaptés aux séries
de fonctions.
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Corrigé de I’exercice 12

Exercice 13 (***Méthode d’approximation d’une solution d’une équa diff)
Soit v € [0, 1]. On définit la suite (u,) de fonctions de R vers R par :

u(z)=1 et YneN, uppi(z)=1 +/ U (yt)dt.
0

xn+1

1. Montrer que, pour tout x € Ry, on a: 0 < upiq(z) — uy(x) < CFSk

2. En déduire que (u,) converge simplement sur R;. On note u sa limite.

3. Montrer que cette convergence est méme uniforme sur tout segment de R .
En déduire que u est une fonction non nulle et dérivable sur R telle que :
Vo e Ry, v/ (z) = u(yx).

Corrigé de I’exercice 13

IV  Approximation polynomiale

Exercice 14 (*Autour du théoréme de Weierstrass)

1. Soit I un intervalle réel, (f,,)nen une suite de fonctions bornées sur I, convergeant uniformeé-
ment sur I vers une fonction f. Montrer que f est bornée sur I.

2. En déduire un contre-exemple au théoréme de Weierstrass sur un intervalle non fermé.

Corrigé de I’exercice 14

1. Si (fn) converge uniformément vers f sur I, alors les fonctions f — f,, sont bornées sur I a
partir d’un certain rang, et puisque les f,, sont bornées sur I, on en déduit par somme que
f=(f— fn) + fn est bornée sur I.

2. La fonction f : & — 1/x est continue sur ]0,1] mais pas limite uniforme de polynémes. En
effet, si on avait une suite (f,) de polynomes qui convergeait uniformément vers f sur ]0,1],
alors puisque les f,, sont bornées sur 0, 1] (car prolongeables continiment sur [0, 1] en tant que
polynodmes), f serait bornée sur |0, 1] (d’aprés la question précédente). Mais f est non bornée
sur ]0, 1], donc une telle suite (fy,) n’existe pas.

Exercice 15 (**Autour du théoréme de Weierstrass 2)
Soient f : R — R une fonction continue et (P,) une suite de fonctions polynomiales convergeant
uniformément vers f.
1. Justifier qu’il existe un entier naturel N tel que pour tout n supérieur ou égal a N, on ait
pour tout réel z, |P,(x) — Py (z)| < 1.
Que peut-on en déduire quant au degré des fonctions polynémes P, — Py lorsque n > N 7

2. Conclure que f est nécessairement une fonction polynomiale.
Qu’a-t-on ainsi mis en évidence concernant le théoréme de Weierstrass ?

Corrigé de ’exercice 15
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Exercice 16 (***Démonstration du th. de Weierstrass par les polynémes de Bernstein)

n) k(1 — z)" k.

Pour n € N* et k € {0,...,n}, on pose By, y(x) = (k’

n n n
1. Caleuler Y B, k(z), Y. kBnk(z) et Y k2B, k(z).
k=0 k=0 k=0
Une méthode consiste & introduire, pour y € R fixé, la fonction g : © — (z 4+ y)™ et & en

considérer les dérivées...

2. Soient @ > 0 et = € [0,1]. On forme les ensembles :

)

A{ke[[(),n]]/'zx

20[} etB{kE[[O,nﬂ/‘f;x

Montrer que Y By, x(z) < ﬁ‘
keA

3. Soit f:[0,1] — K continue. On pose f,(z) = i f (%) By, 1 (2).
k=0

Montrer que (f,) converge uniformément vers f sur [0, 1].

4. En déduire une démonstration du théoréme de Weierstrass.

Corrigé de I’exercice 16

1. Par la formule du binéme, on a

Bprp(x)=(x+(1—2)" =1
k=0

En suivant la méthode de dérivation indiquée, on obtient
n n
S kBup(z) =nz, Y KBui(x) =na+n(n— 1),
k=0 k=0

2. Sike A, ona (%_$)22a2 donc
1 (k 2
> Bui@) <) — (ﬁ - x) B, k().
keA wea @

Par positivité des polynémes B, j sur [0, 1] et d’aprés les calculs de la question précédente, on
obtient la majoration :

Z By i(z) < z”: % (E - x)QBn,k(x) = 21 5 zn: (k2 — 2nxk + n2m2) By k() = :r(li—;v)
keA o & N [ na
Enfin, Vo € [0,1], (1 —x) < 1/4, donc
1
Z B, (@) < dna?’
keA
3. On a, pour tout = € [0,1] et n € N* :
u@) = 1@ = [ (5) Bust@) =3 s@Bos)| < 3|7 (5) - 1| Busto).
k=0 k=0 k=0

Utilisons alors la continuité uniforme de f sur le segment [0,1] (qui résulte du théoréme de
Heine) pour majorer |f (%) - f(x)’ On fixe € > 0. Il existe un réel a > 0 tel que

V() €10, |o—yl<a = [f(2) - fy)| <e
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Introduisons alors les ensembles A et B associés & ce «, comme dans la question précédente.
Puisque AU B = [0,n], et AN B =, on a, pour tout x € [0, 1] et pour tout n € N* :
fule) = F@)| < 3

1(5) @) Busw) + 2|7 () - rw
keal N wep! "
< Wl > |1 (3) - s@] st
Or, pour tout k € B, on a | £ — z| < o, donc |f (£) — f(2)| <e. D'on

ule) — f@) < Wl S~y < W

Bn,k(l‘)

4na? 4na?
keB
Enfin, puisque lirJrrl QH(Q;“ =0, il existe un entier ng € N* tel que
n——+0oo
2[[flloo
n>ny —
) dno? =

Donc :
Vn > ng, Ve € [0,1], |ful(z)— f(2)| < 2e.

Ceci montre que || f, — flls,[0,1] n:)oo 0, donc (f,) converge uniformément vers f sur [0, 1].

. Puisque les (f,,) sont polynomiales, on a prouvé le théoréme de Weierstrass sur le segment [0, 1].
Passons maintenant au cas d’un segment [a, b] quelconque (avec a < b).
Etant donnée g € C°([a, b], K), on se raméne au cas précédent en posant

’ t  — f(t)=g((1—1t)a+tb)

Par composition, f est continue sur [0, 1] donc il existe une suite de polynémes (f,) telle que

Ilfrn = flloo,[o0,1] e 0. Introduisons alors les polyndmes
n—

{ [a,b] —
9n: x a)

T — fn<7a

On a:

Vo € la,b],  gn(x) = 9(@)] < [ fa = Fllco o.1];

donc

||gn - gHoo,[a,b] < ||fn - f||oo,[0,1]

(on a méme égalité en fait). On en déduit ||g, — glloc,[a,b) = 0, c’est-a-dire que (gy,) converge
— 400

uniformément vers g sur [a, b].

Exercice 17 (** Approximation polynomiale améliorée)
Soit f : [a,b] — R de classe C!.

Montrer qu'’il existe une suite (P,) de polynomes telle que ||f — Ppllcc — 0 €t ||f' — P.|lcoc — 0.

Corrigé de I’exercice 17

Exercice 18 (**Avec interpolation de Lagrange)

Soit m > 1 et (Py)nen une suite de polynomes de R,,[X] convergeant simplement sur [a,b] vers
une fonction f. En utilisant I'interpolation de Lagrange sur m + 1 points distincts de [a, b], montrer
que f est un polynéme de degré inférieur ou égal & m et que la convergence est uniforme.

Corrigé de ’exercice 18
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Exercice 19 (**Un contre-exemple)
On considére la fonction f : [0;1] — R définie par

% six:%aveckEN*

fz) =
0 sinon
1. La fonction f est-elle continue par morceaux ?
2. Montrer que f est la limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier (on dit que f est
réglée).
3. La limite uniforme d’une suite (f,,) de fonctions continues par morceaux est-elle continue par

morceaux ? Quelle remarque topologique peut-on faire sur Cgm([a, b],K) en tant que partie de
Vevn (B([a,b],K), ||-[|c0) ?

Corrigé de ’exercice 19 1. Non car elle posséde une infinité de discontinuités.
2. Prendre (pour n € N*) f,, : [0;1] — R définie par f,(z) = f(z)si 2 <z < 1et fo(z) =0
si0 <z < % La subdivision (%)1 <k<n est alors adaptée a f,, qui est donc une fonction en
escalier, et on a convergence uniforme vers f car | f,(z) — f(z)| < 1 pour tout z € [0;1].
3. Non comme le montre ’exemple de la suite (f,) définie a la question précédente. On en déduit
que C),,([a,b], K) n’est pas une partie fermée de (B([a, b],K), ||.]loc)-

Exercice 20 (***Un résultat plus fin de densité (théoréme de Chudnovsky))
Soient I un segment inclus dans ]0,1[ et £ = C(I,R), muni de ||.||oo-

1. On définit f : z = 22(1 — ). Etudier les convergences simple et uniforme sur I de la suite de
fonctions (f,,) définie par f,, = fo---o f (composée n fois).

2. En déduire que Z[X] est dense dans F.

Corrigé de I’exercice 20

1. e Convergence simple de (f,),>1 sur |0, 1]
Fixons = €]0, 1[. La suite (f(x))n>1 vérifie les relations de récurrence :

fi(x)=f(z), Vn>1, fupi(z) = f(ful2)).

Une étude rapide de la fonction f : z — 2z(1—x) montre que f croit strictement sur |0, 1/2]
et décroit strictement sur [1/2,1[ avec f(]0,1/2]) = f([1/2,1[) =]0,1/2]. On en déduit par
récurrence :

Vn > 1, fn(z) €]0,1/2].

Ceci permet de montrer que (fy,(z))n>1 est croissante car

Vn > 1, frr1(x) = fu(z) = f(fu(2)) = falz) >0,

puisque f(t) —t =t(1 — 2¢t) > 0 pour tout ¢ €]0,1/2].

Etant croissante et majorée par 1/2, la suite (f,,(z)),>1 converge vers £ € [0,1/2]. Mais par
continuité de f, la limite ¢ vérifie £ = f(¢), donc £ € {0,1/2}. La croissance et la stricte
positivité des termes empéche ¢ = 0, donc ¢ = 1/2.

Finalement, la suite (f,)n,>1 converge simplement sur |0,1[, donc sur I, vers la fonction
constante égale a 1/2.

e Convergence uniforme de (f,),>1 sur I
Notons I = [a,b] avec 0 < a < b < 1, et étudions || f, — 1/2|lco,7. Nous avons la relation de

récurrence :
1 1 17
Ve €I, Vn > 1, frta(z) — 3= 2fn(z)(1 = fulz)) — 5| =2 fnlz) = 3|
donc par récurrence on obtient :
1 1 211,—1 1 2n—1
Veel, WVn>1, |falz)- 2‘ = Q22 f () — 51 =2 MA@ -
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et |fi(z) — 3| =[22(1 —z) — 3| = 2]z — %|2, donc finalement
1 oy 112"
Vo e l, Yn > 1, fn(x)—§:2 z-3

Puisque 0 < a <2 < b < 1, on en déduit que

1 1
vni ’ ‘f 2”0@,] 2( C) ’
ol ¢ =max (Ja —1/2[,|b—1/2|) < 1/2, donc || fn — %HOC ; — 0 (vuque0<2c<1),ce

n—-+4o0o
qui montre que (fy)n>1 converge uniformément vers 1/2 sur le segment 1.
2. Une récurrence simple montre que pour tout n € N, la fonction f,, est polynomiale a coefficients
entiers relatifs.

e La question précédente montre donc que la fonction constante égale a 1/2 est limite uniforme
sur I des fonctions polynomiales f,, € Z[X].

e Vuque E = C(I,R) est une R-algébre et que la norme ||. ||« est sous-multiplicative (V(f, g) €
B2, Vx e I, |(f9)(@)| = [f(@)] x |g(@)] < [If]lscllglloc done [[fglloc < [[fllocllglloc), on en
déduit que pour tout entier k£ € N, la suite ( f,’f)nzl converge uniformément sur I vers la
fonction constante égale & (1/2)* (par passage & la limite dans un produit dans l'algébre
normée (E, ||.||c0)-

e Par somme et multiplication par —1, on obtient que toutes les fonctions constantes du type
T+ 5 (avec (a,k) € Z x N) sont limites uniformes sur I de fonctions de Z[X].

e On en déduit facilement que toute fonction polynomiale de A[X] est limite uniforme sur
I de fonctions de Z[X] ot A = {55, (a,k) € Z x N} est le sous-anneau de Q formé des
nombres dyadiques.

En effet, sip:xz — E;‘n:o c;x’) avec ¢; € A pour tout j, alors chaque coefficient ¢; est (en

tant que fonction constante dyadique) limite uniforme sur I d’une suite de fonctions (cgn))n
de Z[X], donc la suite de fonctions

Dn T Z c;-n) (z)2?
j=1

vérifie bien Vn € N, p,, € Z[X] et (p,) converge uniformément vers p sur I (encore par pas-
sage a la limite dans des produits et combinaisons linéaires dans 1’algébre normée (E, ||| o).
A ce stade, on a donc montré que Z[X] D A[X] (ou I'adhérence est au sens de la norme
infinie dans E).

e Enfin, A est dense dans R (exercice classique, ¢a marche comme la densité de Q dans R),

donc A[X] D R[X]. En effet,siq: z — Z;”:O A;x? est une fonction polynomiale & coefficients

réels, alors chaque A; est limite d’une suite ()\én))n € AN, donc la suite de fonctions
m
Gn @ T > Z)\;n)xj
j=0

est une suite de A[X] et converge uniformément vers ¢ sur I par opérations algébriques.

e On conclut par le théoréme de Weierstrass : vu que R[X] = E, on déduit des questions
précédentes que

Z[X] > A[X] D R[X] = E,

donc Z[X] D
Donc Z[X] =

et I'inclusion réciproque est vraie car Z[X| C E.

E,
E, ce qui prouve la densité de Z[X]| dans E.
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