Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

Exercices du CHOS8 : Réduction des endomorphismes -
aspects géométriques

Exercices de la banque INP a étudier : ex 59, 67, 69, 70 (exemples d’études de diagonalisabilité),
72 (endomorphismes de rang 1), 73 (calcul de commutant), 83 (valeurs propres de uwo v et v o u).

I Exemples en petite dimension

Exercice 1 (*Diagonalisation)
Montrer que les matrices suivantes sont diagonalisables et les diagonaliser :

P R o, 8 > 22
A=-5 3 3], B=(0 1 —-4), C=|-2 5 2|, D= 3 3 3 3
5 -3 3 0 -4 1 2 =30 44 4 4

Corrigé de ’exercice 1

Exercice 2 (*Avec parameétres... 1)
1 0 1
Pour m € R, soit A = -1 2 1
2—-m m—-2 m

1. Factoriser le polynéme caractéristique de A et déterminer les valeurs propres de A.

2. Pour quelles valeurs de m la matrice A est-elle diagonalisable ?

Corrigé de ’exercice 2

Exercice 3 (**Avec paramétres... 2)

Pour quelles valeurs des scalaires a, b, ¢ et d la matrice A = est-elle diagonalisable ?

S Q =
e & @
Qo O

Corrigé de ’exercice 3

Exercice 4 (*Endomorphisme d’un espace de matrices)

. 1 0
Soit A = (O 2).

1. Etant donnée une matrice réelle M = (i Z), calculer AM — MA.

2. Déterminer les éléments propres de ’endomorphisme (de My(R)) : f: M — AM — M A.

3. Retrouver les éléments propres de f en écrivant cette fois sa matrice représentative dans la
base canonique de M3 (R).

Corrigé de ’exercice 4
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II Exemples en grande dimension

Exercice 5 (*Dérivation)
Soit n € N. On note D,, '’endomorphisme de K, [X] défini par : VP € K,,[X], D, (P) = P'.
Déterminer si D,, est diagonalisable.

Corrigé de l’exercice 5

Exercice 6 (*Endomorphisme d’un espace de suites)
Soit E = CN I'espace des suites complexes. On définit A € L(E) par : A((tn)nen) = (Unt1)nen.
Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.

Corrigé de I’exercice 6

Exercice 7 (¥**Matrices de rang 1)
1. Soit A € M,,(C) telle que rg(A) = 1. Montrer que A est diagonalisable ssi tr(A) # 0.
2. Soient X,Y € M, 1(K) non nuls. A quelle condition la matrice X*Y est-elle diagonalisable ?

Corrigé de ’exercice 7

Exercice 8 (**Matrices de rang 2)

1. Soient n > 2, K un sous-corps de C et M € M, (K) telle que rg(M) < 2. Exprimer le
polynéme caractéristique de M a Paide de tr(M) et tr(M?).

2. Application
Soient aq,...,an,b1,..., b, des réels. On considére la matrice M € M,,1(R) telle que, pour
tout ¢ € {1,...,n}, mpt1,; = a; et m; n41 = by, et les autres coefficients sont nuls.

a. Discuter le rang de M.

b. Calculer M? et en déduire y ;. La matrice M est-elle diagonalisable ?

Corrigé de l’exercice 8

Exercice 9 (**Matrice en carré)

1 1 1 1
1 0 0 1
Soient un entier n > 3 et M = (0) € M,(R).
1 0 0 1
1 1 ... 1 1

Déterminer les éléments propres de M. Cette matrice est-elle diagonalisable ? Expliciter ses espaces
propres.

Corrigé de I’exercice 9

Exercice 10 (***Matrice anti-diagonale par blocs)

Soient A € M(C) et B = ((f) (‘(‘)‘)) € M2 (C).

1. Montrer qu’on a x5(X) = xa(X?).

2. Discuter la diagonalisabilité de B en fonction de celle de A.
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Corrigé de I’exercice 10

1. On a xp(X) = X;” );}4 , donc en effectuant la transvection par blocs
—in n
(Cn+1a e 70271) — (Cn+17 e 30271) + X(Cl7 e 7Cn)7
on obtient

XI, —A+X2?I,
eO= Lo

En effectuant alors les échanges de lignes
Ll Ad LTL+17 et 7L7L Ad L27L7

on obtient

XB(X) = (_1)n XI, —-A+ XQIn = (_1)ndet(_ln) det(XQIn - A) = XA(XZ)'

2. On a donc, pour tout A € C :
A€ Sp(B) <= M\ € Sp(A) <= —\c Sp(B).
Puisque tout nombre complexe non nul posséde exactement deux racines carrées opposées, on a
Card(Sp(B) \ {0}) = 2Card(Sp(A) \ {0}),

et 0 € Sp(A) < 0 € Sp(B).
Comparons maintenant les sous-espaces propres des matrices A et B : pour tout A € Sp(B) et

" ) € C* (avec Vi et V5 dans C"), on a

tout vecteur V = ( Vs

By e [ AR e

_ >\V2)
Vi=AVh AVy = NV, V—( , Vo € Exa(A).

Vs
Ainsi F)\(B) est clairement isomorphe a E)2(A), donc
VA € Sp(B), dim(Ey(B)) = dim(E)2(A)) = dim(E_(B)).

En conséquence :

> dim(Ex(B)=2 > dim(E,(4)).
AESP(B), A#0 HESP(A), pu#0
Deux cas se présentent alors :
e Si0¢ Sp(A), alors 0 ¢ Sp(B) et
S dm(Br(B) =2 Y. dim(E,(4)),
AeSp(B) neSp(A)
donc on a I’équivalence :

A diagonalisable dans M,,(C) <= B diagonalisable dans Ma,,(C).

e Si0 € Sp(A), alors 0 € Sp(B) et dim(FEy(B)) = dim(Ep(A4)) > 1, donc

Y dim(Ex(B)=2( > dim(E.(4)) | — dim(Eo(A)) < 2n,
A€Sp(B) neSp(A)
donc B n’est pas diagonalisable dans My, (C) (que A soit diagonalisable ou non).

Finalement, on a (B diagonalisable = A diagonalisable), mais pas l'inverse.
En revanche, on a (A diagonalisable et inversible <= B diagonalisable).
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Exercice 11 (**Matrice tridiagonale)

0 1 0

Soient n > 1, A, = L € M, (C) et P, =det(XI, — A,) = xa,,-
ST
0 1 0

1. Montrer : Vn >3, P, = XP,_1 — P,_».
Calculer P; et Ps.

sin ((n+1)a)

sin

2. Pour tout z € |—2,2[, on pose x = 2cos« avec « € |0, w[. Montrer que : P,(x) =

3. En déduire que P,, admet n racines puis que A,, est diagonalisable.

Corrigé de I’exercice 11

Exercice 12 (**Matrice compagnon)

0 - - 0 a
1 . S

Soit A=| ¢ . . : i |eM©).
: -0 :
0 - o 1 ap

1. Calculer le polynoéme caractéristique de A.
On pourra développer par rapport o la derniére ligne et procéder par récurrence sur n.

2. Soit A € C une valeur propre de A. Calculer le sous-espace propre Fy(A).
3. A quelle condition la matrice A est-elle diagonalisable 7
4. Trouver une matrice A telle que x4(X) = X% —3X3 + X? —2X + 1.

Corrigé de ’exercice 12

1. On a
X 0 0 —agn
-1 X —ai
xa(X) =1 o 0
. -1 X —Ap—2
0O --- 0 -1 X—ap_1

En développant par rapport & la derniére ligne, il vient :

X 0 - 0 X 0 - —a
-1 X .o -1 :
XA(X) (X - an—l) +
.0 oX —Qn—3
0 -1 X 0 1 —a,_o

= (X—Cl,nfl)X"_l +D,_1.

Mais le déterminant D,,_1 (de taille n—1) se calcule simplement par récurrence, en le développant
par rapport & sa derniére ligne :

X 0 - —a X 0 - —a
Dn_l _ —1 T o . _ 7an_2Xn72 + —1 X . —a1 ,
' X —Qp_—3 . .
0 -1 —Qp—2 0 -1 —Qnp_—3
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c’est-a-dire

Dn—l = _a7L—2Xn72 + Dn—2-
o X —ap
-1

Une récurrence immeédiate fournit donne alors (puisque Do a
—ay

= —CL1X — a())

Dp1=—an 2X" 2 —a, 3 X" 23— —auX?— a1 X — ay.

Donc
xa(X)=X"— a1 X"V =y 0 X" 2 — e X2 — a1 X — ao.
2. Si A est une valeur propre complexe, on a
agTy = Ay Tpn—-1 = ()\ - anfl)xn
z1 + a1z, = Azo Tpoo = (A2 = ap_1 X — an_2)Tp

€ E\(A) = : =

€1
Z2

Tp—o + Qp_2Tn = A\Tp_1 r1 =N —a, A" — o —ag)my,

x _
" Tpe1 + Qp_1Tp = \Tp, (A" —ap A" — o —a X —ag)r, =0

Mais A étant valeur propre, on a (d’aprés la premiére question) :
A= AN — o~ —ap = xa(\) = 0.
On a donc
T Tp—1 = (/\ - an—l)xn
T2 Tn—2 = (AQ - an—l)\ - an—Q)xn
€ E\(A) =
T =Nt —a, A2 — o —ay)ay,

ce qui montre que

/\n—l _ an—l/\n_2 N

Ex(A) = Vect N = an A an_s

A— Gp—1
1

3. La question précédente montre que chaque sous-espace propre de A est de dimension 1. La
matrice A n’est donc diagonalisable que si elle posséde n sous-espaces propres. On a donc (dans

ce cas seulement!) :

A est diagonalisable <= A posséde n valeurs propres distinctes.

4. La matrice compagnon

oSO O

o~ OO

o o o
[\

convient.

IIT Exercices théoriques

Exercice 13 (*Vecteurs propres, noyau et image)
Montrer que tout vecteur propre d’'un endomorphisme se trouve dans le noyau ou dans 'image de
cet endomorphisme.

Corrigé de ’exercice 13
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Exercice 14 (***Valeurs propres de module 1)
Soit A € Ma,+1(R) telle que toutes les valeurs propres (prises dans C) de A soient de module 1.
On suppose aussi det(A) = 1. Montrer que 1 est valeur propre de A.

Corrigé de ’exercice 14

Exercice 15 (**Spectres de fog et go f)
Soient E un K-espace vectoriel et (f, g) € L(E)>.

1. Montrer : Sp(f o g) U{0} =Sp(go f)U{0}.
2. Etablir que, si F est de dimension finie, alors Sp(f o g) = Sp(g o f).

3. Exhiber un espace vectoriel E et des endomorphismes f et g de E pour lesquels Sp(f o g) #
Sp(g © f).

Corrigé de ’exercice 15

Exercice 16 (**Matrice stochastique)
On dit d’une matrice A = (a;,j)1<i,j<n € Mp(R) qu’elle est stochastique lorsque :

V(i,5) € {1,...,n}% a;; €[0,1] et Weﬂ,wnhikm:L
j=1

1. Montrer que 1 est valeur propre de A.
2. Etablir : VA € Spc(4), Fi € {1,...,n}, [A—aii| <1—a;,.

n
On en déduit une propriété de localisation des racines : on a Spc(A) C U Byf(ai, 1 —a;;).

i=1
Corrigé de I’exercice 16
Exercice 17 (**Disques de Gershgorin)
1. Soient n € N et A = (aij)i<ij<n € My(C). Démontrer que Spg(4) C

n

U Br | aiis X laij

i=1 1<j<n
J#i

Les By | a;s, Y. |ai;| | sont appelés disques de Gershgorin de A.
1<5<n
i
2. Démontrer le théoréme de Hadamard, qui s’énonce :
Soient n € N* et A = (a;;)1<ij<n € Myn(C) telle que : Vi € {1,...,n}, |a;;| >
>~ laij|. Alors A est inversible.
1<j<n
J#i
On dit d’une telle matrice A qu’elle est a diagonale strictement dominante.

Corrigé de l’exercice 17
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Exercice 18 (**Polynomes caractéristiques de AB et BA)
Soit (A, B) € M,(R)2. Le but de I'exercice est de montrer que xap = XBA-

1. Montrer le résultat lorsque I'une des matrices est inversible.

On suppose donc dans la suite que ni A ni B ne sont inversibles.
2. Démontrer qu'il existe a > 0 tel que : Vt €]0, a[, A+ tI, € GL,(R).

R — Ry[X]

P oo xa, est continue, ou A; = (A +tl,)B.

3. Montrer que la fonction f : {

4. Conclure.

Corrigé de ’exercice 18

Exercice 19 (***Une condition suffisante de diagonalisabilité)

1. Soient E un C-ev de dimension finie n > 1 et f € L(FE). On suppose que pour tout A € C,
Ker(f — Mdg) et Im(f — M dg) sont en somme directe. Montrer que f est diagonalisable.
On pourra Taisonner par récurrence sur n.

2. Pour mieux comprendre la situation : illustrer la contraposée de ce résultat en examinant par

exemple M = <(1) 1) € My (C).

Corrigé de I’exercice 19

Exercice 20 (***Une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité)
Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et w € L(E). Montrer que u est diagonalisable
ssi tout sev F' de E stable par v admet un supplémentaire stable par u.

Corrigé de I’exercice 20

Supposons u diagonalisable. Il existe donc une base (e1,---,e,) de E formée de vecteurs
propres pour u. Etant donné F un sev de E, on peut considérer une base Br = (e}, --,¢})

de F' et compléter cette famille libre en une base (ef,--- ey, ey 1, - ,€;,) de E, en choisissant

rn
(€yr1, »ey,) dans la famille génératrice (eq,--- ,e,) (voir le cours de MP2I). Le sous-espace vec-
toriel G = Vect(e) |, -+ ,e;,) est alors un supplémentaire de F' = Vect(ey,--- ,e), et G est stable
par u car chaque e} (avec d + 1 < i < n) est un vecteur propre pour u, donc chaque e, engendre

une droite stable par u.

Remarque
On a en fait montré que tout sev F' de E admet un supplémentaire stable par u (pas besoin que F
soit déja stable par u).

Supposons que tout sev F' de F stable par u posséde un supplémentaire stable par wu, et
considérons la somme directe des sous-espaces propres de u :

F= @ Eu)

AESDP(u)

(on a dim(F') > 1 car Sp(u) est non vide, puisque K = C). Chacun des E(u) est stable par u, donc
F est également stable par u. Par hypothése, il existe alors un sev G de F tel que F & G = F et
u(G) C G. L’idée est de considérer alors 'endomorphisme induit v = ug € L(G). Si dim(G) > 1,
alors puisqu’on est sur K = C, v posséde au moins une valeur propre, donc il existe A € C et
x € G\ {0g} tel que v(z) = u(x) = Az. Vuque z € E\(v) C Ex(u) C F,onaxz € GNF = {0g},
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ce qui est absurde car x est non nul en tant que vecteur propre. Donc dim(G) = 0, ce qui prouve
que F' = E. Ainsi, les sous-espaces propres de u sont supplémentaires dans F, ce qui montre que

u est diagonalisable.

Remarque
Pour cette implication, on peut aussi procéder par récurrence sur n = dim(F).

e L’initialisation est évidente (en dimension 1, tout endo est diagonalisable).

e Hérédité : soit n > 2. On suppose que pour tout 1 < k < n, tout endomorphisme v en
dimension k possédant la propriété du supplémentaire stable est diagonalisable. Soit u un

endomorphisme en dimension n qui vérifie la propriété du supplémentaire stable.

Vu qu’on est sur K = C, u posséde au moins une valeur propre X, donc en considérant le
SEV F = E\(u) (qui est stable par u), on obtient l’existence d’un SEV G de E tel que
E=F®G etu(G) C G. On va alors appliquer I’hypothése de récurrence a ’endomorphisme

induit ug € L(G) (avec dim(G) < n puisque dim(F) > 1).
* Si G ={0}, alors F = E donc u= A\d, donc u est diagonalisable.

* 81 dim(G) > 1, montrons que linduit ug vérifie la propriété du supplémentaire stable :
pour tout H SEV de G tel que ug(H) C H, on a u(H) C H, donc (par hypothése sur u),
il existe K SEV de F tel que E = H® K et u(K) C K. En intersectant avec G, on en

déduit
G=(HaeK) NG=H& (KNG)

(facile & vérifier car H C G), et donc K NG est un supplémentaire de H dans G stable

par ug puisque

ug(KNG)=u(KNG) CuK)Nu(lG)Cc KNG.

Par hypotheése de récurrence, 'induit ug est donc diagonalisable. Finalement, les deux
induits up = M dp et ug sont diagonalisables, donc comme E = F & G, u est finalement

diagonalisable.

IV  Applications de la réduction

Exercice 21 (**Commutant d’un endomorphisme diagonalisable)
Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie.

1. Soit u € L(E) diagonalisable. Montrer qu'un endomorphisme v de E commute avec u ssi les

sous-espaces propres de u sont stables par v.

2. On appelle commutant d’une matrice M € M,,(K) ’ensemble
Cy={NeM,(K), MN = NM}.

2 0

0 3)eth 0o 2 0

Déterminer le commutant des matrices A = (

Corrigé de ’exercice 21

Exercice 22 (*Racines de matrices)
On pourra utiliser les techniques de l’exercice précédent.
Déterminer les solutions & coeflicients réels et complexes des équations matricielles :

1 3 0
1.M2=<61 g) 2.M2:@ ;) 3. M?>=| 3 -2 -1
0 -1 1
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Corrigé de I’exercice 22

Exercice 23 (*Suites vectorielle de R?)
On consideére trois suites réelles (un)n>0, (Vn)n>0 €t (wp)n>0 vérifiant

Un4+1 = —Un + vp, + wp
Un4+1 = Up, — Up + Wn

Wn41 = Up + vnp — Wy

A quelle condition sur (ug, v, wp), ces trois suites sont-elles convergentes ?

Corrigé de ’exercice 23

Exercice 24 (**Un peu de probas! La patate chaude)
Trois enfants A, B et C jouent a la patate chaude ainsi :
— Si A a la patate, il la lance & B avec la probabilité 3/4 et a C avec la probabilité 1/4,
— Si B a la patate, il la lance a A avec la probabilité 3/4 et a C avec la probabilité 1/4,
— Si C la, il la lance & B (c’est-a-dire avec une probabilité 1).
Calculer les probabilités a,, b, et ¢, pour que respectivement A, B ou C aient la patate a l'issue
du n-iéme lancer et chercher leurs limites quand n — co.
1l devrait naturellement apparaitre une matrice stochastique pour décrire le probléme...

Corrigé de ’exercice 24
Pour tout n € N, notons A,, ’événement "I’enfant A a la patate a I'instant n", et de méme avec B,
(pour lenfant B), et C,, (pour l'enfant C).

e Pour tout n € N, (A4, B, C,,) est un systéme complet d’événements, donc d’aprés la formule des
probabilités totales :

Ap4+1 = IP>(A’4n—&-1)

bn+1 = ]P)(Bn—i-l)
Cnt+1 = ]P(CnJrl)

Cecl se réécrit

P(An) X Pa, (Ant1) + P(By) x Pp, (Ant1) + P(Cr) x Pe, (Anta),

P(An) X ]P)An (Bn+1) + P(Bn) X PBn (Bn-i-l) + P(Cn) X PCn (Bn+1)a
P(An) xPa, (Cn+1) + ]P(Bn) x Pp, (Cn+1) + P(Cn) x Pc, (Cn+1).

Ap+1 PAn (A71,+1) IP)Bn (An-i—l) PCW, (An—i-l) (79}
bn+1 - ]PA,,,(BrH»l) ]P)Bn (Bn+1) ]P)Cn (BnJrl) bn
Cn+1 ]P)An (Cn+1) IEDB" (CnJrl) ]P)Cn (CnJrl) Cn
D’aprés les données de I’énoncé, on a
]P)An (An-H) PBn (An+1) PC’n (An+1) 0 % 0
IP)An(Bn+1) PBn (BnJrl) PCn (Bn+1) = % 0 1 s
Pa,(Cny1) Pp,(Cny1) Po,(Cnyr) i1 0
donc on a la relation
An+1 Qn,
Vn S N, bn+1 =M bn 5
Cn+1 Cn
0 2 0
avec M = % 0 1 |].On en déduit par récurrence triviale :
i 10
Qn, ap
Vn € N, by, =M" bo
Cp, Co
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e Ona P 'MP = D, avec

12 3 1 1 0 0
P=| 16 -1 -1 ), D=0 -3 0
7 -2 0 0o o -3
donc
1 12 3 1 1 0 0 2 2 2
vneN, M"=PD"P'= ol 16 -1 -1 o (-H" o 7T 7T 28
7T -2 0 o 0 (-5 25 —45 60
En passant a la limite lorsque n — 400, on obtient par continuité du produit matriciel :
an L1203 1 1 00 2 2 2 ao
by, — -0 16 -1 -1 0 0 O 7 7 =28 bo ,
en ) TF 7 -2 0 00 0 25 —45 60 co
c’est-a-dire
a 12 12 12 ao 12
n 1 b
by o5 | 16 16 16 b | = W 16
e ) T 7T 7 7 co 7
an 1 12
Puisque ag + by + co = 1, on obtient lim b, = — 16
n—-+oo c 35 7

Exercice 25 (**Puissance d’un nombre algébrique)
Soit a € C un nombre algébrique, c’est-a-dire racine d’un polyndéme non nul & coefficients ration-
nels. Montrer que pour tout k € N*, o est algébrique. Penser aux matrices compagnons...

Corrigé de I’exercice 25
Par hypothése, il existe P € Q[X] non nul tel que P(«) = 0. Quitte & diviser par le coefficient
dominant, on peut supposer P unitaire. Notons

n—1
P(X)=X"+)Y a; X",
i=0
avec n € N* et (ag, - ,an,—1) € Q™. Ce polynéme P est le polynéme caractéristique de la matrice
compagnon :
0 -+ -+ 0 —ap
1 . —ay
A=| ¢ =~ =~ : € M,(Q)
: -0 :
0« - 1 —an

(voir lexercice 12). Ainsi, le nombre algébrique « est une valeur propre complexe de A. En considérant
un vecteur propre associé V€ C™ \ {0}, on a pour tout k € N* :

AV = oV,

donc o est une valeur propre de A*. En notant Py = y 4%, on a alors P, € Q[X]\ {0} (car la matrice
Ak est a coefficients dans Q) et Py(a*) = 0, ce qui prouve que o est un nombre algébrique.

V Nilpotence

Exercice 26 (*Somme et composée d’endomorphismes nilpotents)
Soient u et v deux endomorphismes nilpotents d’'un méme K-espace vectoriel £ de dimension finie.
Que dire de u + v? De uowv?
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Corrigé de I’exercice 26

Exercice 27 (**En dimension 2)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2 et u € £(E) non nul tel que u? = 0 L(E)-

1. Montrer que Ker(u) = Im(u).

2. Construire une base B de E dans la quelle la matrice représentative de u est de la forme
0 1
& o

3. En déduire que les matrices nilpotentes de Mz (K) sont celles de la forme (—ca 2) et de

déterminant nul.

Corrigé de ’exercice 27

Exercice 28 (***Condition nécessaire et suffisante de nilpotence)

Soit A € M, (R), n > 1. Montrer que A est nilpotente ssi Vp € [1,n], tr(AP) = 0.

On introduira les valeurs propres dans C de A et on utilisera [’expression de la trace & aide des
valeurs propres...

Corrigé de ’exercice 28

Notons (A1, -+, An) les valeurs propres complexes de A comptées avec multiplicités. La matrice A est
trigonalisable dans M, (C), donc semblable & une matrice triangulaire supérieure T', avec ¢; ; = A; pour
tout i € [1,n]. Pour tout entier p € N*, la matrice AP est semblable & TP, qui est aussi triangulaire

supérieure, d’éléments diagonaux (A}, -+, A2). Donc
tr(AP) = tr(T?) = Z)\i = Z a\ = Z axAP,
k=1 AESpe(A) AeSpe(A)\{0}

ou les entiers a) € N* sont les multiplicités des valeurs propres. Montrons alors I’équivalence voulue :
Si A est nilpotente, alors (A1, ,A,) = (0,---,0), donc par ce qui précéde on a tr(AP) =0
pour tout p € [1,n] (et méme pour tout p € N*).
Supposons que tr(AP) = 0 pour tout p € [1,n].
On va montrer que toutes les valeurs propres de A sont nulles.
Notons ¢ = Card(Spc(A)) \ {0} € [0,n] (le nombre de valeurs propres non nulles).

Supposons ¢ > 1 et notons A;,, -+, A;, les valeurs propres non nulles distinctes de A, de multipli-
cités respectives a, - - -, ay.

Par hypothese et par Pexpression de tr(AP) précédemment obtenue, nous avons le systéme d’équa-
tions :

q
Vp € [1,n], Zak)\fk = 0.
k=1

En prenant seulement les ¢ premiéres équations, on obtient le systéme carré :

PYARREED S
« 0
L v\
: : o 0
Y q

La matrice de ce systéme est une matrice de Vandermonde inversible (son déterminant vaut A =

q
H Ai H (Xi; = Aip) # 0, puisque A; ,---, A;, sont non nuls et deux a deux distincts), ce qui
k=1  1<k<I<q

entraine (o, -+ ,a4) = (0,---,0), et c’est impossible (les multiplicités des valeurs propres sont
par définition non nulles).

Donc finalement ¢ = 0, c’est-a-dire que A ne posséde aucune valeur propre complexe non nulle.
On a montré Spc(A) = {0}, donc A est nilpotente.
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VI Le retour de la topologie

Exercice 29 (*Topologie des matrices nilpotentes)

On note A I’ensemble des matrices nilpotentes de M, (R).

Etudier les propriétés topologiques de A : ouvert ? fermé ? borné? compact ? étoilé ? connexe par
arcs ?

Corrigé de ’exercice 29
On suppose n > 2 (sinon A = {0}, pas trés intéressant...)
Munissons (par exemple) espace M,,(R) de la norme ||.||oc définie par ||M|j = sup |m;;|.
1<i,j<n
1. A n’est pas ouvert car 0 € A (la matrice nulle est nilpotente) mais pour tout r > 0, la boule
By(0,r) contient des matrices non nilpotentes (par exemple, rI,,, de norme 7, est non nilpotente
car inversible), donc A n’est pas voisinage de 0.

2. A est fermé car si (My)ren € AN est une suite de matrices nilpotentes qui converge vers
M e M, (R), alors
Vk € N, M} =0,

(car lindice de nilpotence est forcément inférieur ou égal a n = dim(R™)), donc en passant a la
limite lorsque k — 00, on obtient par continuité du produit matriciel M™ = 0, donc M € A.
Variante : on a A = ¢~ 1({0}), ot ¢ : M +— M™ est continue de M,,(R) dans lui-méme (par
produit de fonctions continues). Puisque {0} est un fermé de M, (R), on en déduit que A est
un fermé de M,,(R).

3. A n’est pas borné car pour tout r > 0, la matrice M telle que M; ,, = r et les autres coefficients
sont nuls est nilpotente (car triangulaire supérieure avec diagonale nulle) et de norme || M| =7
(arbitrairement grande).

4. A n’est pas compact car non borné.

5. A est étoilé car pour toute matrice M € A, le segment [0, M] est inclus dans A.

En effet, pour tout ¢ € [0,1], la matrice M; = (1 — ¢)0 +tM = tM est nilpotente comme M
puisque M =t"M"™ = 0.

6. A est connexe par arcs car étoilé.

Remarque

0 2

0 0

sont nilpotentes (car triangulaires strictes), mais le milieu M du segment [My, Ms] ne lest pas, puisque
My + M, ( 0 1 )

En revanche, A n’est pas conveze : par exemple, pour n = 2, les matrices My = ( ) et My = M

est inversible.

Exercice 30 (**Connexité par arcs de GL,(C) (une deuxiéme méthode))

1. Soit T' une matrice triangulaire inversible de M,,(C). Montrer que T peut étre reliée a I,, par
un chemin continu de GL,,(C).

2. En déduire que GL,(C) est connexe par arcs.

Corrigé de I’exercice 30

1. Soit T € M,,(C) triangulaire supérieure avec t; ; # 0 pour tout i € [1,n].
Puisque C* est connexe par arcs, il existe des chemins continus 1,72, -+ , 7 de [0, 1] dans C*
tels que pour tout ¢ € [1,n], 7;(0) = ¢;; et v;(1) = 1. Posons, pour t € [0,1] :

Y1 (t) (1 — t)tLg e (1 — t)tl,n

M= ° 0
: - (1 —t)tn_1n
0 0 )
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La fonction M : [0,1] — M,,(C) est continue (car chaque fonction coordonnée, c’est-a-dire
chaque coefficient de M (), est une fonction continue de [0, 1] dans C), vérifie M(0) =T, M (1) =
I, et Vt € [0,1], M(t) € GL,(C) puisque det(M (t)) = [[;—, vi(t) # 0.

On a donc bien relié T & I, par un chemin continu tracé dans GL, (C).

On procéde de méme si 7" est triangulaire inférieure inversible.

2. Soit A € GL,(C). Cette matrice est trigonalisable, donc il existe P € GL,,(C) telle que P~1AP =
T est triangulaire supérieure inversible (puisque det(T") = det(A) # 0).
En reprenant le chemin M : [0,1] — GL,(C) précédent et en posant :

vte (0,1,  N(t)=PM(t)P?,

on a bien N : [0,1] = GL,(C) (puisque det(N(t)) = det(M(t)) # 0 pour tout t), N continue
(par continuité du produit matriciel et continuité de M), et les relations N(0) = PTP~! = A,
N(1) = PI,P~! = I,. Donc toute matrice inversible A est reliée & I,, dans GL,(C). Par
transitivité, on en déduit que deux matrices quelconques A, B de GL,(C) peuvent étre reliées
par un chemin tracé dans GL,,(C), ce qui prouve que GL,,(C) est connexe par arcs.

Exercice 31 (**Un résultat de densité)
Soit n > 1.

1. Dans M,,(C), montrer que I’ensemble D,,(C) des matrices diagonalisables est dense.
Indication : utiliser le fait que dans M., (C), toute matrice est trigonalisable.

2. En considérant la matrice (? _01>, justifier que ce résultat est faux dans M, (R).

Corrigé de ’exercice 31

1. Soit A € M,,(C). Il existe P € GL,(C) telle que P"1AP = T est triangulaire supérieure.
Quitte & permuter les colonnes de la matrice P, on peut supposer que les valeurs propres
(M, -+, An) de A (donc les éléments diagonaux de T'), sont rangés par module croissant :

A1) < |A2] < - <A

L’idée est alors de perturber légérement la diagonale de T" afin d’avoir n éléments deux a deux
distincts, par exemple en considérant la suite de matrices triangulaires supérieures (T )gen-
définie par :

Vk e N*, Vi€ [l,n],  Tili,i] ZT[M'H%

Vk e N* i #£j = Tili,j] =TI, j)].

Les matrices T}, sont diagonalisables pour k suffisamment grand car pour 1 <i < j <n:

j—i
k

)

>3

donc dés que
= <min {|Tli,i = Tl jll, 1<i<j<n, Tl Tl #0},

(si ce min existe, sinon n’importe quelle valeur de k¥ € N* convient) cette condition est impos-
sible. On a donc pour k assez grand Ty[1,1],-- -, Tx[n, n] deux & deux distincts, et donc x7, est
scindé a racines simples dans C[X].

Ainsi, on dispose d’une suite (T )x>k, de matrices diagonalisables qui converge vers T'. Par conti-
nuité du produit matriciel, la suite (Ag) = (PTxP~!)g>k, est formée de matrices diagonalisables
et converge vers PT'P~! = A. Ainsi, toute matrice A € M,,(C) est limite d'une suite de D,,(C),
ce qui montre la densité des matrices diagonalisables dans M,,(C).

0

1
aurait alors par continuité de la trace et du déterminant :

2. 81 A= ( Bl> était limite d’une suite (Ag)x de matrices diagonalisables dans Ms(R), on

Y, (X) = X2 — tr(A)X +det(Ay) — X2 — tr(A)X + det(A) = ya(X) = X2 + 1.

k—+o0
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En particulier en considérant les discriminants Ay = tr(Ay)? — 4det(Ay), on aurait

Ar  —  tr(A)? —4det(A) = -4 <0.

k—+oo

Mais Ay, étant diagonalisable, on a x4, nécessairement scindé sur R, donc Ay > 0 pour tout

k € N, ce qui est contradictoire avec lim Ay = —4.

k—+oo
Donc A n’est pas limite d’une suite de D2(R), ce qui prouve que D2(R) n’est pas dense dans
M (R).

VII Trigonalisation

Exercice 32 (**Calculs explicites)
Pour chacune des matrices qui suit : justifier qu’elle n’est pas diagonalisable, puis calculer une
matrice triangulaire supérieure 7' qui lui soit semblable, ainsi que la matrice de passage P associée.

0 3 3 7T —6 -2 31 -1
A= -1 8 6 , B= 2 0 -1 JetC= 1 1 1
2 14 -10 2 -3 2 2 0 2
Corrigé de I’exercice 32
1.
2.
3 1 -1
3. Pour C = 1 1 1
2 0 2
Via par exemple C; < C; — C3, on obtient yc = (X — 2)3.
On trouve ensuite Eo(C) = Vect(0,1,1) de dimension 1.
2 1 0
On peut alors montrer que C' est semblable & la matrice T = 0 2 1
0 0 2

<

On cherche donc une base (V1,V2,Vs) de M3 1(R) telle que C
CV3 = 2V3 + V,, c’est-a-dire :

1 2‘/17 C‘/Q = 2‘/2 + V1 et

Vi € Ker(C — 213)
Vi=(C—-2I3)V,
V2 - (C - 2.[3)‘/3

ot I'on veut en particulier que V; = (C' — 213)?V3 soit non nul, donc que V3 & Ker(C — 2I3)2.

11 -1 00 0
OronaC—2[;=[1 -1 1 |puis(C—2)2=(2 2 -2
2 0 0 2 2 -2

Ainsi, en prenant V3 = (0,0, 1) par exemple, on a bien V3 ¢ Ker(C — 213)2.

On pose ensuite Vo = (C — 213)V3 = (—1,1,0) et V4 = (C — 2I3)V, = (0, —2, —2), et comme on
a Vi = (C —2I3)*V5 et que (C — 2I3)% = (0) par le théoréme de Cayley-Hamilton, on est str
que V; € Ker(C — 213), donc que C'V; = 2V;.

Enfin, il est facile de vérifier que (V1, Va, V3) est libre, c’est donc bien une base de M 1 (R).

0 -1 0
Dou C = PTP',avecP=| -2 1 0
-2 0 1
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