Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

Exercices du CHO6 : Espaces préhilbertiens et groupe
orthogonal

Exercices de la banque INP a étudier : ex 76 (inégalité de Cauchy-Schwarz), 77 (relations
d’orthogonalité), 78 (propriétés des isométries vectorielles), 79 (produit scalaire intégral), 80 (calcul
de projeté orthogonal avec fonctions trigo), 81, 82 (calcul de distance avec des matrices 2*2), 92
(matrices symétriques et antisymétriques)

I Reévisions espaces préhilbertiens

Exercice 1 (*Une inégalité)

Montrer que :
n—1 D 9 n—1 D 2
Vn > 2 > .
"2 ) I an (;n—p>

Corrigé de I’exercice 1

Soit n > 2. On va utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R"~! muni de son produit scalaire
- - — (2
canonique, avec les vecteurs u = (\/P)1<p<n—1 €t v = (n7p>1§p§n71.

n—1 D 2 B ) ) - n—1 y n—1 D B n(n . 1) n—1 D
(Zn_p> = (ufo)? < [jul?]1] (Zp> (Z (n_p)2> . (Z (n_p)g>,

p:l =1 p:l p:l

ce qui donne 'inégalité voulue.

Exercice 2 (*Gram-Schmidt dans R*)
On considére R* muni de son produit scalaire canonique et F' ’ensemble défini par

F={(z,y,2,t) ER*/ z —y+ 32—t =0}

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R* et en déterminer une base B.

2. Gréace au procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt appliqué & la base B, construire une
base orthonormée de F'.

Corrigé de l’exercice 2

1. On remarque que :
F={(y—32+ty,z21t)/ (y,21t) € R®} = Vect((1,1,0,0),(-3,0,1,0), (1,0,0,1)).

La famille (uq,us2,us) = ((1,1,0,0),(—3,0,1,0),(1,0,0,1)) est donc une famille génératrice de
F qui est donc bien un sous-espace vectoriel de R%.
On montre facilement que cette famille est aussi libre. Donc B = (u1, uz, u3) est une base de F.

2. Appliquons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt & la base B.

1
On po 2l 1 1
e On pose vy = = —
fall = V2 | 0
0
-3 -3
On pose (oo =< [ 3 ) puisey= 2= L 2
e On pose Uy = uy — (us|vy v = = uis vo = —0— = ——
poemTmten T 2 PR TR T Ve | 2
0 0
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1
- 1 -1 .
e On pose U3 = ug — (ug|v1)vy — (us|va)vy = 1 3 puis

11
1 1
o By ] 1)1 -1
sl vz |3 2v33 | 3
11 11

Ainsi, la famille (v1, v2, v3) est une base orthonormée du sous-espace vectoriel F.

Exercice 3 (*Projection et symétrie orthogonales)
On considére I’espace vectoriel R? muni du produit scalaire usuel et le sous-espace vectoriel

F= {x: (21,29, 23) eR®, x1 + zo+ 23 :0}.

Déterminer une base orthonormale de F'.

Déterminer une base orthonormale de F*-.

Calculer expression de pr(x), la projection orthogonale d’un vecteur x quelconque sur F.
Pour z € R3, calculer d(z, F).

Ecrire la matrice dans la base canonique de la symétrie orthogonale sz par rapport a F.

Sl -

Corrigé de ’exercice 3

1. Facilement, on obtient que la famille
Uy = (177130)> Uz = (170771)

est une base de F'. En appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a (ug,us),
on obtient une base orthonormée (v, vs) de F :

(5% 1

el V2

m (1,—1,0).

- 1 1
Vg = U2 — (’LLQ|’01)Ul = (1,0, —1) - 5(1, —1,0) = 5(1, ]., —2),

Vg 1

Vo = = =
2T ol Ve

Finalement, (vy,v9) = (%(17 —1,0), %(17 1,—2)) est une BON de F.
2. On a dim(F+) = 3 — dim(F) = 1, donc il suffit de trouver un vecteur unitaire et orthogonal
au plan F pour avoir une base orthonormée de la droite F'-. Vue 1’équation cartésienne de F,

le vecteur vz = %(1, 1,1) convient (son opposé aussi d’ailleurs, et ce sont les deux seuls choix

(1,1,-2).

possibles).

Sinon, puisqu’on est dans R3, on peut utiliser le produit vectoriel ...(le vecteur vz = v; A vg =
%(1, 1,1) convient).

Finalement, (v3) = %(1, 1,1) est une BON de F*.

3. Soit x = (w1, 22, 23) dans R®. Vu que (v, v2) est une BON de F, on a directement :

r1 — T2 I +£L’2*2£L’3

N NG

pr(z) = (z|vr)vr + (z|vg)ve = Vo,

c’est-a-dire
1 221 — T2 — T3
T —x xr1 + 219 — 2%
pF(-T) - ! 2 2 -1 71 (23 3 1 = — —I1 —+ 2932 — I3
0 —2 -1 — T2 + 21[,’3
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Remarque

On peut faire quelques vérifications simples : si x € F (par exemple v = (1,—1,0)), on a
pr(x) =x. Et six € F+ (par evemple x = (1,1,1)), on a pp(x) = 0.

On peut vérifier aussi que pgp © pp = PF.

4. Soit x = (w1, 22, 23) dans R?. On a :

d(x, F) = |lz — pr(2)|| = [ppe (2)]]

On peut calculer cette quantité directement & partir de l'expression de pp(z) précédemment

déterminée :
I 2.%17%27%3 1 1+ To + X3
1+ T+
v—pr(x) = | 22 3| + 229 — a3 =5 1 tx2ta3 = % 1
xs3 —x1 — X2 + 213 xr1 + 2o + a3 1
donc
(e, F) = 28]

V3
Ou alors on utilise la BON (v3) de F* :

pri(z) = (z|vs)v —x1+x2+x3v
P = 3)V3 = ————F=——13,
V3

ce qui conduit au méme résultat :

1+ 22 + 23 _‘1’1+332+333|

Vi V3

5. Pour tout € R3, on a, par définition d’une symétrie orthogonale :

d(z,F) =

sp(z) = pr(z) — pp(z) = 2pr(z) — 2.

Donc, en notant By la base canonique de R?, on a

9 2 -1 -1 1 0 0
MatB(SF):2MatB(pF)—13:f —1 2 —1 - 01 0 5
3\ 1 1 o 00 1
c’est-a-dire
1 1 -2 =2
Matg(sp) == -2 1 =2
3\ 2 2 1

Exercice 4 (**Noyau et image)
Soit A € M,,(R). Comparer Ker(A) et Ker(AT A) puis Im(A) et Im(AAT).

Corrigé de I’exercice 4

e Six e R™, alors
re€Ker(A) <= Az =0 = ATAz=AT0=0 = 2z € Ker(AT A),

ce qui montre que Ker(A) C Ker(AT A).
Réciproquement :
€ Ker(ATA) = ||Az|* = (Az|Az) = (Az) " (Az) =2 (ATAz) =0 = Az =0,
=0
donc Ker(ATA) C Ker(A).
Finalement, on a 1’égalité
Ker(A) = Ker(AT A).
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e Siy € R™, alors
yeIm(AAT) <= Fo cR", y=AATz = A(ATz) = y € Im(A),

donc Im(AAT) C Im(A).
De plus, d’aprés le théoréme du rang :

dim(Im(AAT)) = n — dim(Ker(AAT)),
et d’aprés le point précédent :
Ker(AAT) = Ker((AT)TAT) = Ker(AT).

Donc
dim(Im(AAT)) = n — dim(Ker(A")) = rg(A") = rg(A) = dim(Im(A)).

Finalement, par inclusion et égalité des dimensions, on obtient I’égalité

Im(AAT) = Im(A).

Exercice 5 (**Un contre-exemple)
Soient E = C°(]0,1],R) muni du produit scalaire :

(flg) = / F(H)g(t)dt,

et soit F' = {f € E, f(0) =0}.
1. Montrer que F+ = {0}.
2. En déduire que E # F @ Ft et que (F1)L # F.

Corrigé de l’exercice 5

1. Soit g € F+. On a par définition

1
VfeF, /0 fg=0. ()

Montrons alors que g est nulle sur ]0, 1[. Si ce n’est pas le cas, alors il existe z¢ €]0, 1] tel que
g(z0) # 0. Quitte a changer g en —g (qui reste dans F'*), on peut supposer que g(zg) > 0.
Par continuité de g en xg, il existe alors § > 0 tel que

[zo — d,x0 + 0] C]0,1[ et Vz € [zg— 0,20+ ], g(z) >0
(choisir € = g(x)/2 dans la définition quantifiée de la continuité de g en xg).
Construisons alors une fonction f € F qui va contredire la propriété (). Il suffit de choisir f
continue et affine par morceaux telle que

f>0, f=0sur [0,z — &) U [z + 9, 1], flzo) =1

(c’est possible, faire un dessin!). Avec une telle fonction, on a f € F' (car f est continue sur [0, 1]

et f(0) = 0), ainsi que
1 xo+9
- - 0,
(f1g) /0 fg /xoa fg>

(puisque fg est continue, positive et non nulle sur le segment [zg — §, 20 + J]) ce qui contredit
(). Donc g est la fonction nulle, ce qui montre bien que F+ = {0}.

2. Dot F® F+ = F @ {0} = F # E (certaines fonctions continues ne vérifient pas f(0) = 0).
De plus, (F+)+ = {0}+ = E #F.
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II Polynémes orthogonaux

Exercice 6 (***Polynémes de Legendre)
Pour tout n € N, on considére la fonction polynomiale P,, définie par

L (@ -,

= ol T dzn

Vz € R, P, (z)

Il résulte des conventions habituelles que Py(x) = 1 pour tout x € R.

1. (a) Montrer que le polynéome P, est de degré n. Quel est le coefficient du terme de degré n
dans P, ?

(b) Pour quelles valeurs de n la fonction P, est-elle paire ? impaire ?
(c) Calculer P,(1) et P,(—1).
2. Soit n>1. Montrer que pour tout m € Ntel que 0 < m <n — 1, f_ll P, (z)x™dx = 0.

3. On désigne par & l'espace préhilbertien réel des fonctions continues de [—1 ;1] dans R muni
du produit scalaire défini par :

1
V(u,v) € £2, (ulv) :/ u(z)v(z)dz.

=il
(a) La famille (P,)nen est-elle une famille orthogonale dans £ ?
(b) Calculer (P,|P,) pour chaque n € N.

dP,
dx

d

4. (a) Soit n>1. Montrer que e ((:c2 -1 (:c)) est orthogonal & ™ pour tout m € N tel
2

que 0 <m<n—1.

(b) Montrer que, pour tout n € N, P, est solution de ’équation différentielle

(2 = 1)y" + 22y’ —n(n+ 1)y =0.

Corrigé de I’exercice 6
1. Fixons n € N.

(a) On a deg((z? — 1)™) = 2n, donc par dérivations successives :

mn

dx™

deg(P,) = deg < ((z* - 1)")) =2n—n=n.

Le coefficient dominant est alors :
1 d" 9 m) 1 v, o,

avec deg(R,,) < 2n, donc

cd(P,) = ﬁ x ed ((2n)(2n —1)--(n+1)a" + R;")) =

(b) La fonction  — (22 —1)" est paire, donc puisque la dérivée d’une fonction paire est impaire
et réciproquement (trés simple & montrer), on obtient par dérivations successives que

Vo € R, P,(—x) = (—1)"P,(x).
Donc la fonction P,, est paire lorsque n est pair, et impaire lorsque n est impair.
(c) D’apreés la formule de dérivation de Leibniz :

= 2”171! X j%((x - )"z +1)")

Vr € R, P,(x)

dk n—k

~ 3 (1) e = ) e 17
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- znln! > (Z) (n i!k)!(x - 1)%’6%(’0 +1)f

n 2

1

Po(1) = — x (Z) onkok =1,
k=0

(il ne reste que le terme k = n) et par parité/imparité de P, on en déduit

2. Soit (n,m) € N? tels que 0 < m < n— 1. On effectue m + 1 intégrations par parties successives :

1 1 n
2"n!/ men(x)dx:/ xmdd?((xz—l)")dx

—1 -1

= o (- 1) 11 - /11 L) (@ = 1) = -

m+1 k—1 n—k 1
=Y e e @ )| e |
k=1 -1

1 m—+1 n—m-—1
d o d

dxm-&-l x dxn—m—l ((
~—_——

c’est-a-dire

1 k-1 n—k 1
/_1men(x)dx - inm «3 {(—1)’6—151“(3;7“)%“ (2 1)%)}

(cela a bien un sens car k € [I,m+1] = n—kec[n—m—1,n—1] C [0,n—1]).

Or, le polynéme (2% —1)" = (x — 1)"(z + 1)" posséde deux racines de multiplicité n (1 et —1),
n—k

donc pour tout entier k € [1,m + 1], le polynéme ((ac2 - 1)") admet 1 et —1 pour racines

dxn—F
(puisque n — k < n). Donc les crochets des IPP sont nuls, ce qui montre bien que

1
Yn > 1, Vm € [0,n — 1], / 2™ Py (x)dx = 0.

-1

3. (a) Soit (n,k) € N2 tels que k < n. D’apreés la question précédente, on a (P,|2™) = 0 pour tout
m € [0,n — 1], donc par linéarité a droite du produit scalaire, on en déduit que (P,|Q) =0
pour tout @ € R,,_1[X], donc en particulier (P,|Py) = 0, puisque P € Ri[X] C R,,_1[X].
Ainsi, par symétrie du produit scalaire, on a (n # k = (P,|Px) = 0), donc la famille
(Py)nen est une famille orthogonale de €.

(b) Soit n € N. Puisque P,, € R,,_1[X]* (d’aprés la question précédente), on a
(Pn|Py) = (Pu|cd(Py)z™) = cd(Py,) x (Pyla™).

(les autres termes donnent des produits scalaires nuls). Si on reprend le calcul de la question
2. avec m = n et n IPP cette fois, on a alors

) n ' n d" 2 n
2%nl x (Py|z™) = 13: w((m - 1)")dx

k—1 dnfk

S e L (2 1)”)} +er [

k=1
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_ (_1)nn!/_ (@ — 1)"(x + 1)"dz

1

(les crochets étant nuls), c’est-a-dire

(Po|2™) = (*2}1)” [1(x )" + 1) da

En procédant encore par IPP successives (les crochets sont nuls 1a aussi), on obtient

1 1 2n
(x+1)
-1 1)"dx = (—1)"n! d
Lo vrerra= v | oot ss
22n+1 22n+1
— (—1)nn! (n T 1) — (2n)(2n T 1) = (—1)n(n!)2 (2n - 1)!’
donc finalement )2
2" (n!
P,lz") = 2R
(Pule™) = 53
puis en multipliant par cd(P,,) = %, on obtient
(2n)! 2n+1(nl)2 2

(Pn|Pn) =

()2~ (2n+1)!  2n+ 1l

Soit n € N* et m € [0,n — 1]. Nous avons :

(4 (o) 12°) - [ (- )

Si m = 0, cette quantité est évidemment nulle.
Sim > 1, alors en effectuant deux intégrations par parties successives :

(2 (- 0%e00) 7)o [ o8- 9

1
= —m/ (z™ Tt — 2™ Y P! (2)dx
-1

1
— +m[1 Pn(a:)%(me“l - xmfl)dz =m(P,|Q),

avec deg(Q) = m < n, donc puisque P, € R,,_1[X]+, on a (P,|Q) = 0.
D’ou finalement :

Vn € N*, Ym € [0,n — 1], (% <(m2—1)%(1‘)> | J;m) =0.

Soit n € N*. Notons, pour x € R :

d

Qu(r) = (@2 - 1)

dPp, n
dxr

(1)) = 20P(a) + (2 ~ DP(2).

On a deg(P,) = n, donc @, € R,[X] = Vect(Py,---,P,) (puisque deg(Py) = k pour tout
k). Il existe donc (Mg, -+, A\n) € R"*1 tels que

Vo €R,  Qu(z) =Y MPi().
k=0

D’aprés la question précédente, on a également Q,, € R,,_1[X]|* = Vect(Py, -+, Pr_1)",
donc par orthogonalité de la famille (Py,--- , P,), on en déduit :

n

Vme[0,n—1], 0= (QulPn) = M(Pi|Pm) = An(Prn| Pa),
k=0
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et donc

Finalement, on a
Ve eR,  2zP.(z)+ (2% — 1)P/(x) = M\ Pu(z),

et on détermine \,, en examinant les coefficients dominants dans cette inégalité :
An X cd(Pp) = 2n X cd(Py,) + n(n — 1) x cd(Py),

c’est-a-dire
An =n(n+1).

On a bien montré que
Vn € N*, Vx € R, (x? = 1)P)(z) + 22P,(z) — n(n +1)P,(x) = 0,

et cela reste vrai pour n = 0.

Exercice 7 (**Polynémes de Laguerre)
On note E l’ensemble des fonctions réelles f définies et continues sur [0, +o0[ et telles que ¢t —
e’t(f(t))2 est intégrable.
On note F le R-espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles définies sur [0, +oo[ et, pour tout
n € N, on note F, le sous-espace vectoriel de E formé par les fonctions polynomiales de degré < n.
0,400 — R { [0, 400 — R

et Ly :

On pose, pour tout n € N, ¢, : { " Py et " . etgp%n)(t) .
1. Soit (f,g) € E2. Montrer que t — e~ f(t)g(t) est intégrable.

2. Montrer que E est un R-espace vectoriel et que (f|g) = O+OO e~ f(t)g(t)dt définit un produit
scalaire sur E.

3. Vérifier rapidement que F' est un sous-espace vectoriel de F.

e

Pour n € N, montrer que L,, est un élément de F'. On précisera le degré de L,, et le coefficient
an x; de tF dans V'expression de L,,.
Expliciter Ly et L.

Montrer que pour k < n, <p£1’“) (0) =0.

Calculer, pour tout (n,m) € N2, (L,|Ly,).

En déduire que, pour tout n € N, la famille (%Lk) est une base orthonormée de F,.

0<k<n

P P N S &

Déterminer ( ibr)1f]R2 O+o° et (t2 — (at + b))2 dt.
a,b)e

Corrigé de ’exercice 7

1. Pour (f,g) € E?, la fonction t — e~ f(t)g(t) est continue sur R* et on a pour tout réel ¢ > 0 :

e F90)] = 1 Ba)] < 56 (F(0) + ()

donc dans [0, 400] :

e —t 1 oo ot £2 oo ot £2 50
| et st < 5 ( |etrmas [ <t>dt) < oo,

(puisque f et g sont dans E), ce qui montre que t — e~ f(t)g(t) est intégrable sur R™.

2. e La fonction nulle est clairement dans E (car continue et t — e~‘0? = 0 est intégrable sur
RT). De plus, E est stable par combinaison linéaire car pour tout (f,g,\) € E x E xR, on
a Af + g continue sur R et

YVt e RT, e EOF() +g(t)? = N2e Tt f2(t) + 20e L () g(t) + et (1),
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donc t — e {(\f(t) + g(t))? est intégrable sur R comme combinaison linéaire de trois
fonctions intégrables (en utilisant le fait que f et g sont dans F et la question précédente),
c’est-a-dire A\f + g € E.

Ceci montre que E est un sous-espace vectoriel de C°(R*,R), donc un R-espace vectoriel.

. L’application (f, g) — (flg) est bien définie d’apres la question 1. puisque pour tout (f,g) €
2 (flg) = et f(t)g(t)dt est une intégrale convergente. De plus, cette application est
clalrement blhnealre (par linéarité de l'intégrale) et symétrique. Enfin, pour tout f € E, on

a (flf) = 0+°° e~ f2(t)dt > 0 par positivité de I'intégrale et
+oo
(flf) =0 — / e f2t)dt =0 = VteRY, eI f2(t) =0 = f=0g,
0

puisque la fonction t — et f2(t) est continue et positive sur R*. Donc (-|-) est bien un
produit scalaire sur E.

3. On sait que ’ensemble F' des fonctions polynomiales R™ — R est stable par combinaison linéaire
et contient la fonction nulle. Il reste & vérifier I'inclusion F C E :si f : ¢t — ZZ:O apth € F
(avec d € N et aq # 0), alors f est continue donc t + e~ f2(t) est continue sur R et on a

eTtfAt) ~ dit*let = o (1/t%),

t—+o0 t——+oo

donc t — et f2(t) est intégrable sur R*. Ceci montre que F est un SEV de E.
4. Soit n € N. Par la formule de Leibniz :

d” . d” ’f d* “~ (n\n!
(n) e —t — m (ot — ok -1 k, —t

donc

= (n—k)!
ce qui montre que L, € F, deg(F,,) = n et pour tout k € [0,n], le coefficient de t* dans L,, est

_1\k
amk = ((nfll)c),

5. On déduit de la question précédente :
vt e RT, Lo(t) =1, Li(t)=1-—t.

6. Soit 0 < k < n (ce qui suppose n > 1). Toujours par la formule de Leibniz :

k
o
vt e RY, AOE dtk (t"e™h) § <>
j=

TGN

)

donc en évaluant en ¢t = 0, on obtient ga(k)(O) = 0 (puisque pour tout j € [0,k], n—j > n—k > 0).

7. Soient deux entiers m,n tels que 0 < m < n. Nous avons :

“+o00 +oo
(Ln|Lm) = / e Ly (t) Ly (t)dt = / @™ L dt.
0 0

En effectuant m IPP généralisées successives, on obtient :

—

m— +oo +o00
(Ln|Lm) = > (=1)F [plr= =P LE] 7 4 (-1 / P\ LG dt.
k=0 0 0
Les crochets sont nuls car
Vk < n, A (I
(d’apres la question précédente), ainsi que
Vk < n, k=D (k) 2 0
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(par croissances comparées puisqu’il s’agit d’un polynéme multiplié¢ par e™t).
De plus, en utilisant la formule obtenue en 4., on a pour tout réel £ > 0 :

(m) — — (—1)™
L, dtm (Zam wt ) =mlam,m = (—1)"ml,

donc

400
Y0 <m <n, (Ln|Lm):m!/ (pgln m).
0

On distingue alors deux cas :

. . (n—m—1) +oo o ~ P
e Si0 < m <mn,alors (L,|L,,) = [cpn ] = 0 (mémes arguments que précédemment),

et par symétrie, on obtient aussi (L,|L,,) = 0 pour n < m.
e Sim =mn, alors (L,|L,) = n! f0+°o on(t) =n! f0+°o the~tdt = (n!)?
(calcul classique par IPP successives).
Finalement, ¥(n,m) € N2, (L,|Ly) = (n!)*0.n.
8. La question précédente montre que

V(n, m) € N27 (L:L Lfn:) = 5n,m7
n: m:

donc la famille ( i ) ken est orthonormée. De plus, c’est une famille de polynémes non nuls de
degrés étagés, donc c’est une base de F.

Pour chaque entier n € N, la sous-famille (W est donc une base orthonormée de F),

)ogkgn
(puisque de degrés 0,1, -+ ,n et orthonormeée).

9. En notant f : ¢t — t?> € Fy, nous avons :

“+oo
wt [ et @ = )Pt = inf (£ glf —9) = inf |~ oI = d(f, F)*
0 gEF geF

(a,b)ER?

Puisque F; est un SEV de dimension finie de F, on sait d’aprés le cours que cette distance est
atteinte en un seul point : g = pg, (f) (le projeté orthogonal de f sur F3). En utilisant la base
orthonormée (Lo, L1) de Fi, nous avons directement

pr (f) = (flLo)Lo + (f|L1) L1,
+o0
= e H2dt =2 =
(f1Lo) /O t2dt = 2! = 2,

(fILy) = /OH>o e (1 —t)dt =2 -3 = —

donc
pr (f) = 2L — 4Ly = (t — 4t — 2).

Finalement, par le théoréme de Pythagore :

d(f, F1)* = |f = pr (NP = IFIIP = llpr ()2,

—+oo
17112 = /0 tte~tdt = 41 = 24,

—+oo
lpe (F))? = /0 (4t — 2)%etdt = 16 x 2! — 16 x 1! + 4 x 0! = 20,

donc
+o0
Inf G UER F))? =24 —20=4.
(a,lbr)leJR2 0 e (1" — (at + )) =d(f, 1) 0
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Remarque (Pour les 5/2)
La projection orthogonale ici sert a justifier I’existence du minimum, mais on n’a pas besoin d’expli-
citer la projection orthogonale pour faire le calcul du minimum. On peut plutot expliciter l'intégrale :

I R? — R
| (a,b) — JOO e t(t? — (at + b))%dt = 2a% + 2ab + b*> — 12a — 4b +24 ’

puis étudier les extrema de cette fonction de deux variables. Elle est de classe C car polynomiale et
Vf(a,b) =2(2a+b—6,a+b—2),
donc elle posséde un seul point critique : (a,b) = (4, —2).

Puisque f posséde un minimum sur R?, il est donc forcément atteint au point (4, —2), et sa valeur est

f(4,-2) = 4.

Exercice 8 (**Polynémes de Hermite)

On note E 'ensemble des fonctions réelles f définies et continues sur R et telles que ¢ — et ( f (t))2

est intégrable.

On note F' le R-espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles définies sur R et, pour tout n € N,

on note F), le sous-espace vectoriel de E formé par les fonctions polynomiales de degré inférieur ou

égal a n.

On définit w : R = 52 et, pour n € N, i, : {
xr —> e

lier Hy est la fonction constante égale a 1.

1. Soit (f,g) € E2. Montrer que t — e~ f(t)g(t) est intégrable.

R — R

. E ticu-
T (—1)”67”210(")(30) o e

2. Montrer que F est un R-espace vectoriel et que (f|g) = ﬁ fj;o e_t2f(t)g(t)dt définit un
produit scalaire sur E.

Vérifier rapidement que F' est un sous-espace vectoriel de F.
Calculer, pour tout « € R, Hy(z), Hz(x) et H3(x).
Montrer, pour tout n € N et tout © € R : Hy,1(z) = 2¢0H,(z) — H (x).

& & o> 88

Pour n € N, montrer que H, est un élément de F. On précisera le degré de H,, et son
coefficient dominant.

Montrer, pour tout n > 1 et tout P € F, (P'|H,_1) = (P|H,).
8. En déduire que, pour tout n > 1 et tout P € F,,_1, (P|H,) = 0.
9. En déduire que (Hy, ..., H,) est une base orthogonale de F,,.

~

Corrigé de I’exercice 8

Les questions 1,2,3 se traitent exactement comme celles de ’exercice précédent, en remplagant e~
2 . . N . —

par et (et tout fonctionnerait de la méme maniére avec e v pour v > 0.

t

4. En dérivant w trois fois, on obtient facilement
Vr € R, Ho(z) =1, Hy(x) = 2z, Ho(x) = 42* — 2, Hs(x) = 8% — 12z.

5. Soit (z,n) € R x N. On a par définition :

Hoa (@) = (1) el (@) = (-1 L 00 () = (-1 (1) B (o),
et donc
Hy1(z) = —6”2%(6_”2Hn(x)) = —ewz(—Qan(w) + Hfz(gc))e_””2 =2zH,(x) — H, ().

6. Hy = 1, donc par récurrence triviale, la relation précédemment obtenue montre que pour tout
n € N, H, est une fonction polynomiale (donc un élément de F) de degré n et de coefficient
dominant 2™.
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7. Soit n € N* et P € F. On a par IPP généralisée :

2

+oo
(P'|Hy,-1) = %/_ P'(z)e™ Hy_1(z)dx =

1 g2 +o0 oo ’ 22
-7 [P(x)e Hn_l(x)]_oo— - P(z) (—=2zH,_y(z) + H!,_,(z))e ™ du

=—H, (1)

Le crochet est nul par croissances comparées (le produit d’un polynéme et de e~ a des limites

nulles en +00), donc
) L[t .2
(P'|Hp—1) = N P(x)H,(z)e”" dx = (P|H,).

8. Soit n € N*. Si P € F,,_1, alors par itération du résultat de la question précédente :
(P|Hp) = (P'|Hp-1) = --- = (P™|Ho) = 0,

car P(") = 0 (puisque deg(P) < n par hypothése).

9. 810 <7< j < n, le polynébme H; € F; est orthogonal au sous-espace F;_; d’aprés ce qui
précéde, et donc en particulier au polynéme H;. D’ou (H;|H;) = 0, ce qui montre que la famille
(Ho, -+, Hy) est orthogonale. De plus ces polynomes sont de degrés 0,1, -- ,n, donc il s’agit
d’une base orthogonale de F,.

III Isométries

Exercice 9 (*Un exemple d’isométrie)
Soit E un espace vectoriel euclidien non réduit a 0. Soit x € E'\ {0}, on considére l’application

¢: E — E

2(z[y)

Yy — Y- x
[

ou (.|.) désigne le produit scalaire sur E.
Montrer que ¢, est une isométrie vectorielle et la reconnaitre.

Corrigé de I’exercice 9

1. Tout d’abord, ¢, est linéaire car pour tous (y,z) € E? et pour tout A € R :

2(x, \y + 2)
[l

2z, A\y) - 2z, 2)
2 T~ 2
[E4| ]|

¢m()‘y+z):>‘y+zi Cﬂi/\y+2’7>\ x:/\d)z(y)+¢x(z)

De plus, ¢, conserve la norme car pour tout y € E :

2
2(z, y) 2z, y)
= 2 2 (202, ) 4 |20,
EE EE

2

16w ()12

H 20z.y)

[l

4<$,y> <$,y>2 2
<$7y>+4 = HyH ’
=2 (s

= |yl -

et donc ¢z (y)| = llyl-
Ceci montre que ¢, est une isométrie vectorielle.

2. Montrons que ¢, est une symétrie :

WeE (6060 = b (v— 2Es) 6.0 - Xl
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2
Or, ¢, (z) = |(|3:|925) =2 — 2z = —x, donc

2
<$’Z>x _
(&l

((b:v © ¢w)(y) = (bw(y) +

On a ¢, o ¢, = Id, donc ¢, est une symétrie.
Déterminons ses éléments caractéristiques :

e les éléments de Ker(¢, — Id) sont les vecteurs y € E tels que

0.0 =y = 2520 = (o) =0,

On a donc Ker(¢, — Id) = {z}*, c’est I'hyperplan orthogonal & la droite engendrée par =,
notons-le H.

e le sous-espace Ker(¢, + Id) est un supplémentaire de H dans F (puisque ¢, est une

symétrie), il s’agit donc d’une droite (E étant de dimension finie). Vu que ¢, (x) = —z, on
ax € Ker(¢, + Id), et donc Ker(¢, + Id) = Vect(x), il s’agit de la droite orthogonale a
H.

Les sous-espaces Ker(¢, — Id) et Ker(¢, + Id) sont des supplémentaires orthogonaux dans FE,
donc la symétrie ¢, est une symétrie orthogonale.
En conclusion, ®, est la réflexion par rapport a 'hyperplan H = {z}+.

Remarque
On peut faire trés rapidement cet exercice si on remarque que ¢, = Id — 2p, ou p est la projection
orthogonale sur la droite D = Vect(x). En effet, le vecteur forme une base orthonormée de D,

donc la projection orthogonale sur D a pour expression :

1:> v (z,y)w

(7 flell Q>

HIH

y—ply) = <y,
En notant y = y1 + yo la décomposition d’un vecteur sur la somme directe E = D & D+, on a alors

2 (y) =y —2p(y) = y1 +y2 — 21 = —y1 + Y2,

ce qui est bien lexpression de la symétrie par rapport & DL et parallélement & D, c’est-a-dire la
réflexion d’hyperplan D+

Exercice 10 (*Noyau et image)
Soit E un espace euclidien et f € O(E). Montrer que Ker(f — Idg) = Im(f — Idg)= .

Corrigé de I’exercice 10 — Montrons que Ker(f — Idg) C Im(f — Idg)*.
Soit W € Ker(f — Idg). On souhaite montrer que @ € Im(f — Idg)*.
Pour tout Y € Im(f —Idg), il existe W€ E tel que ¥ = f(ﬁ) — . On a donc :

(WY = (T (&) = &) = (A |f(W)) - (¥ |T).
Or, @ € Ker(f — Idg) donc o = f(ﬁ) et donc (Z|f(W)) = (f(W)|f(W)) = (U|&) car f

conserve le produit scalaire.
Ainsi, (4|Y) = (4| — (A |@) =0 et & € Im(f — Idg)*.
On a bien Ker(f — Idg) C Im(f — Idg)*.
— Montrons que dim(Ker(f — Idg)) = dim(Im(f — Idg)*).

On sait, d’aprés le théoréme du rang, que dim(Ker(f — Idg)) = dim(E) — dim(Im(f — Idg)).
De plus, comme E est de dimension finie, Im(f — Idg) et Im(f — Idg)* sont supplémentaires
donc
dim(Im(f — Idg)) + dim(Im(f — Idg)*) = dim(E).
On a donc bien dim(Ker(f — Idg)) = dim(Im(f — Idg)™*).

Grace aux deux points précédents on a montré que Ker(f — Idg) = Im(f — Idg)*.
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Exercice 11 (**Une isométrie de M, (R))
f Mp(R) — M,(R)
Pour A € M,,(R), on note f4 : { I e AM
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A pour que f4 soit une isométrie vectorielle de
M,,(R) muni de son produit scalaire canonique (pour rappel il est défini par (A|B) = Tr(AT B)).

Corrigé de I’exercice 11
Pour tout A € M,,(R), application f4 est linéaire et on a

fa € OMy(R)) <= Y(M,N) € Mu(R)?, (fa(M)|fa(N)) = (M|N)
<= Y(M,N) € M,(R)?, (AM|AN) = (M|N)
> V(M,N) € M,(R)?, Tr(MTATAN) = Tr(MTN).

On remarque alors que la condition AT A = I, est suffisante pour que f4 soit une isométrie vectorielle.
Voyons maintenant si cette condition est nécessaire.
Si fa est une isométrie, alors en particulier pour les matrices élémentaires M = E; ; et N = E; j (ou
i,7,4', 7" sont dans [1,n]), on a

(*) (AE27]|AEz’j’) = (Ei,j|Ei’,j ) = 52 ,L/(S

33"

puisque le produit scalaire se calcule a 1’aide de la formule :

(A|B) Tr ATB Zak lbk l-

En outre, en notant (a; ;) les coeflicients de A, on a

0 - 0 a; 0 -+ 0
0 -« 0 ag; 0 --- 0
AEi; = : S :
0 - 0 ani 0 -+ 0

(ot la colonne non nulle est en j¢ position), donc
_ 0 sij#j
(AEZ,J|AE1/J/) - { ZZ:] a/k:,ia/k:,i’ Slj — j/-

En choisissant j = j/, la relation (%) donne donc :

n
V(i) € [1,n]?, Zak,iak,i’ = 0i,ir,
k=1

c’est-a-dire
V(i,i') € [Ln]?,  (Ci(A),Cy(A)) = b,
ou (Ci(A),Cy(A)) désigne le produit scalaire canonique de deux colonnes de A. Ainsi, les colonnes de
A forment une base orthonormée de R™, et donc A est bien une matrice orthogonale.
Finalement :

fa € OM,R)) < Aec0,R).

IV Matrices orthogonales

Exercice 12 (*Trace maximale d’une matrice orthogonale)
Quelle est la trace maximale d’une matrice de O, (R)?

Corrigé de ’exercice 12
Soit A € O, (R). Du fait que chaque colonne de A est de norme euclidienne 1, on a

¥(i,j) € [1,n]%, Z S=lleAP =1,
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donc chaque coefficient de A vérifie |a; ;| < 1.

On en déduit alors que tr(A4) < n.

Enfin, il existe des matrices orthogonales de trace n (par exemple I,,), donc la trace maximale d’une
matrice orthogonale est n.

Exercice 13 (*Somme des coeff. d’une matrice orthogonale)
Soit E un espace euclidien de dimension n et B = (e, -+ ,e,) une base orthonormée de E.
Soit u une isométrie vectorielle de E et A la matrice de v dans la base B.

1. Trouver un vecteur x € E tel que Z a; ; = (u(z)|z).
1<i,j<n

2. Montrer que a; ;| < n.
1<i,j<n

Corrigé de ’exercice 13

1. Soitz € E,et X = (21 -+ ,)T le vecteur colonnne des coordonnées de  dans B. Les coordonnées
de u(x) sont données par le vecteur colonne AX.
Puisque la base B est orthonormée, on a

n n

(U(IE)|ZL’) = (AX)TX = XTAX = ZLL‘Z(AXL‘ = Zl’z Zamxj = Z A, T;Tj.

i=1 i=1  j=1 1<i,j<n

Le vecteur z = ey + - - - + e, vérifie alors z; = 1 pour tout 7, donc

(w@)lz) = > aij

1<i,j<n
2. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient alors
> aig| = @) < u@)]| x |z = =)
1<i,j<n
(puisque u est une isométrie), et on a ||z||> = X7 X = n, donc finalement

Z Qg STL

1<ij<n

Exercice 14 (**Matrices orthogonales et triangulaires)
Quelles sont les matrices triangulaires de O, (R) ?

Corrigé de l’exercice 14
Soit A € O, (R) (avec n > 2) triangulaire supérieure. On a alors

A B
A:(o M)’

avec A € R et M € M,,_1(R) triangulaire supérieure. En effectuant un produit par blocs, on a

I—ATA—()\ 0)()\ B)_( A2 AB )
" —\ BT MT 0 M) \ B B"B+M"M )’
donc en identifiant, \2 =1, A\B =0, B"B+ MTM = I,,_;, ce qui améne

A= =+1, B =0, MTM =1,_,,
+1 0
A_( 0 M)’

Exercices du CHO6 : Espaces préhilbertiens et groupe orthogonal 15/ 21

c’est-a-dire




Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

avec M € O,,_1(R) triangulaire supérieure. On en déduit facilement par récurrence sur n € N* que
(A € O, (R) triangulaire supérieure) = (A diagonale avec les a; ; = +1).

Vu que la transposée d’une matrice orthogonale est aussi orthogonale, la méme implication reste vraie

pour les matrices orthogonales triangulaires inférieures. Et enfin, les 2" matrices diagonales obtenues

sont bien orthogonales, car leurs colonnes forment bien une base orthonormée de R™. Donc finalement :

(A € O, (R) triangulaire) <= (A diagonale avec les a; ; = £1).

Exercice 15 (***Matrices orthogonales a coefficients positifs)
Déterminer les matrices de O,,(R) dont tous les coefficients sont positifs ou nuls.

Corrigé de I’exercice 15
Soit A = (a;;) € On(R) a coefficients positifs ou nuls. Vu que les colonnes de A forment une base
orthonormée de R™, on a

n
Vi#g Zai,jaw/ =0,
i=1
c’est une somme nulle de réels positifs, donc
(*) Vj 7& j/’ Vi € [[]wn]]a ai,jaz’,j/ =0.

Fixons alors ¢ € [1,n]. La ligne L;(A) est non nulle (puisqu’elle est de norme 1), donc il existe j € [1,n]
tel que a; ; # 0. La relation (x) montre alors que

Vi'# 4, aij =0.

Ainsi, le seul coefficient non nul de la ligne L;(A) est a; ;, et il vaut nécessairement 1, puisque a? ; =

2¥]
>on—1 @ = | Li(A)]|* =1 et puisque a; ; > 0.
En résumé, pour tout i € [1,n], il existe o(i) € [1,n] tel que

a; 5 = 63‘,0(2’)-

[[1"71]] - Iu’ﬁ]l , qui est nécessairement injective (sinon, A
i —  o(i)

posséde deux lignes égales et non nulles, donc non orthogonales, ce qui contredit A € O, (R)), donc o
est une permutation de S,,. Ainsi,

Cela définit une application o : {

Jo € Sy, V(i,j) € [1,n]?, @iy = 0j,0(i)-

Réciproquement, toute matrice A de cette forme est bien orthogonale et a coefficients positifs, puisque
ses lignes forment une permutation de la base canonique de R™, donc une base orthonormée de R".
Finalement, les matrices de O, (R) a coefficients positifs sont les "matrices de permutation", ¢’est-a-dire
les matrices A = (a; ;) pour lesquelles il existe o € S, telles que V(4,7) € [1,n], a;j = 0;5) = 0i,0-1(j)
(donc un seul 1 par ligne, mais aussi par colonne, et les autres coefficients nuls).

Remarque
On peut montrer facilement que

{600 = O
@ o — Py = (0i,0(j))1<i,j<n

est un morphisme de groupes injectif, dont l'image est l’ensemble des matrices de permutation (P, est
la matrice binaire telle que chaque colonne C; comporte un seul élément non nul : P,[o(j),j] = 1).
Ainsi, les matrices de permutation forment un sous-groupe de (On(R), x), donc de (GL,(R), X).

On peut également montrer que det(P,) = (o) pour toute permutation o € Sy, (a partir de la formule
du déterminant).
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Exercice 16 (**Commutant de O, (R))
Montrer que le commutant de O,,(R) dans M,,(R) est RI,.
C’est-a-dire qu’il faut prouver que {M € M,(R), VQ € O,(R), MQ = QM} = {\],, A € R}.

Corrigé de ’exercice 16
Soit M € M, (R) qui commute avec toutes les matrices de O, (R).
Montrons que M € RI,,, c’est-a-dire M est diagonale avec my 1 = -+ = my 5.

1. Méthode "naive" (a la main par calcul matriciel)

En particulier, M commute avec toutes les matrices de permutations P, = (§ -70(1-))19,5” vues

j
a lexercice précédent (ce sont les matrices orthogonales les plus simples). Donc

V(i,§) € [1,n]?, Vo € S, (MP,)[i, ] = (P,M)]i, j],
c’est-a-dire

V(i,5) € [Lnl?, Vo € Sn, > MikGjot) = D Oko(i)Mk.js
k=1 k=1

ou encore
v(zvj) € I[]-?n]lzv Yo € Sna mi,a_l(j) = ma(i),j‘

En choisissant o = 7; ; (la transposition qui échange i et j), on obtient
) #] = M;; = mj ;.

Reste & montrer que m; ; = 0 lorsque i # j.

Pour cela, on peut faire appel & d’autres matrices orthogonales simples, en modifiant les matrices

de permutation P, de la fagon suivante :
VYo €Sy, Qo = (€i0j,0(:))1<ij<ns g € {£1}.

On a bien Q, € O, (R) pour tout o € S, et en reprenant le calcul précédent :

V(Za]) € [lvn]]Qa Vo € Sny Zmi,kek(;j,o(k) = Zeiak,o(i)mk,jv
k=1 k=1

et donc
.. 2
V(Z,j) S [[1,n]] , Vo e S, Eo=1(j)Mio—1(j) = EiMa(i),5-
En particulier, avec 0 = Id, i # j et 1 = ¢; = —¢;, on obtient
’L;’éj = My ; = —Mjj; == M;j = 0,
donc M est diagonale, avec myi 1 = -+ = My p.

2. Méthode "pro"

On note u ’endomorphisme de R™ canoniquement associé & M. Puisque M commute avec toutes
les matrices de O, (R), v commute avec toutes les isométries vectorielles, donc en particulier
avec toutes les réflexions de R™. Etant donné un vecteur x # 0, on a, en notant s la réflexion

d’hyperplan {z}*, uo s = s owu, donc puisque s(z) = —z, on en déduit

donc u(x) € Ker(s+ Id) = Vect(z). On a donc montré :

Ve #£0, I, €R,  u(z) = Az,

Reste & montrer que le coefficient A\, ne dépend pas de x, c’est un exercice classique : soit x,y

deux vecteurs non nuls de R”, on a
u(z) = Az, u(y) = \yy,

ainsi que
{ (@ +y) = gy (T+Y) = Aoy + Aatyy
u(z +y) = u(@) +u(y) = Ao + Ayy ’
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donc si (z,y) est libre, on obtient par identification A1y = Ay = Ay. Et si (z,y) est liée, alors y
est colinéaire & = (ou l'inverse). Si par exemple y = ax avec a € R* ('autre cas est symétrique),

alors
{ uy) =a
u(y) = Ay = alyz,

donc A\, = A\, également (puisque azx # 0).
Finalement :

INER, Vz £0, u(z)= Az,

et cela reste vrai pour x = 0 (vu que u(0) = 0), donc u = A\Id, et M = AI,.

Enfin, les matrices AI,, (avec A € R) commutent avec tout élément de O, (R) (et méme avec tout
élément de M,,(R)), donc le commutant de O, (R) dans M, (R) est RI,, (c’est aussi le commutant de
tout 'anneau M, (R)).

Exercice 17 (**Décomposition QR d’une matrice inversible)
1.

Justifier que toute matrice inversible de M., (R) est la matrice de passage d’une base ortho-
normée de R™ a une base (non nécessairement orthonormée) de R™.

On note T (R) 'ensemble des matrices triangulaires supérieures.
Déduire de la question précédente : VM € GL,(R),3Q € O,(R),3IR € T, (R), M = QR.

Corrigé de ’exercice 17

1.

vV

Soit M € GL,(R). Notons B = (ey,- - ,e,) la base canonique de R™, c’est une base orthonormée
de R™. En notant v I’endomorphisme de R™ canoniquement associé & M, on a u bijectif, donc
B' = (u(e1), - ,u(ey)) est une base de R™. Enfin :

M = Matg(u) = Matg(u(er), - ,u(e,)) = Matg(B'),

donc M est la matrice de passage de la base orthonormée B a la base B'.

Soit M € GL,(R). Avec les notations de la question précédente : notons B” = (g1, -+ ,&,) la
base orthonormée de R™ obtenue & partir de la base B’ = (u(ey),--- ,u(e,)) par le procédé de
Gram-Schmidt. On a
__uler)
1=y 7\
[u(e)l

ulersr) — S0 (u(ersr)les)e;
k

Vk € [1,n — 1], Eht1 = .
[u(erra) = 225-1 (ulers)le;)e; |

D’aprés ces formules, la matrice de passage T = Matg (B") est triangulaire supérieure (avec
éléments diagonaux strictement positifs).

En outre, la matrice de passage Q = Matp(B") est dans O, (R) (puisque les bases B et B” sont
orthonormées).

Enfin :

M = MatB(B') = MatB/,B(Id) = Matg//,g(fd)XMatB/7B//(Id) = MatB(BH)XMatB//(B/) = QTﬁl,

d’ott la décomposition voulue en posant R = T~! qui est bien triangulaire supérieure (en tant
qu’inverse d’une matrice triangulaire supérieure, exercice classique).

Dimension 2

Exercice 18 (*Etude de matrices de O5(R))
Déterminer la nature et préciser les éléments caractéristiques de I’endomorphisme f de R? canoni-
quement associé a chacune des matrices suivantes :

-0 1) =3 (P ).
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Corrigé de I’exercice 18

1.

— A est une matrice orthogonale car ses colonnes forment une famille orthonormée.
— A n’est pas une matrice symétrique donc f est une rotation d’angle 6 tel que :

cos(f) =
(mod 2).

I

sin(6) =

S5l -
T
I

— En conclusion, f est la rotation d’angle % modulo 27.

— B est une matrice orthogonale car ses colonnes forment une famille orthonormée.
— B est une matrice symétrique donc f est une symétrie orthogonale.

On cherche alors les invariants par f : f((z,y)) = (x,y) & B (;) = <z) Sy=(2-V3)r.
Ker(f —Idp) = {(z,(2— V3)z)/z € R} = Vect ((1,2—V/3)).

— En conclusion, f est la symétrie orthogonale par rapport & la droite Vect ((1, 2 — \/§)>

Exercice 19 (*Détermination de la matrice d’une rotation/réflexion en dim. 2)

1.

Déterminer la matrice dans la base canonique de R? de la rotation vectorielle d’angle 6 =

arccos (— 1)
3 °

Déterminer la matrice dans la base canonique de R? de la symétrie orthogonale d’axe dirigée
par le vecteur @ = (1,2).

Corrigé de ’exercice 19

1. Lorsque f est une rotation de R? d’angle # sa matrice dans n’importe quelle base orthonormée

cos(0) —sin(9))
sin(d) cos(0) /°

Donc la matrice dans la base canonique de R? de la rotation d’angle arccos(—1/3) est la matrice

1 ( -1 —2\/5).

directe est (

3\2v2 -1
Commencgons par former une base orthonormée constituée d’un vecteur de ’axe et d’un vecteur
1 1
de 'orthogonal de I'axe. On pose U’ = = —(1,2) et W = —=(2,—1).
171 V5 V5

La famille B/ = (', @) est une base orthonormée de R? (famille libre car orthogonale et contient

deux vecteurs dans R? qui est de dimension 2), et on a Matg (f) = <(1) _01>

. . 1 /1 2
La matrice de passage de la base canonique B de R? & B est P = ﬁ (2 71) et c’est une
matrice orthogonale.

On a donc : Matg(f) = PMatp (f)P~ = PMatg (f)PT = é <_43 ;l) '

Exercice 20 (**Autre caractérisation des matrices de SO (R))

Soit A € My(R). Montrer qu’on a A € SO2(R) < {

tr(ATA) =2
det(A) =1

Corrigé de I’exercice 20
Le sens = est trivial.

a

Pour le sens <= : si A = ( c Z ) vérifie tr(AT A) = 2 et det(A) = 1, alors on a

a2+ +E+d? =2, ad —bc=1,
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donc
0=a*+b*>+c?+d*—2ad+2bc = (a — d)? + (b+c)?,

a b
a=( o)
Ainsi, les colonnes de A sont orthogonales, et méme orthonormées puisque a? +b* = det(A) = 1. Donc
A € O2(R) et det(A) =1, c’est-a-dire A € SO2(R).

ce qui améne a = d et b = —¢, donc

Exercice 21 (**Décomposition d’une rotation plane)
Soit E un plan euclidien orienté muni d’une base orthonormée directe B = (e, e2).

1. Si u est un vecteur non nul de F, on note # la mesure principale de I’angle (e1,u). Quelle est
la matrice dans la base B de la réflexion par rapport a la droite Vect(u)?

2. Que peut-on dire de la composée de deux réflexions ?

3. Que peut-on dire de la composée d’une rotation par une réflexion ?

4. Montrer que le groupe O(FE) est engendré par les réflexions.

Corrigé de ’exercice 21
1. Par hypotheése, nous avons
Hu—” = cos(f)ey + sin(6)es
u

Notons u; ce vecteur, et complétons-le en une base orthonormée directe de F en posant

ug = —sin(f)e; + cos(f)es
. | cos(8) —sin(8) |
(on a bien uy,us orthogonaux, de norme 1, et det e, ,)(u1,us) = sin(0)  cos() | 1>0).
Notons s la réflexion d’axe Vect(u). La matrice de s dans la base B’ = (uy, us) est

1 0
D = Matg (s) = ( 0 —1 ) .
Donc
Matg(s) = PDP™ !,
ou P = Matg(B') = Ry € SO2(R). Finalement :

Mats(s) = PpPT = ((Cx0) —sih) ) (40 0 ) conll) () )

() Y (o ) = (e )

2. En notant s la réflexion d’axe Vect(u) (resp. s’ la réflexion d’axe Vect(u')), 6 la mesure principale
de (e1,u) (resp. 8’ la mesure principale de (e1,u’)) on a

satats o) = (000 oo ) (snia) eonot) )

B ( cos(2(0 — ")) —sin(2(60 —0")) ) R
~ \sin(2(0 —0'))  cos(2(0—0)) ) 2000
donc s o s’ est la rotation d’angle o = 2(6 — ¢').
3. Sir est la rotation d’angle « et s la réflexion d’axe Vect(u) avec 6 la mesure principale de (e, u),
alors
_( cos(a) —sin(a) ) ( cos(20)  sin(26) )
Matg(ros) = ( in(a) cos(a) sin(20) — cos(26)

< cos(a+26)  sin(a + 20) )
sin(a +20) — cos(a + 20)
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donc d’apreés la question 1., 7o s est la réflexion d’axe Vect(u'), avec (e1,u’) de mesure principale

B=735+0.
De méme,
[ cos(20)  sin(26) ) < cos(a) —sin(a) )
Matg(s or) = ( sin(20) — cos(26) sin(a)  cos(a)
B ( cos(—a +20)  sin(—a + 26) )
~\ sin(—a+20) —cos(—a+20) /)’
donc s o7 est la réflexion d’axe Vect(u”), avec (e1,u”) de mesure principale v = —5 4 6.

4. On sait que lorsque dim(FE) = 2, le groupe O(E) est formé des rotations et des réflexions.
Il suffit donc de montrer que toute rotation r se décompose en produit de réflexions, et c’est le
cas car d’aprés la question 2., toute rotation r d’angle a s’écrit :

/
r=sos,

avec par exemple, s la réflexion d’axe Vect(u) tel que (e1,u) est de mesure principale /2, et s’
la réflexion d’axe Vect(ey) (cela correspond (6,60') = («/2,0) avec les notations de la question
2.).

Exercice 22 (**Composées de rotations et de réflexions planes)
Soit E un plan euclidien orienté, r une rotation de E et s une réflexion de E.

1. A quelle condition s et r commutent-elles 7

2. Calculer sorosetrosor.

Corrigé de ’exercice 22

1. Notons « l'angle de la rotation r et u un vecteur directeur unitaire de 'axe de la réflexion s
(comme dans lexercice précédent). Si s or = r o s, alors puisque s(u) = u, on a en particulier

s(r(u)) = r(s(u)) = r(u),

donc r(u) € Ker(s—1Id) = Vect(u). Il existe donc A € R tel que r(u) = Au, et puisque r conserve
la norme, on a nécessairement A = £. Donc r(u) = tu.

Si r(u) = u, alors o = (u,r(u)) =0 [27], donc r = Id.

Si r(u) = —u, alors a = (u,r(u)) = (u, —u) = 7 27|, donc r = r, = —Id.

Réciproquement, r = Id et r = —Id commutent bien avec toute réflexion (et méme avec tout
endomorphisme d’ailleurs), donc

ros=sor < r==Id.
Variante : on peut aussi réutiliser les calculs matriciels et les notations de 1’exo précédent :

_ cos(a+260)  sin(a + 26) > B ( cos(—a+260)  sin(—a + 20) )
res=sor < ( sin(a+20) —cos(a+260) / = \ sin(—a+20) —cos(—a+ 20)

< a+20=—-a+20271] < 2a=027] < a=0r < r==+Id.

2. Puisque ros est une réflexion (c’est une isométrie par composition, de déterminant det(r) det(s) =
—1), on a (r o s)? = Id, donc
rosoros=1Id.

Ainsi, ro(soros) =1Id,donc soros=r"1=r_,.

De méme, (rosor)os=1Id,doncrosor=s1=s.
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