Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

Exercices du CHO5 : Espaces vectoriels normés -
généralités

Exercices de la banque INP a étudier : aucun pour U'instant, il faut attendre le second chapitre
sur les evn (topologie).

I Normes et boules

Exercice 1 (*Ajuster les paramétres)

R3 — R
3 A )
Pour (o, 8,7) € R?, on définit N : { (2,1, 2) e T B

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (o, 8,v) pour que N soit une norme.

Corrigé de I’exercice 1

Voyons d’abord si 'application N est bien définie. Si o < 0, alors N(1,0,0) = /& n’est pas défini,
donc nécessairement o > 0, et de méme 8 > 0 et v > 0.

Supposons donc «, 3, > 0 et voyons si N est une norme sur R3. Si o = 0, alors N(1,0,0) = 0, alors
que (1,0,0) # (0,0,0), donc N n’est pas une norme. De méme si § = 0 ou 7 = 0. Les conditions
a > 0,8 > 0,7 > 0 sont donc nécessaires pour que N soit une norme.

Montrons qu’elles sont suffisantes : si « > 0,8 > 0,7 > 0, alors 'application N est bien définie, a
valeurs positives. La propriété de séparation est vérifiée car :

N(z,y,2) =0 <= az? + 4>+ 722 =0 <= a2z’ =By’ =722 =0
(puisque c’est une somme nulle de termes positifs), et donc
N(z,y,2) =0 <= (z,y,2) = (0,0,0).

Quant a ’homogénéité et I'inégalité triangulaire, elles sont directement vérifiées car pour tout (x,y, z) €
R3 :
N(z,y,2) = |(Va 2,v/B y, /7 2)2,
ot |||l désigne la norme euclidienne usuelle sur R3.
Finalement, N est une norme sur R ssi a, 3,y sont strictement positifs.

Exercice 2 (*Une norme sur R? et sa boule unité)
R? — R

(z,y) — max(|z],[yl, |z —yl)

2. Représenter la boule unité fermée pour cette norme.

1. Montrer que N : { définit une norme sur R2.

Corrigé de l’exercice 2

1. Tl est clair que N(R?) C RT, puisque pour tout (x,y) € R?, les quantités |z|, |y| et |x — y| sont
positives.
Si N(z,y) = 0, alors max(|z|,|y|, |z — y|) = 0, et par positivité de |z|, |y, |z — y|, on en déduit
que [z| = |y| = [z — y| = 0, ce qui implique (z,y) = (0,0).
Pour tout réel \ et tout (z,y) € R? on a

N(AMz,y)) = N(Az, dy) = max([Allz], [A[y], M|z = yl).
Vu que |A] > 0, on en déduit :
N(A(z,y)) = |\ max(|z], |y], |z — y]) = [AN(z,y).

Enfin, pour tout (x,y) et (a,b) dans R? on a

N((z,y) + (a,b)) = N(z + a,y + b) = max(|z + al, [y + b, [z + a —y — b]).
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Or, on a les inégalités
|z +al < ||+ |a| < N(z,y) + N(a,b),

ly +0 < [y +[b] < N(z,y) + N(a, ),
[z +a—y—bl <|z—y[+]a—b <N(z,y)+ N(ab),
donc max(|x + al, |y + b|,|x + a —y — b]) < N(z,y) + N(a,b), ce qui montre que
N((z,y) + (a,b)) < N(z,y) + N(a,b).

Donc N est bien une norme sur R2.
2. Notons B = {(z,y) € R?, N(z,y) < 1} la boule unitée fermée de I’evn (R?, N). On a :

(r,y) € B <= |z|<let|y/<let|z—y| <1,

c’est-a-dire
(r,y) € B <—= —-1<z2<1, -1<y<l,z—-1<y<z+]1,

ce qui permet de représenter la boule B :

\

Exercice 3 (*Conditions équivalentes pour étre une norme)
Soit E' un K-espace vectoriel et N : E — R vérifiant :

(i) Yz € E\ {Og}, N(x) > 0.
(i) N(0g) = 0.
(iii) VYA € K, Y(z,y) € E?, N(Az +y) < |A|N(x) + N(y).

Montrer que N est une norme.

Corrigé de I’exercice 3

Les propriétés (i) et (ii) assurent que N : E — RT et que (N(z) =0 = 2 =0g).

La propriété (iii) utilisée avec A = 1 donne l'inégalité triangulaire. Reste a montrer I'homogénéiteé.
La propriété (iii) utilisée avec y = 0 donne (puisque N(0g) =0) :

Vhz)eKxE,  NOz) < |AN(2),

mais aussi . .
V(A z) e K* x E, N(z)=N (X()\x)) < WN()\(L‘),

c’est-a-dire N(A\z) > |A\|N(z), donc en définitive, on a bien
V(A z) e K" x E, N(Az) = |A\|N(z),

et cela reste vrai pour A = 0. Donc N est bien une norme.

Exercice 4 (*Norme intégrale)
Soient E = C([0,1],R), p € N*, (f1,...,fp) € EP et
RP — R

N 1, P
: (xh...,fl,‘p) — / Zxkfk(t)’dt 0
0 Tp=1
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (f1,..., fp) pour que N soit une norme sur
RP.
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Corrigé de l’exercice 4

L’application IV est bien définie et a valeurs positives, car la fonction ¢ — est continue

Ep: T fr ()

k=1

et positive sur le segment [0, 1].
N vérifie également la propriété d’homogénéité et l'inégalité triangulaire car pour tous A € R, =z =
(3317"' aa:p)vy = (y17"' ayp) €ERP:

t)’dt =

kémfk(t)'dt:/;
N(zx+vy) = A g:xk—i-ykfk 'dt</ (szfk ’4—

par linéarité et croissance de l'intégrale. Reste & vérifier la séparation :

thﬂAN@L

mDﬁ:Nm+N@,

N(z) =

t)‘dt:() — Vte[0,1],

D anfr(t)| =
k=1

Ep: Ty fr ()

k=1

puisque la fonction t — est continue et positive. On a donc

P
N(z) =0 <= Zxkfk =0g.
k=1

La propriété de séparation (N(z) =0 = z = 0) équivaut donc a

kasz()}; = 11 =-=x, =0,
k=1
elle est donc vraie si et seulement si la famille (f1,--- , fp) est libre.
En définitive, N est une norme si et seulement si (f1,--- , fp) est une famille libre.

Exercice 5 (**Inégalités avec une norme)
Soit (E, ||.||) un K-espace vectoriel normé.

1. Montrer que pour tout (z,y) € E2, ||z|| + [yl < |z + vl + ||z — y]|-

2. Soit (z,y,2) € E3 tel que x +y + 2z = 0g.
Montrer : 3(|[z[| + [lyll + [|z[)) < 2|l — yll + lly — 2] + ]z — =[]).

Corrigé de ’exercice 5

1. On décompose :

r+y T—y r+y y—x
> T YT T

On obtient alors par I'inégalité triangulaire :

Tty
2

r—y
2

|ﬂr%wn<H H+

|+

e K s R R
2. La encore, il faut décomposer astucieusement :

r+y+z x— xr—z
T = Y + er s

—0g

donc par inégalité triangulaire :

]l < (Hx =yl + llz = =)
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De méme, on a
1 1
Il < 5(ly =2l +lly =2l), Nzl < (2 = 2l + 1= = yl),
donc en additionnant :

2
lll+ Tyl + 1=l < 5l =yl + llz = 2l + [ly = =1)-

Exercice 6 (**Diamétre d’une partie bornée)

1. Montrer que si A est une partie non vide et bornée d’'un K-espace vectoriel normé, alors
I'ensemble D = {d(z,y), (x,y) € A%} posséde une borne supérieure.
On appelle par la suite cette borne supérieure le diamétre de A.

2. Déterminer le diameétre d’une boule ouverte et d’une boule fermée (dans un espace vectoriel
normé E non nul).

Corrigé de I’exercice 6

1. L’ensemble D = {d(x,y), (z,y) € A%} est une partie de R non vide (car A? est non vide puisque
A est non vide) et majorée : en effet, par hypothése, il existe M > 0 tel que Vo € A, ||z| < M,
donc

(z,y) € A = d(,y) = [lo = yll < |lz]l + Iyl < 2M.

Donc D posséde une borne supérieure. On pose §(A) = sup(D) le diamétre de A.
2. Soit a € E et r > 0. Montrons que 6(B(a,r)) = 2r.
Déja, pour = et y dans B(a,r), on a

d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) <r+r=2r,

donc 2r est un majorant de D. Montrons maintenant que 2r est le plus petit majorant de D :
fixons € > 0 et montrons que 2r — € ne majore plus D. Il suffit pour cela de construire deux
points x,y diamétralement opposés de B(a,r), tels que d(x,y) > 2r — &, en posant :

u u
r=a+(r—e/4)—, y=a—(r—g/d)—:,
[l [l
ou u € E\ {0}. On a bien
le—all=ly —al|=r—c/d <, le —yl| =2r —e/2 > 2r —e.

Finalement, on a bien 6(B(a,r)) = sup(D) = 2r, et de méme pour la boule fermée By(a,r)
puisque B(a,r) C By(a,r), donc

5(Bf((l, 7")) > 5(3((1,7‘)) = 2r,
et pour tout z,y dans Bf(a, )
d(z,y) < d(x,a) +d(a,y) <r+r=2r

ce qui permet de conclure que §(By(a,r)) = 2r.

Exercice 7 (**Boules confondues)

Soient I un K-espace vectoriel normé, N; et Np deux normes sur F, a € ' et r € R

On suppose B}Vl (a,r) = B}\B (a,r) (c’est-a-dire que les boules fermées de centre a et de rayon r
sont les mémes pour les deux normes). Prouver qu’on a N; = No.

Corrigé de I’exercice 7
€T

Soit x € E'\ {0g}. En posant y = a + TR Gy onay € B;Vl(a,r) car Ni(y —a) = r. Donc, par

hypothése d’égalité des boules, on en déduit que y € B}VZ (a,r), c’est-a~dire No(y —a) < r, ou encore

5

(z

1(x

r <nr

=
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Donc, pour tout € E\ {Og}, Na(z) < Ni(z), et par symétrie des roles, No(z) = Ni(x). Cela reste
vrai pour z = Og (toute norme est nulle en Og), donc on a bien N; = N.

Exercice 8 (***Normes de Hélder sur K")
Soient n € N*| p €]1; +oo] et ¢ = %, de sorte que % + % = 1,

1. Montrer : ¥(a,b) € (R4)?, ab < %ap + %bq (inégalité de Young).
K™ — R
1
(X1y..yxpn) +— <Z |mk|p)
k=1

On introduit |.[|, et on définit ||.||; selon le

méme principe.

2. Montrer, pour tout (x,y) € (K")?, en notant @ = (z1,...,2,) et y = (Y1,---,Yn) :
n

(@) | 2 Tkyk
k=1

b) llz+yllp < llzllp + llyllp (inégalité de Minkowsks).

<||z|lpllyllq (inégalité de Holder, qui généralise celle de Cauchy-Schwarz).

3. En déduire que ||.||, est une norme sur K", appelée norme de Hdlder.

4. Montrer, pour tout z € K™ : ||lz|, — |z]cc-
p—>+o0

Corrigé de l’exercice 8

1. On utilise la concavité de la fonction In (sa dérivée seconde est négative) : puisque 1/p et 1/q
sont positifs et de somme 1, on a, pour tout a,b > 0 :

1 1 1 1
In (ﬂzp + qu) > —In(a?) + - In(b?) = In(ad),
p q p q

donc par croissance de exp, on en déduit
* \2 1 1
V(a,b) € ()", ab < —a? + —b,
p q

et cela reste vrai lorsque a = 0 ou b = 0.

2. (a) Plagons-nous dans le cas x # Ogn et y # Ogn. On a alors ||z, > 0 et ||ly|l; > 0 (facilement
d’apreés l'expression de ||.||,). I s’agit ici de montrer que

IIp IIyIIq

et cela résulte directement de I'inégalité de Young précédemment montrée, puisque

n J—
>
> Ty ™ Tl

On a donc bien

n

R o T G =2 1,1
<Y< <3 (Gt + o) =5 p =

2 xnp Iwlle = 2= \pllal} * gl

< zllpllylq-

n
Z TkYk

k=1

Dans le cas ou z = Ogn ou y = Ogn, cette inégalité reste vraie, puisque ses deux membres
sont nuls.

(b) Nous avons, par inégalité triangulaire "classique" sur C :

n

lz+yllp = Z|$k+yk\p_2|xk+yk|p ok + il
k=1 k=1

IA

n n
S lak 4 el ekl ) Lok yslP T
k=1 k=1
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On applique alors I'inégalité de Holder aux deux sommes :

n l/q n l/q
[z +yllp < (Z |k + Z/k|q(p1)> ]l + (Z ok + ykq(p1)> lyllp,
k=1 k=1

ce qui se réécrit :

pfl

P—-2 p—1
e +yllp < (lek+ykp> 2l + (lekﬂ/kp) 1Yl

k=1

ou encore
lz+yllp < Ml +lip~" Uy + ).

Si 2 + y est non nul, on obtient en divisant par ||z + y[2~' > 0 I'inégalité voulue :
lz+yllp < llzllp + llyllp,

qui reste évidemment vraie si x + y = Ogn.

3. Les propriétés de positivité, séparation et homogénéité de I'application z + ||z, sont évidentes.
L’inégalité triangulaire est I'inégalité de Minskowski précedemment montrée. Donc = — ||z|?
est bien une norme sur K” pour tout réel p > 1.

4. Fixons x € K™. Pour tout réel p > 1, nous avons

n 1/p
]y = (Z JL‘k|p> ~
k=1

n
Tous les termes de la somme > |zj|P sont inférieurs ou égaux a ||z||Z,, et au moins 'un d’entre

eux est égal a ||z||2,, donc
lzlloo < llzlly < n'/Pllzlo

En faisant tendre p — 400, on obtient alors le résultat voulu :

vz € K", ||$||p p_>_+>oo 2] o

Remarque

Cette double inégalité confirme que toutes les normes ||.||, sont équivalentes & |.||c, et on montre
facilement que les constantes de l’inégalité sont optimales.

II Comparaison de normes

Exercice 9 (*Normes matricielles)
Soit n € N\ {0}. On considére sur M,,(R) les applications Nu,, N, et N, définies ainsi : pour
A= (aid') € M, (R),

n
Noo(A)zlggéj%X lai;l, Ne(A) = T Zlaul Ny A):lglggnZIai,jl,
-

Montrer que ce sont des normes, qu’elles sont équivalentes, puis déterminer les constantes de domi-
nation optimales.

Corrigé de I’exercice 9

o N, est une norme :
* T'application N, est bien définie sur M, (R) et a valeurs positives puisque pour A € M, (R)
fixée, I'ensemble {|a; ;|, 1 <1i,j < n} est une partie non vide et finie de R™, donc elle admet
une borne supérieure positive (qui est méme un maximum).
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* séparation : si Noo(A) = 0, alors par positivité des |a; ;|, on a |a; ;| = 0 pour tout couple

(i,7), donc la matrice A est nulle.
* homogénéité : pour tout A € M, (R) et pour tout A € R :

Noo(A) = max [Aai | = max [A]xai;|=[A] max la;| = [\ Noo(A),
car |A| > 0 (donc on peut "le sortir du sup").
* inégalité triangulaire : soit (A4, B) € M, (R)2. Pour tout couple (i,7), on a
@i + bijl < laij| 4 [bi ] < Noo(A) + Noo(B),

donc le réel Noo(A) + Noo(B) majore ensemble {|a; ; + b; ;|,1 < 4,5 < n}, ce qui entraine
que

< Noo(A) + Noo(B),

max [a; j + b;
2,7

c’est-a-dire
Now(A+ B) < Nyo(A) + Ny (B).
e N, est une norme :

* lapplication N, est bien définie sur M,,(R) et a valeurs positives puisque pour A € M,,(R)
fixée, Pensemble {> 7 | |a; |, 1 < j < n} est une partie non vide et finie de R*, donc elle
admet une borne supérieure positive (qui est méme un maximum).

séparation : si N.(A) = 0, alors par positivité des sommes >, |a; j|, on obtient

n

Vj € [[17’!1]], Z|am

i=1

=0.

Par positivité des termes |a; ;| cela entraine
Vje[l,n], Vie[l,n], lai;l =0,

donc la matrice A est nulle.
* homogénéité : pour tout A € M,,(R) et pour tout A € R :

n n n
Ne(A4) = lrg]agnzl [Aaig] = max A Z: Jai 5| = I/\Ilrgjagnzl Jai | = AINe(A),
= i= i=
car |A| > 0 (donc on peut "le sortir du sup").
* inégalité triangulaire : soit (A, B) € M,,(R)?. Pour tout j € [1,n], on a

n n

D aig 40l <D lail+ > [bijl < Ne(A) + Ne(B),
i=1 i=1 i=1
donc le réel N.(A)+ N.(B) majore I'ensemble {} ;" |a; j+b; ;|, 1 < j < n}, ce qui entraine
que
n
max Y |a; j + b j| < Ne(A) + Ne(B),
J
i=1
c’est-a-dire
N.(A+ B) < N.(A) + N.(B).
e N, est une norme : similaire & N., économisons le papier !
Ou alors on remarque que Ny(A) = N.(AT) et ca va tout seul.

e Comparaison N, /N, : on obtient facilement
NOO S Nc S nNOO7

donc N4 et N, sont équivalentes. De plus, ces constantes sont optimales car avec A = I,,, on
a Noo(A) = N.(A) = 1 et avec B la matrice dont tous les coefficients valent 1, on obtient
N.(B) =n=mnx Ny (B).
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e Comparaison N, /N, : en tout point identique a la comparaison précédente. Les inégalités

optimales sont

e Comparaison N./N; : en utilisant les deux comparaisons précédentes, on a
Ne <nilNg < TLNZ,

ainsi que
N[ < nNoo < nNm

d’ou '’encadrement 1
*Nc < Nl < nNc~
n

1 0 0
1 0 0

De plus, ces deux constantes sont optimales car avec A = L. . ,ona Ny(A) =
1 0 0

1=1N,(A4), et avec B = AT, on a Ny(B) = n =nN.(B).

Exercice 10 (*Normes polynomiales)

Pour P = Y a;pX* € R[X], on pose N1(P) = 3" |ai| et Noo(P) = max{|ag|, 0 < k < n}.
k=0 k=0

1. Montrer que Nj et N, définissent des normes sur R[X].

2. Laquelle des deux domine 'autre 7
Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes.

Corrigé de I’exercice 10

1. e N;j est une norme sur R[X] :
* L’application N; est bien définie sur R[X] et a valeurs positives (somme finie de réels
positifs).
* Séparation : si Ni(P) = 0, alors par positivité des |ag|, la nullité de la somme >, _ ax|
entraine que |ax| = 0 pour tout k, donc le polynéme P est nul.
* Homogénéité : pour tout (P,\) € R[X] xR :

P)=) arl =AY lawl = AN:(P).
k=0 k=0

* Inégalité triangulaire : pour P, @ € R[X], on peut noter (quitte & rajouter des coeffi-

cients nuls) :
P=> aXt Q=) kX"
k=0 k=0
avec n € N, , donc
P+Q=) (ar+b)X"

k=0
Ainsi, par inégalité triangulaire sur R :

Ni(P+Q) = Z\aiﬁ-bk > (lak| + [bk]) = N1(P) + N1(Q).
= k=0
e N, est une norme sur R[X] :

* L’application N est bien définie sur R[X] et a valeurs positives car pour P = Y"}'_ a, X* €
R[X] fixé, I'ensemble {|ay|, 0 < k < n} est une partie non vide et finie de R*, donc
elle posséde un maximum dans R+.
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* Séparation : si Noo(P) = 0, alors par positivité des |ax|, on obtient |ax| = 0 pour tout
k € [0,n], donc P est le polynéme nul.

* Homogénéité : pour P € R[X] et A€ R, on a

Noo(AP) = Oglg§<7L|Aak| = OrgnggnIAI x |ag| = |Al Orgnggnlakl = [A[Neo(P),

car |A| > 0 (donc on peut le "sortir du max").

* Inégalité triangulaire : pour P,Q € R[X], on peut noter (quitte a rajouter des coeffi-
cients nuls) :

P=> aX* Q=) kX",
k=0 k=0
avec n € N, donc

P+Q="> (ar+b)X".
k=0

On a, pour tout k € [0,n] :
lax, + br| < |ak| + bk < Noo(P) + Noo(Q).

Ainsi, le réel Noo (P)+ N (Q) majore I'ensemble {|ag +bg|, 0 < k < n}, ce qui entraine
que
<
J0ax fag + bi| < Noo(P) + Noo(Q),
c’est-a-dire
Noo(P + Q) < Noo(P) + Nuo(Q).

2. De fagon évidente, nous avons
NOO S N17

puisque pour tout P = >";'_ ax X* € R[X], il existe i € {0,--- ,n} tel que |a;| = Noo(P), donc
Ni(P) = 3 Jar| 2 lai] = Nuol(P).
k=0

Ceci montre que N1 domine No,.
Montrons maintenant que N, ne domine pas INVy.

Remarque
Pour tout P € R[X] de degré n € N :

n
— < frng
Ni(P) =Y loxl < (n-+1) masx faa] = (0 + )Noo(P),
k=0
mais cette inégalité ne montre pas la domination puisque la constante n + 1 dépend de P (via

son degré) !

Par I’absurde, supposons qu’il existe une constante C € R telle que
VP € R[X], N1(P) < CN(P).
En considérant alors la suite P, =1+ X + --- + X", on obtient
Vn € N, n+1<C,

ce qui est absurde (N n’est pas majoré). Donc Ny, ne domine pas Nj, et ces deux normes ne
sont pas équivalentes sur R[X].
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Remarque
Si on se limite a R,[X] (o0 n €N est fizé), alors Uencadrement

Noo < Ni < (n+1)Nog

montre que Ny et No, sont équivalentes sur R, [X] (puisque la constante n+1 est valable pour tout
polynome de R, [X]). C’est normal, car en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes
(théoréme difficile qu’on verra dans le cours de topologie).

Il est donc nécessaire de se placer en dimension infinie (comme dans R[X]) pour trouver des
normes non équivalentes).

Exercice 11 (**Normes intégrales)
Soit E = C([0,1],R). Pour f € E, on pose :

No(f) = |+/ POl et Ny(f) |+/ ()]t

Montrer que Ny et [N sont des normes, puis les comparer.
Indication : pour comparer No et Ny, on pourra songer & relier f(0) et f(1) a Uaide de f'.

Corrigé de I’exercice 11

e Ny est une norme sur F :

* L’application Ny est bien définie sur E et a valeurs positives car étant donnée f € E, les
fonctions f et f’ sont continues sur le segment [0, 1], donc |f’| aussi, ce qui assure 'existence
de fol |f'|- La positivité des deux termes de Ny(f) vient de la positivité des fonctions |f]| et

']
* Séparation : si No(f) = 0, alors | f(0)|+ fo |f/(¢)|dt = 0. C’est une somme nulle de deux réels
positifs, donc |f(0)] = fo |f'| = 0. Ainsi on a f(0) = 0 ainsi que f/ = 0 sur [0, 1] (puisque

|f’] est continue, positive et d’intégrale nulle). La fonction f est donc constante et nulle en
0, c’est-a-dire nulle.

* Homogénéité : pour tout f € FE et A € R, on obtient par linéarité de I'intégrale :
1 1
NoAf) = IAFO)] + [ A (e)de = A (f<o>| + If’(t)dt) — AING().
0 0
* Inégalité triangulaire : pour f,g € F, on a par linéarité de la dérivation :

No(f +9) = |£(0) + g(0)] + / /() + ¢ (D).

Par inégalité triangulaire sur R et croissance de l'intégrale :

1
No(f +9) < [f(0)] +[g(0)] +/0 (L' @1+ 19" (1)) dt,

c’est-a-dire (par linéarité de l'intégrale) :

1 1
No(f +9) < I£(0)] +/O £+ 19(0)] +/0 9] = No(J) + Nolg).

e N; est une norme sur F : identique & Nj.

e Comparaison de Ny et N; :soit f € E. On a

[
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donc

N1(f)=|f(1)\+/0 |f’|=’f(0)+/0 I +/0 |f’|§|f(0)|+2/0 £,

ce qui entraine N1 < 2Ny. Symétriquement, on a Ny < 2N7, d’ou 'encadrement
1
§N0 < N1 < 2Ny,

qui montre que Ny et N7 sont deux normes équivalentes.

Remarque
Les constantes de cet encadrement sont optimales puisqu’avec f : x +— x, on a

1 1
No(f)=\0|+/o =1, N1<f>=|1|+/0 =2,

et avecg:x—1—2x, on a

1 1
Nolg) =+ [1-1l=2 Nl =+ [ |-1-1
0 0

Exercice 12 (***Normes intégrales, concours Mines-Telecom)
Pour f € E =C!([0,1],R), on définit N(f) = [fz(()) + fol f’2(t)dt]%.
1. Montrer que N est une norme sur E.
2. Montrer : Vf € E, ||flloo < V2N(f).

3. Les normes N et ||.|lo sont-elles équivalentes ?

Corrigé de I’exercice 12

1. On a affaire ici & une norme issue d’un produit scalaire. En effet, application

{ ExE — R
(f.9) — (flg) = F(0)g(0) + [} f'd

est bien définie (car f’g’ est continue sur [0, 1] donc Uintégrale est bien définie), c’est une forme
bilinéaire symétrique (facile par linéarité de l'intégrale), et définie positive car

1
(1) = F(O)° + /0 (F) >0

(comme somme de deux termes positifs par positivité de 'intégrale) et

U1 =0 <= f0+ [ (72 =0 = f@ =vet [ (1 =0 = fO)=0et s =0 = f=0

(car c’est une somme nulle de deux réels positifs, et car la fonction (
et d’intégrale nulle, donc elle est nulle). Vu que pour tout f € E, N(f
que N est une norme sur E (et elle est associée au produit scalaire (.|.)).

f")? est continue, positive
) = (f|f)*/?, on en déduit

2. Soit f € E. Pour tout x € [0,1], nous avons
@ =10+ [ 1
0

Pour majorer |f(x)|, nous allons généraliser les arguments de la question 1. Pour z € [0, 1] fixé,
I’application

(f.9) = (Flg)e = F(0)g(0) + / " ry
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est un produit scalaire sur C*([0,z],R) (de fagon complément similaire). On peut donc utiliser
I'inégalité de Cauchy-Schwarz : en posant g : ¢+ 1 +t, on a g € C1([0,2],R) et

f(@) = (f19)z;

@) = [(flg)e mﬁﬁx\/—

Ceci étant vrai pour tout x € [0 1 , on peut majorer indépendamment de x :

1
vee 0,1, @) < VEx /07 + / (/)2 = VAN (),

(puisque ()2 > 0). On conclut donc que || f||oo < V2N (f).

3. La norme N n’est pas dominée par ||.||~. En effet, en considérant la suite f,, : t — ¢™, on a

donc

Vn € N, I fnlloo = 1,

alors que

1
n
VneN*,  N(f,)= 02n+/ 12t = —— 5 oo,
" (Fa) \/ , () Von =1 notee 0

ce qu'il montre qu’il n’existe pas de constante C' > 0 telle que N < C||.||c0-
Les normes ||.||« et N ne sont donc pas équivalentes.

Exercice 13 (**Encore une norme intégrale)
Soit a un réel positif.

1. Montrer que N, : f — fol |f/(t)—af(t)|dt est une norme sur E = {f € C*([0,1],R), f(0) = 0}.
2. Etablir : Vz € [0,1], |f(z)]e™® < fol e | f'(t) — af(t)|dt.
En déduire que ||.||s est dominée par N,.

3. Pour tout n € N, on définit f, : « — sin(2mnz)e*®
Déterminer lirf No(frn)- La norme N, est-elle équivalente a ||.||o0 ?
n—-+0oo

Corrigé de I’exercice 13
On peut facilement vérifier que E est un R-espace vectoriel (en tant que sev de C!([0,1],R) par
exemple).

1. Montrons que N, est une norme sur F.
* Pour toute f € F, la fonction |f’ — af| est continue sur [0, 1], donc I'intégrale N,(f) existe
et est positive (par positivité de l'intégrale).
* Séparation : si N,(f) =0 avec f € E, alors la fonction |f’ — af], qui est continue, positive
et d’intégrale nulle est en fait nulle sur [0,1]. On a alors f’ = af donc il existe C' € R tel
que pour tout x € [0, 1], f(z) = Ce**. Mais f(0) =0, donc f est nulle.

* Homogénéité : pour tout f € Eet A€ R :

Na(Af) = / AP (8) — arf(Dlde = A / o —afl = AN,

par linéarité de l'intégrale.

* Inégalité triangulaire : pour f,g dans F, on a par linéarité de la dérivation :

1
Na(f+g):/0 F g —alf+9)

En utilisant I'inégalité triangulaire sur R et la croissance de l'intégrale, on obtient alors

Na(f+g)§/0 (f' — afl +1g' — agl) = Na(F) + Na(g).
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2. Soit z € [0, 1]. Puisque f est de classe C* et que f(0) = 0, nous avons

d

f(@)eo® = £(0) + / <

G Ueyd= [ (70 - as)ear

donc

@l = 1@ = | [ (o —arm)etal < [ 16 —ar@le e

Ceci entraine
Vo €[0,1], [f(z)le™" < Na(f),

et donc
Ve € [0,1],  [f(z)] < e*" No(f) < e"Na(f).

Ainsi, on a
V€L, |[flo <e"Nalf),

ce qui montre bien que ||.||« est dominée par N,.

3. Pour tout n € N :

1 1
()= [ |fh—afal = / |27rn cos(27mnt) e dt.
0 0

Avec le changement de variable u = 27nt, cela se réécrit :

2mn 2mn 2n—1 (k+1)m
Nao(fn) :/ | cos(u)|e®/ ™) dy, 2/ | cos(u)|du = Z / | cos(u)|du.
0 0

Par m-périodicité et parité de |cos|, on a

(k+1)m /2 /2
vk € Z, / | cos(u)|du = / | cos(u)|du = 2/ cos(u)du = 2.
k 0

s —m/2

Donc finalement
V?’LGN, Na(fn) 2471,

ce qui montre que lim N,(f,) = +oo.
n—-+oo

On en déduit que N, et ||.||co ne sont pas équivalentes, puisque la suite (f,,) est bornée pour la
norme ||.||oc (Vn €N, ||fn]lcc < €%, constante indépendante de n) mais pas pour la norme N,.

Exercice 14 (***Une norme sommatoire)
On note ¢! 'ensemble des suites réelles u = (uy, )nen telles que > |u,| converge.

—+oo
1. Montrer que I'application ||.|[1 : u+ Y |u,| définit une norme sur £1.

n=0
2. Etant donné une suite bornée a = (o, )neny € RY, justifier que application
0N — R
N : LER est bien définie.
u Y |ty
n=0

3. Déterminer une CNS sur « assurant que N est une norme sur £!.

4. Dans ces conditions, les normes ||.||; et N sont-elles équivalentes ?

Corrigé de I’exercice 14

1. e On sait d’aprés le cours sur les séries que ¢! est un R-espace vectoriel. L’application ||.||;
est bien définie sur ¢! et a valeurs positives.
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e Séparation : si |jul|; = 0, pour tout k € N :

+oo
0 < Jup| €Y Junl = [lulls =0,
n=0
donc la suite u est nulle.
e Pour tout u€ (et \€ER :
—+o0 —+o0
Xully =Y [Xun] = ALY fun] = [AllJullr-
n=0 n=0
e Si u,v sont dans ¢!, alors par inégalité triangulaire sur R et croissance de la somme :
+oo +o0o
lut ol =" lun +val <D (Jtnl + [va]) = [[ully + [[0]1-
n=0 n=0

2. Si () est bornée et u € ¢, on peut noter M = sup |ay,|. On a alors
neN

Vn € N, |Olnun| < M|un|7

donc la suite positive o, uy,| est sommable (puisque M |u,| Pest).
L’application IV est donc bien définie de ¢! dans R.

3. N est clairement a valeurs positives, et on montre facilement la propriété d’homogénéité ainsi
que l'inégalité triangulaire. Ainsi, N est une norme si et seulement si la propriété de séparation
est vérifiée. Deux cas se présentent :

e S’il existe i € N tel que o; = 0, alors N ne vérifie pas la séparation, puisque la suite
(un) = (On,i)nen (définie par u; =1 et u, = 0 si n # ) est non nulle, sommable et vérifie

—+oo
N(u) = Z 00 =0y = 0.
n=0

e Si au contraire «,, n’est jamais nul, alors, pour tout u € £ :

+o00
N(u) =0 < Z\anun\zO = VneN, |ayu,| =0.

n=0
(car on a une somme nuls de réels positifs). Puisque Vn € N, |a,| # 0, on en déduit que
Nu)=0 = VneN, u, =0 = u=0an.

Ainsi, N est une norme sur ¢! si et seulement la suite (a,,) ne s’annule pas.

4. Placons-nous dans le cas oit N est une norme sur ¢!, c’est-a-dire que ’on suppose :
Vn e N, ay # 0.
D’aprés la question 2, on a
vueltt,  N(u) < [lafoollull,

donc N est dominée par |.||;. Voyons maintenant si ||.||; est dominée par N.
La encore, deux cas se présentent, en fonction de la valeur de 5 = ing || € RT.
ne

e Si 8> 0, alors pour tout u € ¢! :

—+oo
N(u) =Y |anun| = Bllullr,

n=0

et donc

1
vuel,  ful < N().

Dans ce cas, ||.||1 est dominée par N.
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e Si 3 =0, alors ||.||; n’est pas dominée par N. En effet, supposons qu’il existe C' € R tel
que
Yu € ¢ lull1 < CN(u),

Alors, pour tout réel e > 0, £ ne minore pas (a,), donc il existe i € N tel que |o;| < €. En
considérant alors la suite (u,) = (d;,), on a

+o0 too
s =D Junl =1, N(u) =Y |anun| = |ai| <,
n=0

n=0

donc ’hypothése de domination améne :
Ve > 0, 1 < Ce,

ce qui est clairement impossible (cela implique C' # 0 et en prenant £ = 1/2C, on obtient
1<1/2).
En conclusion, les normes N et ||.||; sont équivalentes si et seulement si inlf\I lan| > 0 (ce qui
ne

revient a dire que (Ja,|)nen posséde un minorant strictement positif).

ITIT Calcul de distances

Exercice 15 (**Distance dans un espace de fonctions)
Soit E ’espace vectoriel des fonctions [—1;1] — R bornées, muni de la norme ||.||s, €t soit F =
C°([~1;1];R). On considére la fonction f € E définie par

1 size€lo,1]
flz)=< 0 six=0
-1 size[-1,0]

Déterminer la distance d(f, F).

Corrigé de I’exercice 15
Par définition, d(f, F) = 121f7 Il = glloo-
g

e Soit g € F (donc g est continue sur [—1,1]). L’idée a exploiter est la suivante : puisque f est
discontinue en 0 (le "saut" vaut 2), alors écart |f(z) — g(«)| a des chances d’étre maximal pres
de z = 0.

Fixons € > 0. Par continuité de g en 0, il existe 0 < § < 1 tel que

z € [-0,0] = [g(z) —g(0)] <e = ¢(0) —e < g(x) < g(0) +e.
Ainsi, on a, par définition de f :
re[-0,00 = —1—g(0)—e < f(x) —g(z) < —1—g(0) +e.

re (0,60 = 1-g(0)—¢ < f(z) - glx) <1—g(0) +e.
Raisonnons maintenant en fonction du signe de g(0) (faire un dessin!).

* Si g(0) > 0, alors en prenant € = ¢g(0)/2, on obtient notamment
e [-6,0( = f(z)— g(x) < —1-g(0)/2 < —1,

ce qui montre que || f — g|loo > 1.

* De méme si g(0) < 0, alors avec e = —g(0)/2 :
€[00 = f(z) —g(z) =21-g(0)/2>1,

donc 1a aussi || f — g]|eo > 1.
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* Enfin, si g(0) = 0, alors
zel0,0] = f(z) —g(z) >1-¢,

donc || f — g|leo > 1 — € et ce pour tout € > 0, donc ||f — g||co > 1.

On a donc montré que
VoeF, |f—gls =1,

ce qui montre que d(f, F) > 1.
e Enfin, il est facile de voir que d(f, F) < 1, puisqu’avec la fonction nulle g = 0 (qui est bien dans
F),onallf—gllec=flle=1
Donc finalement, la distance cherchée est d(f, F) = 1.

Remarque

Si on connait quelques notions de topologie, on voit facilement que F est un fermé de l’espace vec-
toriel normé (E, ||.||le) (toute fonction qui est limite uniforme de fonctions continues est elle-méme
continue), donc puisque f ¢ F, il est normal que d(f, F) >0 (en effet, d(f,F) =0 <= fcF et F
étant fermé, on a ici F = F).

Exercice 16 (***Distances dans un espace de suites)
Soit le R-espace vectoriel (E, |.||oo), o0 E est 'ensemble des suites réelles bornées et ||.|lo la norme
définie par : ||(un)nen|lco = sup|un|.

neN

On note E. le sous-espace vectoriel de F constitué des suites convergentes, Ey le sous-espace vectoriel
de E constitué des suites tendant vers 0.

1. Déterminer d(1, Ep), ou 1 désigne la suite constante égale a 1.

2. Déterminer d(a, E.), ot l'on note a = ((71)”)7161\].

3. Pour u € E, on note Au : n — Up41 — Uy, puis on considére F' = {Au, u € E}.
Déterminer d(1, F).

Corrigé de I’exercice 16

1. Pour tout u € Ey, nous avons ||u — 1|je > 1.
En effet, étant donné € > 0, il existe (puisque u,, — 0) ng € N tel que

n>ng = |u,| <e,
et donc
u— 1o = [uny = 1] =1 = Jup,| > 1 —e.
Ceci étant vrai pour tout réel € > 0, on en déduit que ||ju — 1| > 1 pour tout u € Ey.
On en déduit que d(1, Ey) = inEf |lu — 1]joc > 1 (puisque la borne inférieure est le plus grand
ue ko

des minorants).
Enfin, avec la suite nulle u = 0 (qui est bien dans Fy), on a |ju — 1||o = 1, donc d(1, Ep) < 1.
Finalement, d(1, Ey) = 1 et cette distance est atteinte (en la suite nulle notamment).

2. e Premiére méthode : en utilisant 1’idée qu'une suite convergente ne se comporte pas trés
différemment d’une suite constante.

* Testons d’abord avec des suites u constantes :
VA €R, 1A= alloo =sup |A — (=1)"| =sup(|]A+ 1, |A=1]) > 1
neN

(on le voit en distinguant les cas en fonction de la position de A par rapport & 1 et —1
et le minimum est atteint lorsque A = 0).

* On peut donc conjecturer que pour toute suite u € E,. (donc convergente), on a

lu — alloo > 1.
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Prouvons cette inégalité : soit u € E., notons ¢ € R sa limite.
Si par I'absurde on avait ||u — allec < 1, alors il existerait ¢ €]0, 1] tel que ||u — alloo <
1 — g, c’est-a-dire

VneN, |u,—(-1)"<1-—¢

ou encore
V’I’LEN, |u2n_1|§1_€7 |u2n+1+1|§1_€7

donc en passant & la limite :

[6—1]<1-—¢, [l+1] <1-—e.
Mais cela revient & :

e<t<2—c¢, e—2</t0< —¢,

ce qui est impossible (£ > 0 et £ < 0 a la fois).
On a donc bien
Yu € E,, lu —alloo > 1.

Enfin, ce minorant est atteint : en prenant « = 0g, on a ||u—al|s = sup, ey [(—=1)"| =1,
donc
d(a,E.) = inf ||lu—a|e =1
uekb,

e Deuxiéme méthode : directement "avec des £".

* Soit u € E., de limite £ € R. Pour tout réel € > 0, il existe ng € N tel que
n>nyg = |u,—{ <e.
On a donc, pour tout entier n > ng :
|ugn — agn| = [ugn — 1] = [(ugn =€) = (1 = O Z [1 = 4] = Jugn — €] 2 [1 = £ —¢,

ce qui montre que ||u —alloo > |1 — ¢ —e. Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit
que
[ —afloe = 1 —1].

Mais on a aussi, pour tout n > ng :
[ugnt1 — @znt1] = |uzn1 + 1 = |ugnpr =L+ L+ 1 > 1+ 4] — |ugnyr — € > 1+ 4| —¢
ce qui montre de méme que

lu = allos > [1+4].

On a donc deux minorants de ||u — al|, et 'un des deux est toujours supérieur ou égal
a 1, puisque
2=1+L+1—-4<|1+L+[1—-1.

Donc finalement
Yu € E,, lu —al|leo > 1.

Enfin, ce minorant est atteint : en prenant u = Og, on a |[u—al|ec = sup, ey |(—1)"| =1,
donc
d(a,E;) = uienbﬁc lu —alloo = 1.

3. Soit u € E (i.e. u bornée). Essayons de minorer ||Au — 1|00 = sup |unt1 — upn — 1.
neN

Déja, la quantité w,4+1 — u, ne peut pas avoir un minorant strictement positif : en effet, si on
avait
de >0, Vn €N, Upt+1 — Un > €,

cela contredirait le caractére borné de u, puisqu’alors :

Up — Up = (Up, — Up—1) + -+ (ug —ug) >ne — +oo.
n——+00
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On a donc
Ve >0, dng € N, Ung4+1 — Ung < €,
ce qui entraine
—1]=1— (Ungt1 — Uny) > 1 — €.

||AU - 1H00 > |uno+1 — Un,

Ceci étant vrai pour tout réel € > 0, on a montré
Yu € E, [Au — 1] > 1.

De plus, ce minorant est atteint puisqu’avec n’'importe quelle suite constante u (donc bornée),
on a Au = 0g, et donc ||[Au — 1] = 1.
Finalement, on a donc

d(1,F) = inf ||v — 1||ec = inf ||JAu — 1o = 1.
veF ueE

IV  Suites, valeurs d’adhérence

Exercice 17 (***Manipulation de suites extraites)
Soit (u,) une suite de nombres réels.

1. On suppose que (u,) est croissante et qu’elle admet une suite extraite majorée. Que dire de
(un)?

2. On suppose que (u,,) est croissante et qu’elle admet une suite extraite convergente. Que dire
de (up)?

3. On suppose que (u,) n’est pas majorée. Montrer qu’elle admet une suite extraite strictement
croissante qui diverge vers +oc.

Corrigé de ’exercice 17

1. Par hypotheése, il existe un réel M et une fonction ¢ : N — N strictement croissante telle que
Vn € N, gy < M. Puisque ¢(n) > n pour tout n € N (récurrence simple), on obtient par
croissance de la suite (u,) que

Vn €N, Up S Uy < M,

donc (uy) est majorée par M.

2. Par hypothése, il existe un réel ¢ et une fonction ¢ : N — N strictement croissante telle que

Up(ny — L. La croissance de (u,) va alors entrainer que u, — /.
n—-+oo n—-+oo

En effet, si on fixe un réel € > 0, il existe ng € N tel que n > ng = |uy@m) — ] < €.
Pour n > ¢(ng), on a alors, par croissance de (uy,) :

f—e< Up(ng) <u, < Up(n) < €+53

et donc |u, —¢| < e, ce qui montre la convergence voulue.
3. Par hypotheése, la propriété (M € R, Vn € N, u,, < M) est fausse, donc

VM eR, In €N, u, > M.

Et on a méme mieux : puisque la suite (u,) n’est pas majorée, elle n’est pas non plus majorée
a partir d’un certain rang ng (enlever ou rajouter un nombre fini de termes ne change rien au
caractére majoré d’une suite).

Donc on a non(IM € R, 3Ing € N, VYn > ng, u, < M), c’est-a-dire

VM € R, VYng €N, In > ng, u, > M

(pour tout réel M, il y a une infinité de termes strictement supérieurs o M).
En choisissant convenablement des réels M et des entiers ng, on va alors construire par récurrence
forte une suite extraite (u,(,)) strictement croissante telle que g,y > n pour tout n € N.
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Pour M =0 et ng = 0 : il existe un entier ¢(0) € N tel que u,g) > 0.

Pour M = max(1,uy,()) et ng = ©(0) + 1 : il existe un entier (1) > ¢(0) tel que uy,1) > 1, et
Up(1) > Uep(0)-

Supposons construits des entiers p(0) < ¢(1) < --- < (k) tels que uy) < --- < Uk et
Uy(i) > @ pour tout i € [0, k.

Posons alors M = max(k + 1, uyx)) et ng = (k) + 1. Il existe alors un entier ¢(k + 1) > (k)
tel que upre1) >k + 1, et ugre1) > Ugpr), ce qui permet de contruire le terme suivant.

Ainsi, la suite (u,) posséde une suite extraite (uy,(,)) qui diverge vers +oo.

Exercice 18 (***Extraction monotone et Bolzano-Weierstrass)

1. Montrer que de toute suite réelle (u,), on peut extraire une suite monotone.
Pour cela, considérer Uensemble X = {n € N, ¥p >n, u, > up}.

2. En déduire le théoréme de Bolzano-Weierstrass : de toute suite réelle bornée, on peut extraire
une suite convergente.

3. Adapter le théoréme de Bolzano-Weierstrass aux suites complexes.

Corrigé de ’exercice 18

1. Si la partie X C N est infinie, alors il existe une bijection strictement croissante ¢ : N — X
(poser ¢(0) = min(X), puis ¢(1) = min(X \ {¢(0)}), ¢(2) = min(X \ {©(0),¢(1)}), etc. Cette
application est strictement croissante par construction, donc injective, et surjective car pour tout
z € X,onax=q¢n)avecn=Card{p € X, p<z}).

Dés lors, tous les entiers ¢(n) sont dans X, donc la suite extraite (uy,(,)) est croissante par
définition de X.

Si la partie X est finie, alors elle est majorée, donc il existe ng € N tel que (n > ng = n ¢ X).
Donc pour tout n > ng, il existe p > n tel que up < up.

On pose alors p(0) = ng, il existe p(1) > ©(0) tel que ugyy < uy), et on construit par
récurrence forte une suite extraite (ug,(y)) strictement décroissante.

2. Soit (u,) une suite réelle bornée. Alors on peut en extraire une suite (u,(,)) monotone, qui est
également bornée, donc convergente (si elle est croissante et majorée, elle converge vers sa borne
supérieure, et si elle est décroissante et minorée, elle converge vers sa borne inférieure).

3. Soit (uy) = (@, +1iy,) une suite complexe bornée. Alors, les deux suites réelles (z,,) et (y,) sont
bornées, donc on peut leur appliquer le théoréme de Bolzano-Weierstrass : on extrait d’abord
une suite (z,(,)) qui converge vers £; € R. Ensuite, on considére (y,(n)) : elle est elle-méme
bornée (en tant que sous-suite de (y,)), donc on peut en extraire une sous-suite (Yy(y(n))) qui
converge vers £o. On a également (x,(y(n))) qui converge vers £ (comme sous-suite de (z,(y,)))-
Donc finalement (uy,(y(n))) converge vers £1 + ilo.

Exercice 19 (***Suites de Cauchy et valeurs d’adhérence)
Soit (E, ||.]|) un K-espace vectoriel normé.
On dit d’une suite (u,)nen € EN qu'elle est de Cauchy lorsque :

Ve >0, INEN, V(p,q) €EN?, (p>Netqg>N) = |lup, —uyl <e.

On dit d’un espace vectoriel normé E qu’il est complet lorsque toute suite de Cauchy d’élements
de E converge dans F.

1. Montrer que toute suite convergente est de Cauchy.
2. (a) Montrer que toute suite de Cauchy est bornée.
(b) Montrer qu’'une suite de Cauchy admet au plus une valeur d’adhérence.

(¢) En déduire que (R, |.|) est un espace complet.

Remarque
La complétude est un attribut fondamental de R mais les espaces vectoriels normés ne sont pas tous
complets...

Exercices du CHO5 : Espaces vectoriels normés - généralités 19/ 20



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

Corrigé de I’exercice 19

1. Supposons que (uy,) converge vers ¢ € E. Etant donné un réel € > 0, il existe N € N tel que

n>N = |lu, —{|| <e/2.

On a donc par inégalité triangulaire :

(P=2Netg>N) = |up—ugll < flup =Ll +[|£ —uql < e,

ce qui montre bien que (u,) est une suite de Cauchy.

2. (a)

Soit (uy,) une suite de Cauchy. En prenant e = 1, il existe un entier N € N tel que
(p=Netg>N) = [lup —uql < 1.
On a donc, pour tout entier n € N :
nzN = Jlun—unl| 1T = Jlual = [[(un —un) +un| <1+ [Jux]],
ce qui montre que la suite (u,) est bornée puisque
VneN,  |unll < max([luoll, - lun—1ll, 1+ flun])-

Soit (uy,) une suite de Cauchy, et A\, u € F deux valeurs d’adhérences de (u, ). Alors il existe
deux extractions ¢ : N — N et ¢ : N — N strictement croissantes telles que u,,) — A et
Uap(n) — W

Fixons ¢ > 0. La suite (u,,) étant de Cauchy, il existe N € N tel que

(p>Netg>N) = ||up—uqH§€.

Donc puisque Vn € N, ¢(n) > n et ¢(n) > n (propriété classique des extractrices, qui se
montre par récurrence), on a

n=N = |lugm) —uyml <,
donc en passant & la limite lorsque n — 400 :
A=pl <e.

Ceci étant vrai pour tout réel £ > 0, on en déduit que ||A — p|| = 0, donc p = A, ce qui
montre que (u,) posséde au plus une valeur d’adhérence.

Soit (up) une suite réelle de Cauchy. Elle est bornée (cf. 2.(a)), donc d’aprés le théoréme
de Bolzano-Weierstrass (vu en MP2I), il existe une suite extraite (uy(,)) qui converge vers
A € R. On va alors utiliser que A est la seule valeur d’adhérence de (uy,) (cf. 2.(b)) pour
montrer que (uy,) converge vers A.

Par labsurde, si (u,) ne converge pas vers A, alors il existe un réel g9 > 0 tel que :

VYng €N, In >ng ||u, — A > eo-
Cela permet de construire par récurrence une suite extraite (uyx)) telle que
() VKEN, fuy —Al>

(a chaque étape k, prendre ng = 1(k)+1 et choisir n > ¢(k)+1 que 'on renomme 9 (k+1)).
Or, (uy(x)) est bornée (car (uy) l'est), donc toujours par le théoréeme de Bolzano-Weierstrass,
elle posséde une valeur d’adhérence p, qui est aussi une valeur d’adhérence de (u,) (une
suite extraite d’une suite extraite de (u,) est elle-méme une suite extraite de (u,)), donc
par unicité, u = . Ainsi, uy ) — A, ce qui contredit (x).

Ce raisonnement par I’absurde montre que u,, — A, donc que toute suite réelle de Cauchy
converge.
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