Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2023-2024) Mathématiques (D. Broizat)

Exercices du CHO2 : Intégration sur un intervalle
quelconque

Exercices de la banque INP a étudier : ex 28 (deux exemples d’étude d’intégrabilité)

I Exemples d’étude de convergence

Exercice 1 (*)
Déterminer si les intégrales suivantes sont convergentes :

T sin?(¢ too T2 In(t L cos(t
(a) /0 tz()dt, ) /2 Tl © /0 Ch((t))dt (d) /O = (_)tdt,

Loodt vES t
(e) /0 ma (f) . ﬁdt

Corrigé de I’exercice 1
(a) La fonction f : ¢ — 52 ( sin () est continue sur |0, +ool.
En 0 : f se prolonge par continuité puisque f(t) (;\jr tz =1, donc fo f converge.
En 400 : on a la majoration V¢t > 1, 0 < f(t) < L 7z, donc par comparaison de fonctions positives,
f1+oo f converge.
Finalement f0+oo f converge.

(b) La fonction f : ¢ +— ﬁ est continue sur [2,+oo[ (inverse d’une fonction continue non nulle
car Vt > 2, tIn(t) > 0). Pour tout = > 2, on a :

/ /x L/t ——dt =In(In(z)) — In(In(2)) — oo,

r——+00

donc f;_oo f diverge.

(¢) La fonction f :t— Ch((t)) est continue sur ]0, +oo[ (car ch > 0).
EnoO: f(t ) ~ ln( ), donc par comparaison de fonctions négatives, fol f converge.
En 400 : tzf(t) o 2t In(t)e 2 0, donc f(t) = o(1/t?), ce qui montre que f est intégrable

au voisinage de 4oc0.
Finalement, [~
inalement, [;" f converge.

(d) La fonction f :t— i(/)ﬂ est continue sur [0, 1].

De plus, en utilisant le changement de variables généralisé u = 1 — ¢, on a (sous réserve de

convergence) : ) X
cos(1 —u)
o[t
=

et ces intégrales convergent par comparaison de fonctions positives car

cos(1 —u) 1

Vi S u

vuel0,1, 0<

Donc fol f converge.

(e) La fonction f:t+— est continue sur ]0, 1].

1

(1-t)Vt

En0: f(t) ot 77z done f est intégrable au voisinage de 0.

Enl: f(t) ~ L, d L di i ‘o Ldt=—In(l—2)-In(2) — .
n f(t) ~ 1 done f1/2f iverge (puisque f1/2 = n(l —z) — In(2) g +00)

Finalement, fol f diverge.
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(f) La fonction f : ¢t — \/tiildt est continue sur ]0,+o0[ (car V& > 0, e’ > 1+ ¢ par stricte

convexité de la fonction exponentielle, ou par étude de la fonction ¢ — et — 1 — ¢).

En 0F, f(t) ~ —~
0+ \/t2/2
E t/2 _ 2 +o0
n +oo, f(t ) ~ te” = o(1/t?), donc [ f converge.

= /2, donc f se prolonge continiiment en 0. D’ou fol f converge.

Finalement, f o [ converge.

Exercice 2 (**Etude d’intégrabilité)
Déterminer si les fonctions suivantes sont intégrables :

(a) f:t—e—(1+ %)t sur [1, +ool.

(b) f:t— (tV 1)(\)[ sur |1 ;4o0].

(c) f: t»—>tan(t) sur]O ’T[

) %

Corrigé de l’exercice 2

(a) La fonction f:t+—e— (1+ %)t =e—exp (tln(1+ 1)) est continue sur [1,+ool.
En outre,

_ L 2)) = —1/(20)+0(1/2) ¢
f(t)-e—exp(t(;—ﬁ%—o(l/t)))—e(l—e ) ~ =

t—+oo 2t
donc f n’est pas intégrable sur [1, +oo[ (comme t — 1/t).
(b) La fonction f :t— (@ est continue sur |1, +o0].
En +o0 : f(t) ol (mg)/)zl/? = 0(1/t5/4) donc f est intégrable au voisinage de +oo.

Enl: f(t) = 11251:;\_/%) ~ t 1 =1, donc f est intégrable au voisinage de 1.

Finalement, f est intégrable sur |1, +o0].

(c) La fonction f : ¢ — tan(t) est continue sur |0, 7/2[.

En 0 : f se prolonge contlnﬁment puisque tan(t) ~ t, donc f(t) — 1. On en déduit que f est
intégrable au voisinage de 0.

En7/2:enposant u=7%5—t — 0%, ona
t—mw /27

F(t) = tan(m/2 — u) 2 sin(m/2 — u) _ 2c?s(u) N 17

/2 —u or cos(m/2 —u)  wsin(u) o+ wu

donc f n’est pas intégrable au voisinage de /2.
Finalement, f n’est pas intégrable sur |0, 7/2][.

Exercice 3 (**Le grand classique : I’intégrale de Dirichlet)
sin(t)
t

+oo
1. Justifier la convergence de / dt.
0

(DT | sin(t)

2. Montrer que la série de terme général / ———dt diverge.

nm

—+o0
n
En déduire que l'intégrale / #dt est semi-convergente.
0

+oo
3. En déduire la nature de / sin(e’)dt.
0

Corrigé de ’exercice 3

1. La fonction f : ¢+ “n(t)

En 0 : f se prolonge contmﬁment (car f(t) ~ %t =1), donc fol f converge.

est continue sur |0, 4+o00[.
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. Pour tout entier n € N*, on pose u,, = f("H)Tr fl=,

En 400 : on fixe > 1 et on fait une IPP sur le segment [1, 2] :

[ = [ [y ) [l

cos(x)
T

<l = o0
T z—+oo

D’autre part, I’ mtegrale +°° Co;(t)

sur [1,4+oo[ et |2 t)‘ < . Donc il existe £ € R tel que [/’ cost  — o

t2
Tr—r+00

D’une part, on a

cos(t)

72— est continue

converge absolument car la fonction ¢ —

Par somme de limites, fl f — cos(l) — ¢ €R, ce qui montre que f;roo f converge.
r—+o0

Finalement, f0+°° f converge.

(n+1)7 \sm(t)\
o dt.
Par changement de variable affine :

Vne N, w :/ |SIH(I+n7T)|dz:/ |sm(as)|d$ >/ sin(z) dp — 2
0 0 0

T+ nw x+nw T+ nw (n+1)w

Par minoration de séries a termes positifs, la série ) -, u, diverge (puisque >

2 1o
2 anl - diverge).
On en déduit, pour tout entier N > 1 :

(N+1)7w N
L= g e

et donc f:oo |f| diverge (sinon, la suite N +— f;NH)W |f] aurait une limite finie).

2 —
n>0 (n+1)m

Finalement, fOJr * f converge et f0+ “|f| diverge, c’est-a-dire que lintégrale f0+ * f est semi-
convergente.

Avec le changement de variable généralisé ¢ — e! (qui est une bijection strictement croissante
de classe C! de R* dans [1,+0o0[), on a sous réserve de convergence :

+oo +00o s
/ sin(e')dt = / sin(u) du.
0 1 u

On reconnait alors une intégrale convergente (d’apreés la question 1.), donc fo sin(e!)dt converge.

Exercice 4 (**Intégrales de Bertrand)

—+oo
Pour o, 5 € R on étudie la nature de 'intégrale / o
€

1. On suppose a > 1. Montrer que l’intégrale étudiée converge.

. On suppose a = 1. Calculer [

dt

Int)#
#{In t)ﬂ et déterminer pour quels § € R lintégrale étudiée
converge.

On suppose a < 1. Montrer que 'intégrale étudiée diverge.

Déduire de ce qui précéde la nature de l'intégrale fo m

Corrigé de ’exercice 4

Pour (o, 3) € R? fixé, on notera f : t

(i (t)),g Cette fonction est continue sur |1, 4o0[, donc sur

[e, +00.

1.

La stratégie est de comparer f a une fonction "de Riemann" ¢ — 1/¢7.
Sia>1,alors t7f(t) =t""*In(t)~" N 0 dés que v < . En choisissant 1 < v < « (possible
—+oo

car « > 1), on obtient donc f(t) = o(1/t") avec v > 1, ce qui montre que f;oo f converge.

. Si =1, on peut faire un calcul direct de primitive : pour tout x > e, on a

In(t)t—#7" .
/:f:/:(l/t)ln(t)—ﬁdt: [ -5 } sip#£1 |

In(In(¢)]; sif=1
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et en examinant tous les cas, on constate que z — f: f posséde une limite finie en +oo si et
seulement si 5 > 1. Donc f;oo f converge ssi > 1.

3. Si o < 1, on procéde comme dans le cas o > 1, mais "dans 'autre sens".
On a tVf(t) = t7~*In(t)~" 2 +00 dés que v > «. En choisissant (par exemple) v = 1, on

—+00

obtient ¢f(t) > 1 pour ¢ suffisamment grand, c’est-a-dire f(t) > % au voisinage de 400, et donc
fjoo f diverge.

4. La fonction f est aussi continue sur ]0,1[, donc sur ]0,1/e]. Avec le changement de variable
généralisé t — 1/t, on obtient que fol/ “|f(t)|dt est de méme nature que

+oo " +oo
A =

donc d’aprés les questions précédentes, fol/e |f| converge ssi (2—a >1)ou (2—a=1et g >1).
Finalement, fol/e |f| converge ssi (v < 1) ou (¢ =1et 8> 1).

Exercice 5 (**)
| In(t)|*

R

1
Pour (a,b) € R?, discuter la nature de /
0

Corrigé de ’exercice 5
b
La fonction f : ¢ +— ‘(lln_(tt))t est continue sur 0, 1[ pour tout (a,b) € R2.

En 0 : f(¢) ot |In(t)|> = o(1/t'/2) (puisque t/2f(t) ~ t'/?|In(t)|® e 0), donc f est intégrable au

voisinage de 0 pour tout (a,b) € R

Enl:In(t)=In(l-(1-¢t)) ~ —(1-—t),donc f(t) ~ W, donc par comparaison a un exemple
t—1- 1- L

de Riemann translaté, on obtient que f11/2 f converge si et seulement si a — b < 1.

Finalement, fol f converge si et seulement si a — b < 1.

Exercice 6 (***)
dx

1+ z4sin?(z)

+oo
Déterminer la nature de l'intégrale impropre /

Corrigé de I’exercice 6

La fonction f: x +— ) est continue sur R, donc sur [0, +00[ (puisque 1+ 2 sin®(z) > 1> 0

1
1+z%sin?(z
pour tout réel ). Découpons 'intégrale en morceaux bien choisis : pour tout n € N, on pose

(n+1)7w (n+1)7 dx
e [ e
nr o 1+ z4sin®(x)

Par changement de variable affine :

" _/7r du _/Tr du </” du
" Jo 14+ (utnn)tsin?(u+nm)  Jo 1+ (u+nm)isin®(u) ~ Jo 1+ (nw)tsin®(u)

Par m-périodicité et parité de u +—> j> on a donc

1
1+ (nm)? sin?(u

/“/ 2 du /”/ 2 2du
Up < . 92 = )
—x/2 14 (nm)*sin®(u) o 1+ (nm)*sin®(u)

Pour continuer a majorer u,, on peut alors minorer le sinus sur [0, 7/2] par sa corde (par concavité),
d’équation x — (2/m)x :

_ /”/2 2du B /”/2 2du
tn = o 14+ nm)iQu/m)?  J, 1+ (2mn2u)?

arctan(Zﬂ'n?u)}ﬂ/Q _arctan(r?n?) <
2 B 2 =

1
™ o ™ 2n2’
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pour tout n € N* ce qui montre que »_ u,, converge.
La fonction f étant positive, on en déduit que f0+°o f converge, puisque pour tout réel x > 0, on a,
en notant N le plus petit entier tel que (N + 1)7 > x :

N

/f</N+1 f= Zunﬁnz%un<+oo

. . . xr . ” . . .
ce qui montre que la fonction croissante z fo f est majorée, donc a une limite finie en 4oc0.

II Calculs d’intégrales impropres

Exercice 7 (*)
Justifiez 'existence des intégrales suivantes et calculez leurs valeurs :

+oe 1 o ch(t) RS
@ ), wroe® © L amt © ) 7=t

T arctan ''n oo
(d) /0 ti(t)dt’ (e) /0 Lo dt, (f) /0 e” " sin?(wt)dt, (a,w) € R} x R.

14 ¢2 1-t¢

Corrigé de ’exercice 7

(a) La fonction f :t— WM

teur ne s’annule pas). Pour tout 2 > 0, on obtient par décomposition en éléments simples :

est continue sur [0, +o00[ (fraction rationnelle dont le dénomina-

/mf—l/x( ! +1 )dt {1 (1+1t) + arctan(t) 11(1+t2)x
| =3 e tire n arctan 2m 0,
c’est-a-dire a )
z 1 + T
/0 f:zln( + 5 >+§arctan( )zjoo Z

s

Donc f0+oc f converge et f0+°° f=1z
(b) La fonction f :t — Cchh((;t))
le dénominateur ne s’annule pas, puisque ch > 0).
Avec le changement de variable généralisé u = sh(t) (licite car sh : R — R est bijective,

strictement croissante et de classe C 1) on obtient, sous réserve de convergence :

+o0o +o0 +oo du +oo du
= — =92 -
/ F= / cth /_OO 1+ 2u? /0 14 2u2’
puisque ch(2t) = 1(e* +e7%) = 3 ((e! —e*)2 +2) = 1 +2sh*(¢).

1
2
Enfin, Hﬁ =4 (% arctan(uﬂ)), donc

T du 1
Yz >0, = t
x> /0 S22~ /5 arctan(zv2) —»

donc f f converge et f =J-

est continue sur R (quotient de deux fonctions continues sur R dont

m—>+oo 2f

. +2
(¢) La fonction f : ¢t — \/ﬁ est continue sur [0, 1].
Avec le changement de variable généralisé ¢t = sin(u) (licite car sin : [0,7/2]— [0, 1] est une
bijection strictement croissante et de classe C1), on obtient sous réserve de convergence :

1 1 2 /2
t sin? (u)
= cos(u)du = sin?(u)du,
/Of /O Wi / Teos(a)] () /O (u)

car cos(u) > 0 pour u € [0,7/2[. Ceci montre la convergence de l'intégrale fol f, puisque
u +— sin?(u) est continue sur le segment [0, 7/2]. On termine le calcul en linéarisant sin®(u) :

/1f/”/2lcos(2u)d .
A el A e u= 7
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(d)

arctan(t)

La fonction f : ¢t — T2

Pour tout x > 0, on a

T arctan(t 1 N w2
= | = arctan®(t) — =,
1+ t2 2 o TFoo 8

donc fo f converge et fo = %.

La fonction f: ¢+ \1;1@ est continue sur |0, 1.

est continue sur [0, +ool.

Dans l'intégrale doublement impropre fo f, on effectue le changement de variable généralisé
1 —t (licite car t — /1 — ¢ est une bijection strictement décroissante et de classe C' de
10, 1[ dans lui-méme, de réciproque u — 1 — u2). Sous réserve de convergence, on a donc

/Olf:/loln(l;tﬂ)(—Qu)du=2/011n(1_u2)du'

En décomposant In(1 — u?) = In(1 — u) + In(1 + u), on obtient

/o1 S=2 (/01 (1 — u)du + /01 In(1 + u)du> =2 (/01 In(z)dz + /12 ln(x)dx> ,

sous réserve que les deux intégrales convergent. Mais c’est le cas, car In est continue sur ]0, +00[
et intégrable au voisinage de 0 (cas de référence). Donc fol f converge et par relation de Chasles,

e—0+

/ f= 2/ In(z)dz =2 lim [zIn(z) — x]i =4(In(2) — 1).
0 0

Soit a > 0 et w € R. La fonction f : ¢t +— e~ sin?(wt) est continue sur R (donc sur [0, +-00[), et

on a
efat —at

f@t) = 5 (1 — cos(2wt)) =

(1= Re(e™*")) = Re(g(1)),

en posant
e 2wt 1 —at (—a+i2w)t
g(t) = (I—e™) =5(e" —e )-
2 2
Pour tout x > 0 :
x 1 _e—at e(—a+i2w)t z
/0 973 a + a — 2iw 0

(puisque a # 0 et —a + 12w # 0 étant donné que a > 0). Vu que

|e(7a+i2w)ac| — o 0
r—+o0

/m _>1(1 1 )_1(1 a+2iw)
Ogm—>+<><>2 a—2iw/) 2\a a%+4w2/)’
et donc (par continuité de la partie réelle)
v 1/1 a4+ 2iw 1/1 a
(G5 -G
/0 f:c—>+oo N2\a ™ @@ 142 2\a a?+ 4w?

Finalement /*f"’f t/*“f 1(1 a > 2w?
inalemen converge e =—|-- = :
" Jo & 0 2\a a?+ 4w? a(a? + 4w?)

on en déduit que

Exercice 8 (**Calculs d’intégrales de fonctions a valeurs complexes)
Calculer les intégrales qui suivent, en ayant justifié leur existence.

T i e dt
I = e~ dt, S (C, J = N\
(2) /_Oo e“'e pour z /_oo D)
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Corrigé de l’exercice 8

1. Pour z € C, notons f : t — e*'e~I*l. Cette fonction est continue sur R (& valeurs dans C).
Etudions ses primitives sur RT et R™.

e Sit>0,alors f(t) = e~V donc
* siz =1, alors f(t) = 1 donc f0+oo f diverge.

*
/zf_ e(z—l)m_l
o . z—1 "

donc f0+°° f converge ssi z — e*~ 1% admet une limite finie lorsque 2 — +o0.
e Sit<0,alors f(t) = etV donc
* 81 z=—1, alors f(t) =1 donc fi)oo f diverge.

* si z # —1, alors pour tout <0
/O f B 1— e(z+1)w
" B 241 7

0 . o .
donc [”__ f converge ssi z — e**1)® admet une limite finie lorsque z — —oc, ou encore
(z+1)z

si z # 1, alors pour tout x > 0

ssixr—e” admet une limite finie lorsque x — +o0

e Par ailleurs, pour tout nombre complexe w = u + ¢v non nul (avec u, v réels), on a

vz € RT, evt = e"rel,
donc
*siu<0, e =e“ — O0donc lim e¥* =0;
Tr— 400 r—+00
*siu >0, eVt = e —> +00, donc x — e¥? n’a pas de limite finie lorsque z — +00;
xr——+00
*siu=0,onauv#0 (puisque w # 0), donc = — e¥* = €% n’a pas de limite finie

lorsque & — 400 si v > 0 (car la suite n — e (%) = (—=1)™ diverge), non plus si v < 0
(par conjugaison).
En définitive, pour tout w € C*, la fonction = — €e"® posséde une limite finie lorsque

x — +00 si et seulement si Re(w) < 0, et dans ce cas, hr—? evr = 0.
T—r1+00

Revenons & notre intégrale : d’aprés les calculs de primitives précédemment effectués, on a
I1(z) = fj;o f qui converge ssi Re(z — 1) < 0 et Re(—z — 1) < 0, c’est-a-dire —1 < Re(z) < 1.
Et dans ce cas, on a, en passant a la limite dans les primitives :

“+o00 0
1 1 —z—1+2z-1 2
I = = — = = .
(2) /0 f+/_oof z—1+z—|—1 22 -1 1—22

2. La fonction f : t — (th)(lﬂt) est continue sur R (car ¢ — (14 t2)(1 +it) = i(t 4+ i)(t — i)?
s’annule en 44, donc pas sur R). On décompose en éléments simples dans C :

1/ i i 1 1 1
vt € R, f(t):4<t+i_tz‘>_2(ti)2 T2+ 1) 2(t—i)2

donc pour tous réels a < b :

b 1 1 b __arctan(b) — arctan(a) 1 1
/a = {5 arctan(t) + Q(t—i)] - 2 Y= 2a—i)

En faisant tendre b — +o00, on obtient que fjoo f converge et

+oo
Va < 0, / f=

Enfin, en faisant tendre a — —oo, on obtient que f f converge et
+o0o
— 00
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Exercice 9 (**)
+oo
t— |t]
12

Prouver que l'intégrale I = / dt converge et déterminer sa valeur a l’aide de la constante

1

d’Euler ~.

Corrigé de I’exercice 9
La fonction f : t +— t}” est continue par morceaux (mais pas continue) sur [1,4o0c[, car pour tout
entier n € N*, la restriction f|, nqy1 : t — tt}" est continue (en tant que fraction rationnelle) et

posséde des limites finies en n™ et (n+ 1)~

D’autre part, on a 0 < f(t) < t% pour tout ¢t > 1, donc f1+oo f converge.
Calculons maintenant cette intégrale : pour tout entier N € N* :

/1 f= ;/ = ;/H—Ht Nz:lnn—i-l —In(n ]:z::jn(n n—l—l)

c’est-a-dire

N)—Hy+1,

/le:ln NE

ot Hy =1+ -+ %.
En utilisant le développement asymptotique bien connu Hy = In(N) + v + o(1), on obtient donc

N
/ Felonto(l) — 1-n,
1 N

ce qui prouve (puisqu’on a déja montré que 'intégrale I converge) que

Remarque

Attention, ce calcul de limite ne prouve pas la convergence de l'intégrale, puisqu’il s’agit d’une suite
particuliere (N +— le f avec N entier non nul), et non pas de la fonction x +— flx f de variable réelle
x € [1,400[. Dot la nécessité de prouver la convergence de l'intégrale avant.

Exercice 10 (**)
Soit I = [ In (sin(z))dz.

1. Montrer que I est bien définie et égale a fog In (cos(z))dz.
2. En déduire une expression de I en fonction de fog In (sin(Zm))dx, puis la valeur de I.

3. En déduire la valeur de J = fog dz.

tarf(r)

Corrigé de I’exercice 10
On notera f : z — In(sin(x)).

1. La fonction f est continue sur ]0,7/2] et au voisinage de 0, on a le DL :

f(@)=In(z+o(z)) =In(z) + In(1 + o(1)) = In(z) + o(1) ~ In(x),

z—0t

(puisque 1 = o(ln( )) au voisinage de 07).
Vu que fo (z)dx converge, on en déduit par comparaison de fonctions de signe constant que
I= fo f converge.

Avec le changement de variable généralisé u = 7 — x, on obtient aussi

™

j /0 Insin(} — u))du = /: In ( cos(u))du.
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2. Puisque sin(2z) = 2sin(x) cos(x), on en déduit par linéarité de l'intégrale impropre

m/2 w/2 m/2 /2 T
/0 In(sin(2x))dx = /o In(2)dx + /0 In(sin(x))dx + /o In(cos(x))dx = 5 In(2) + 21.

(cette intégrale converge comme somme de trois intégrales convergentes).
Par ailleurs, le changement de variables u = 2z donne :

/2 ' B 1 ™ . B 1 ™ .
/0 In(sin(2x))dz = 5/0 In(sin(u))du = 3 (I + /77/2 ln(bln(u))du) ,

us

et avec le changement de variable x =u — 5, on a

L :2 In(sin(u))du = /0 " n(sin(e + ™)) = /0 " n(cos(a))da = T,

donc

/2 1
/ In(sin(2z))dx = B I+1)=1
0

En égalant les deux expressions de foﬂ/z In(sin(2z))dx, on obtient finalement 7 In(2) + 21 = I,
donc I = —7 In(2).

3. La fonction z — —— = cos(z
an(z) sin(x)

sin > 0 sur cet intervalle). Par IPP généralisée, on a :

admet pour primitive z — In(sin(z)) sur intervalle ]0, 7/2] (car

/2 /2
= — % __dz = [zIn(sin(z))]*? — n(sin(z))dz = [z In(sin(z))]*/? —
T= [ e = @)~ [ nGsin(@)de = o haGsinG));? - 1

puisque le crochet est bien défini (étant donné que zIn(sin(xz)) ~ xIn(z) — 0 en utilisant
z—0+ z—0t

léquivalent de la question 1.) et puisque l'intégrale I converge. Donc l'intégrale J converge et

T T
= — 1 — — = —1 .
J 5 In(1)—0-1 5 n(2)

IIT Exercices théoriques

Exercice 11 (*%*)
Soit f : [0, +00[ — R continue et a > 0.

e e f@)
Montrer f(t)dt converge = dt converge | .
0 0

1+t

Corrigé de ’exercice 11
Remarque : f n’étant pas supposée positive, on ne peut utiliser un critére de comparaison. On ne peut
pas non plus passer par la convergence absolue car on ne sait pas si fooo | f(t)|dt converge.
Utilisons donc une intégration par parties (sur un segment).

t ) °
1f+( t)a est continue sur [0;+o0[ (car a > 0), donc l'intégrale g(t)dt est
impropre en +oo. Pour & > 1 fixé, intégrons par parties sur le segment [1;z], en considérant la

primitive de f nulle en 1, notée F' : z +— / f(t)dt. On alors :
1

e T OF(t) { F(t) r /”” LR (1)
t)dt = dt = ————2dt
/1 9(t) 1 1+te 14 te 1+a 1 (T4te)2”

La fonction g : ¢t —

puisque u : t — F(t) et v : ¢ — sont de classe C! sur [1;z]. (attention : cette intégration par

1+t

parties ne serait pas licite sur le segment [0; 2] car la fonction ¢ —

1
n’est pas toujours de classe
14ta
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a—1

C! sur [0;z], & cause de sa dérivée t — 5 qui n’a pas de limite finie en 0 si 0 < a < 1). On a

(1+1t2)
donc, puisque F (1) = 0, pour tout x > 1 :

v _ F(2) v g1 (¢)
Aﬁmwﬁ_1+xa+a[ ﬁi?ﬁﬂt

Ensuite, quand on passe & la limite lorsque x — +o0 :

F
) — 0 car F(x) a une limite finie en 400 (puisque par hypothése l'intégrale
14+ 2% z—+o00

/ f(t)dt converge) et a > 0;
0
teLR(t)

xT
e l'intégrale ———2dt est absolument convergente puisque t +—>
g /1 (1 T to‘)2 g puisq

teLP(t) M
(1 +ta)2 — tl—i—a

® On a

teLR(t)

———— est continue sur
(14t=)?

[1; +oo] et , avec M un majorant de F' (qui est bien bornée sur RT car

TomlR(t
continue et possédant une limite finie en +00) et 1 + @ > 1. On en déduit que / (1_'_#1()2
1

dt

posséde une limite finie lorsque z — +o0.

x —+oo
Par somme de limites, / g(t)dt posséde une limite finie lorsque x — +00, donc / g(t)dt converge,
1 1

+oo
et finalement, / g(t)dt converge.
0

Exercice 12 (**Nature de la série / de I'intégrale impropre)
Soit ng € N et soit f : [ng; +oo[— R continue par morceaux, positive et décroissante.

—+oo
Montrer 1’équivalence : Z f(n) converge <— / f(t)dt converge
ng

n>ngo

Corrigé de ’exercice 12
Pour tout entier k£ > ng + 1, on a par décroissance de f :

k

k+1
/k f<im< [ 1

k—1
donc en sommant :
n+1 n n
Vn >ng + 1, / F<y f(k>§/ f.
no+1 k=no+1 0
Montrons alors ’équivalence voulue & 'aide de cet encadrement :

e Si l'intégrale f;;oo f converge, alors la fonction F : z f;ﬂ f posséde une limite finie en +oo,

notée ¢ € R. Par positivité de f, la fonction F' est croissante, donc ¢ = sup F, d’ou la
z€[no,+o0|
majoration :

Vn > ng + 1, i f(k)g/nf:F(n)gf.

k=no+1

Ainsi, la série & termes positifs E f(k) a ses sommes partielles majorées, donc elle converge.
k}Zno

n
e Réciproquement, si la série Z f(k) converge, alors la suite S, = Z f(k) converge vers S € R,

kZTLO k:’ng
et puisque (S,,) est croissante (par positivité de f(k)), on a S = sup S,,. Cela implique (toujours
n>ngo

par positivité de f et d’aprés encadrement précédent) que pour tout réel z > ng+1 :

x lz]+1 []
JREY I S CEE RO

o+1 w+1 k=no-+1
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Ainsi, la fonction croissante F' : x +— f;fo 41 f est majorée, donc posséde une limite finie lorsque

x — 400, ce qui montre que f;;ojl f converge et donc que f;}oo f converge.

Exercice 13 (**)

Soit

1.
2.
3.

f R4 — R une fonction continue par morceaux, décroissante et intégrable sur R .
Montrer que f tend vers zéro en +o0.
Montrer que z f(z) tend vers zéro quand x — +o0.

Si on supprime ’hypothése décroissante, déterminer un exemple de fonction f continue et
intégrable sur R telle que f ne tend pas vers zéro en +oo.

Corrigé de I’exercice 13

1.

La fonction f étant décroissante sur R, elle posséde une limite finie ou égale 4 —oo lorsque
xr — +00.

e Sif +—> —o00, alors f < —1 sur un certain intervalle [A4, +o0o[ (avec A > 0), donc pour = > A,
(oo}

x
on a / f<A—=x —+> —00, ce qui montre que f:{oo f diverge et contredit 'intégrabilité
A Tr—r+00
de f sur RT.
e Sif — (€ R* alors f(xr) ~ ¢, donc par le critére des équivalents pour les fonc-
+o0 r—r+00

tions de signe constant, f0+oo f est de méme nature que f0+oo £, donc divergente, ce qui est
contradictoire.

Donc nécessairement, f — 0.
—+oo

. D’aprés la question précédente, f est positive sur RT.

Par décroissance de f, on a

veert, [ fwit> [ f@di= @) >0,
z/2 /2

donc en posant F : x +—> fOI f,ona
Ve eRY,  0<af(2) <2AF(x) - Fla/2)),

et le membre de droite tend vers 0 lorsque x — 400 puisque F' ﬁ ¢ € R par intégrabilité de f
oo

sur R*. Donc zf(z) — 0.
r—r

400

L’idée est de construire une fonction affine par morceaux, dont le graphe est une succession de
"pics" de plus en plus hauts mais de base de plus en plus mince, de sorte que les aires des pics
soient sommables (pour faire converger 'intégrale).

1
Pourn > 2, on pose a,, = n—ﬁ et b, = n—|—$. On consideére alors Papplication ¢, : [an;b,] = R

définie par

4 5 ;
n‘r—n’+n S1T € |[an;Nn
oule) = | [a; |

—ntz+nd+n  siz€[n;by,]

On définit une fonction f : [0, +o0o[— R en recollant les graphes des (¢, )n>2 et en prolongeant
par O :

on(x) stz € [an;by]

fl@)=4 0 siz ¢ U [an; by]

n>2
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w1

®3

Cette fonction vérifie bien les propriétés demandées :

e f est bien définie sur R :
on a clairement a,, < b, pour tout n > 2, et
1 1 2

i1 —bp=1-— -~ >1- % 5,
Gnt1l n3 (n+1)3 n3

Donc a,, < by, < apt1 < bpt1 pour tout n > 2, ce qui prouve que les intervalles ([ay,; by])n>2
sont disjoints deux a deux.

e f est continue :
pour tout n > 2, la fonction ¢, est la fonction affine par morceaux sur [a,;b,| qui vérifie

‘Pn(an) =0, on(n) =mn, ﬁpn(bn) =0.

La restriction f4,.,] = ¥n est donc continue.
Les restrictions fio,a,[; fibn;ans,[ SONt aussi continues (car nulles).
Enfin, f posséde des limites nulles & gauche et a droite aux points a,, b, donc f est continue
en ces points.
Finalement, f est continue sur [0; +o0].
e f est intégrable sur R :
pour tout entier n > 2 :

bn, n by n by
f(t)dt = F(t)dt = (t)dt
[ soa=3 [ a3 [

(car f est nulle en dehors des segments [ag; bx]).
Or, pour tout k > 2, on a f:f or(t)dt = W = % (aire d’un triangle), donc

k2

bn n 1

0 k=2

Puisque la série Zz:; k% converge, ses sommes partielles sont majorées : il existe donc un

réel M > 0 tel que
bn

Vn > 2, F(t)dt < M,
0

Donc pour tout réel x >0 :

x n+1 byt
d d d M
/Of(t) ts/o £(t) ts/o f(tydt <

(en notant n la partie entiére de x et en utilisant la positivité de f).
La fonction F : z + [ f(t)dt est donc majorée sur R. Mais elle est aussi croissante (car

f >0), donc elle posséde une limite finie en +00, ce qui montre que f0+oo f(t)dt converge.
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e f ne tend pas vers 0 en 400 :
pour tout entier n > 2, on a f(n) = p,(n) =n, donc lim f(n) =400, ce qui empéche f

n—-+oo

d’avoir une limite nulle en +oco.

Et en plus, f n’est méme pas bornée sur RT (vu la suite (f(n))).

Exercice 14 (**%*)
Soit g : R; — R continue et intégrable. Montrer que toute primitive de g est uniformément continue.

Corrigé de I’exercice 14
Soit G une primitive de g sur R™ (elle existe car g est continue). On a alors, pour tous réels 0 < z < y :

o< [ (1o

Posons un réel € > 0. Puisque g est intégrable sur R*, on va exploiter I'idée que lorsque z et y sont
" nory ; ; +oo
assez grands, les "restes" [”|g| sont petits. En effet, puisque fo |g| converge, on a

—+oo —+oo x
/I |9|:/0 \9\—/0 gl = 0

G(y) = G(x)| =

donc il existe zg > 0 tel que

Yy t+oo
v> 30 — Wy >, |G<y>—G<x>|s/ |g|s/ g < <.

Regardons maintenant ce qui se passe pour les 2 "de 'autre coté" (c’est-a-dire les x € [0, z)).
Puisque G est continue sur le segment [0, 2] (car de classe Ct), elle est automatiquement uniformément
continue (théoréme de Heine) donc il existe § > 0 tel que

Y(@,y) € [0,0)",  |o—y|<d = |G(y) - G(2)| <=

On a donc en définitive (Jz —y| < = |G(y) — G(x)| < €) dans les deux cas (lorsque zg <z <y
et lorsque = < y < xg). Mais que se passe-t-il dans le cas du chevauchement, i.e. z < 29 < y?).

On peut en faire inclure ce dernier cas dans les précédents, car si on applique le théoréme de Heine
sur [0, 20 + 1] (au lieu de [0, 2]), alors il existe 6 > 0 tel que

V(z,y) € [0,m0+1]?, |z—y[<d = |G(y)—G(z)| <e.

Le probléme du chevauchement est alors réglé si on choisit 6 < 1, car pour tout couple (z,y) tel que
yzx=>0:
* six >z, alors y > x > x¢ donc |G(y) — G(x)] < ¢;

* sl x < w9, alors pour tout y > x, on a

lt —y| <0 = y<az+d<z+1 = (z,y) €[0,20+ 1> = |G(y) — G(z)| <e.

On a montré qu'il existe § €]0,1[ tel que Yy > 2 >0, (|z —y| <0 = |G(y) — G(z)| < ¢), et donc
G est uniformément continue sur R™.

Remarque
Si g est continue et bornée sur RY, c’est bien plus facile : pour toute primitive G, on a

Yy Yy
/ g‘</ suplg| = M x |y — |,
x r Rt

ots M = sup |g| > 0 est une constante indépendante de (x,vy).
R+

V0 <z <y, |G(y) — G(z)| =

Ainsi, G est lipschitzienne donc uniformément continue.
Mais c’est un autre cadre que celui de lexercice (une fonction intégrable sur RT n’est pas toujours
bornée, et réciproquement).
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Exercice 15 (**)
Soit f € C%(]0, +oo[,R). On suppose f et f” intégrables. Montrer que f/'(z) — 0.

r—r+00

Corrigé de I’exercice 15

Puisque f” est intégrable, I'intégrale f0+oo f" converge, donc f’ posséde une limite finie en +o0, notée
¢ € R (puisque Vz € R, f/(z) = f'(0) + [ f").

Si ¢ >0, alors il existe A > 0 tel que (z > A = f'(z) > £) et donc

024 = f@) =)+ [ 12 1)+ - a)

Puisque la fonction affine =+ f(A) + £(x — A) est positive et non intégrable au voisinage de +ooc,

cela contredit I'intégrabilité de f sur RT (par minoration).
Sif<0,alors (—f) =—f +—> —¢ > 0, donc par le méme raisonnement, cela contredit I'intégrabilité
(o ]

de —f, donc de f sur RT (on rappelle que L'(R*,R) est un R-espace vectoriel).

Donc ¢ = 0, ce qui prouve que f'(z) —+> 0.
Tr—r+00

Exercice 16 (***)

Soit f € C%(R;R) telle que f2, f”f et (f')? sont intégrables sur R. Montrer que / f'f <o.
R

Corrigé de ’exercice 16
On fixe deux réels a < b. En intégrant par parties :

b
/f”(t)f(t)dt=f’(b)f(b)—f’(a)f(a)—/ (f'®)%dt  (x).

Puisque f” f et (f')? sont intégrables sur R, les intégrales f0+oo 1 (@) f(t)dt et f0+°°(f’(t))2dt convergent,
donc par somme, le terme f’(b) f(b) posséde une limite réelle lorsque b — +o00, notée Z.
Montrons alors que £ = 0. Si par exemple £ > 0, alors & partir d’une certaine abscisse B > 0, on aura

02 B— fOF0) 2 5 — 0= FB)+ [ 2 @fdu> B+ it~ B)

donc . lir+n f2(t) = +o0, ce qui contredit I'intégrabilité de f2 au voisinage de +oo (puisque par exemple
—+00

on aura f2 > 1 pour t assez grand).
Si on suppose ¢ < 0, c’est identique : & partir d’une certaine abscisse B > 0,

02 B— fOF0) < 5— 0= FB)+ [ 2 @f)du < P(B)+ 1t~ B),

donc , lir+n f2(t) = —o0, ce qui contredit I'intégrabilité de f2 au voisinage de +oo.
—+00
On a donc établi que ¢ = thJP f/(0)f(b) = 0. En passant a la limite quand b — +o0o dans (), on
—r 00

obtient o oo
/ f”(t)f(t)dt:*f/(a)f(a)*/ (f'()%dt ().

Enfin, on procéde de méme au voisinage de —oo : I'intégrabilité de f2 entraine lim f’(a)f(a) = 0,
a—r—00
donc en passant a la limite quand @ — —oo dans (¥x), il vient :
“+o0 “+o0
| rwswa=- [ (wra<o

Variante : on peut réutiliser I'exercice précédent : en posant ¢ = f2, on a g € C2(R,R), ¢’ = 2ff,
g" = 2(f)? + 2ff"”, donc vu les hypothéses, g et g” sont intégrables sur R (car L*(RT ,R) est un
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R-espace vectoriel). Donc d’aprés Iexercice précédent, on a g’ qui tend vers 0 en +00, mais aussi en
—oo (on adapte). Donc [ff']72° =0, ce qui donne par IPP généralisée :

/Rf"f—@]/t_:;—/ﬂgf’ko
=0

Exercice 17 (**%*)

Soient a < b deux réels et f € C°(R,R) admettant une limite finie £ en —oo et telle que f0+oo f
existe. Justifier I'existence, puis calculer

+oo
/ (Fla+ ) — F(b+z))da.

—00

Corrigé de I’exercice 17
Fixons deux réels A > B telsque A+a < A+b<a<b< B+a< B+ b (il suffit pour cela que
A<a—b<0et B>b—a>0).Par changement de variable affine et relation de Chasles, on a alors :

B+a B+b A+b B+b

/B(f(a+x)—f(b+x))dx=/ P A L

A A+a A+b A+a B+a
Traitons alors les deux termes séparément :

e puisque f0+°o f converge, la fonction F': z — fox f tend vers un réel L lorsque x — +00, donc

B+b
/ f=FB+b—-F(B+a) — L—-L=0.

B+a B—+o00
A+b A+b
e puisque f - £ €R,ona / f "environ égale" a / £ ={(b—a) lorsque A est suffisamment
-0 A+a A+a

A+b

négatif. On conjecture donc que / f o = Lb-a).
A+a A——o00

Prouvons-le : pour € > 0 fixé, il existe (par définition de la limite) Ay < 0 tel que

r< Ay = |f@) -l < 5=
donc
A<Ag—b = [A+a,A+bC]—00,4)) = Ve e[A+a, A+Db], |f(x)—4 <e/(b—a)
A+b A+b A+b
— || r-te-a|=|[ o< [ ir-dse
Ata A+a Ata

A+b

Donc onabien/ f = Lb-a).
A+a A——o0

Finalement, par somme de limites (lorsque A — —o0 et B — 400), fjof(f(a +x) — f(b+ x))dz
converge et vaut £(b — a).

IV Etudes asymptotiques

Exercice 18 (**Limite en fonction des bornes)
> sh(t)
t2

dt.

Déterminer la limite, lorsque = — 07, de /

T

Corrigé de ’exercice 18

Notons f : ¢ +— b};# Cette fonction est continue sur |0, +oo].

On procéde par développement limité : sh(t) =t + tOO(t?’) donc
—

F) =1+ ,0,() = 7 +to(0),
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ol ¢ :]0, +o0[— R est continue et bornée au voisinage de 0. On en déduit, pour tout z > 0 :

/:x f= /:x % + /:r to(t)dt = 1In(2) + /;I to(t)dt.

En outre, puisque ¢ est bornée au voisinage de 0, il existe une constante M > 0 et un réel § > 0 tel
que

vee0d,  le(t)] < M.
Donc
2x 2x 3Mm2
2€0,6/2] — [,22] C10,5] —> / to(t)dt| < / tMdt —
z x 2 z—0+
2z 2z
donc/ to(t)dt — 0, ce qui montre que f = In(2).
I z—0+t z z—0t

Exercice 19 (**Développement asymptotique d’intégrales)

rodt
1. Déterminer un développement asymptotique a n termes de I(x) = / m lorsque & — +o0.
2 n
+oo —t
2. Déterminer un développement asymptotique a n termes de R(z) = / Tdt lorsque x —

x
+00.

Corrigé de ’exercice 19

Avec des TPP successives et une application du théoréme d’intégration des relations de comparaison :
n

k—1lzx T
1. I(x)z(hlk(;)++go (ln"(m))

k=1
no_ 1\k—1 _ e~ e~
k=1

Exercice 20 (***Un opérateur intégral)
On note E le R-espace vectoriel CO(R*,R). Pour tout f € E, on note ®(f) = F I'application de
R dans R définie par :

siz=0
sixz >0

£(0)
Vr € RT, F(z) = { J7 f(tydt

1
a3

1. Montrer que lapplication ® : f — ®(f) est un endomorphisme de E.

2. Montrer que si f posséde une limite (finie ou infinie) lorsque  — 400, alors ®(f) aussi.

3. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de ®.

Corrigé de I’exercice 20
1. Montrons d’abord que ® est bien définie, c’est-a-dire que pour tout f € E, ®(f) € E.
Fixons donc f € E et montrons que F' est continue sur RT.
Déja, par le théoréme fondamental de 'analyse, G : = +— foz f est une primitive C! de f sur
Vintervalle [0, 4o0[, donc par quotient, z — L [ f € C*(]0, +00[, R), ce qui implique la continuité
de F sur |0, 4o0].
Reste & montrer que F' est continue en 0. Cela résulte du fait que G est dérivable en 0 avec
G'(0) = f(0), ce qui se traduit par
1 [ G(z) — G(0)
@=5 [ 1= o 60)= 50 = FO)
donc F est bien continue en 07, et finalement, F = &(f) € E.
Ensuite, ® : E — E est linéaire car étant donné (f,g) € E? et A\ € R :

DA +9)(0) = (Af +9)(0) = Af(0) + g(0) = (AR(f) + 2(9)) (0),
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et pour tout x > 0 :

0+ =1 [Orra =2 [ 1ot [Ta=0e0+ 06) @),

donc ®(Af + g) = A®(f) + P(g), et finalement & € L(E).
2. e Sif(x) = ¢ € R, montrons que F(x) e £ (théoréme de Cesaro version continue).

Fixons un réel € > 0. Par définition de la limite en +o0, il existe A > 0 tel que Vo > A,
|f(z) — £] < e. Alors, pour tout = > A :

Fa-t=|; [ 1= [ Si/owf€|;</:|f€+/:|f€>~

Or, [A,z] C [A, +o0[, donc par croissance de I'intégrale,

/wlfﬂlg/:s(x/l)a

1
En outre, lir_~r_1 7/ |f— €| e 0 (puisque fo |f —¢| ne dépend pas de x), donc il existe
Tr—r—+00

A’ > A tel que
1 A
> A = f/ lf—¢) <e.
T Jo
Donc
, xr—A
r>A = \F(w)—€\§5+(7)8§2€7
x
ce qui montre que F(z) — /.

—+0o0
e Si f(r) — +oo, montrons que 'on a aussi Fi(xr) — +oo.
r—+00 T—+o0

Etant donné un réel M > 0, il existe A > 0 tel que Vo > A, f(z) > M. Donc

r>A = F(x </ er/ )Zi/oAf+glj/:M_i/oAf+M(m

1[4 —A
En outre, f/ f+M (x ) — M, donc il existe A’ > A tel que
T 0 X xr——+00

A>.

1[4 —A\ _ M M
mZA':—/ f+M(aj )2—:>F(m)2—,
z Jo x 2 2
ce qui montre que F(x) — +oo.
T—r+00
e Si f(x) oo T alors on a F'(x) O (en se ramenant & —f et en utilisant la
T—r+00 T—>+00

linéarité de ).
Dans tous les cas, on a donc

f+—o>o£€RU{—oo,+oo} = <I>(f);>>O£.

3. On cherche les couples (A, f) € K x E tels que f # 0 et (f) = \f.
On a

x
O(f) = \f < Vo eRT, F(z) = \f(z) = (f(O) = Af(0) et Yz > 0, / f= )\mf(;v)) .
0
Plusieurs cas se présentent :
e Si A\ =0, alors
O(f)=0 < f(0)=0cet Vx>0, / f=0.
0
Puisque = — fow f est une primitive C! de f sur Rt Péquation (Va > 0, fow f = 0) entraine
en dérivant f(x) = 0 pour tout x > 0, ainsi que f(0) =0, donc f = Op.

Ainsi, A = 0 n’est pas valeur propre de ® (puisqu’il n’existe pas de f # 0 tel que ®(f) =
0p).
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e Si A #0, alors
B(f) = Af <= (1—A)F(0) =0 et ¥z > 0, /mf:/\xf(a:).
0

L’équation Vo > 0, [ f = Az f(z) se réécrit Vo > 0, f(z) = & [ f, ce qui montre que f
est de classe C* sur ]0, +oo[ (par quotient). En dérivant la relation

V. 0 =\
x>0, /0 f Q?f(l:),
on obtient alors
Vo >0, flx) = Af(z) +xf'(x)),

donc f est solution sur ]0, +o00[ de ’équation différentielle :

1-A

f(x) = vf(x)a

donc il existe une constante C € R telle que

1-A 12

1n(x)> =Cz ™~ .

Va >0, f(x):C’exp(

Mais on cherche f € E \ {0g}, c’est-a-dire f continue sur [0, +oo[ et non nulle, ce qui
implique que C # 0 et x +— Cr's posséde une limite en 07, donc % > 0.

Ainsi, les valeurs propres possibles sont les A €]0, 1].

Si A €]0,1], alors on a

1—X

(®(f)=Afet f#0g) = FCeR*, Ve >0, f(x)=Cax ™ .

Etudions enfin la compatibilité de ceci avec la condition (1 — A)f(0) = 0.

* Si0 < A< 1, alors on doit avoir aussi f(0) =0, et f continue en 0, i.e. P —(>)+ 0, ce
r—r
qui est le cas (car (1 —A)/A > 0 dans ce cas). Et on vérifie facilement que ces fonctions
f sont solutions de ®(f) = Af.
Ainsi, les solutions de ®(f) = Af sont les = — Cz' % avec C € R*, ce qui montre que
A est valeur propre de ® et les vecteurs propres associés sont les fy : x +— Oz avec
C e R*.

* Si A = 1, alors la condition (1 — \)f(0) = 0 disparait, et les fonctions x — Cz® = C
(avec C € R*) sont bien continues en 0 (car constantes) et vérifient ’équation ®(f) = f.
Donc A = 1 est aussi valeur propre de @ et les vecteurs propres associés sont les fonctions
constantes non nulles.

Bilan : les valeurs propres de ® sont les A €]0, 1], et pour chaque valeur propre A, le
sous-espace propre est de dimension 1 (car E)(®) = Vect(x — x%))
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