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Exercices du CHO2 : Intégration sur un intervalle

quelconque

Exercices de la banque INP a étudier : ex 28 (deux exemples d’étude d’intégrabilité), et pour

réviser les fonctions d’une variable réelle : les ex 3 (formule de Leibniz), 4 (théoréme de
de la dérivée), 43 (étude d’une suite récurrente et équation fonctionnelle).

I Exemples d’étude de convergence

prolongement

Exercice 1 (*)
Déterminer si les intégrales suivantes sont convergentes :

o0 sin?(t) | T2 In(t) L cos(t)
(a) /0 Dar, (0 /2 Tl © /O S @ /0 =0

1 dt +o0 t
O waw D4 ot

dt,

Exercice 2 (**Etude d’intégrabilité)
Déterminer si les fonctions suivantes sont intégrables :
(a) fetme—(1+ %)t sur [1, 400

In(t)
(t=1)vt

(c) f:tH%sur]O;g[.

(b) f:t—

sur |1 ; +ool.

Exercice 3 (**Le grand classique : ’intégrale de Dirichlet)

+oo ;
t
1. Justifier la convergence de / %dt.
0

(n+1)m | sin(¢)|

2. Montrer que la série de terme général / dt diverge.

nm

, _ +°0 sin(t) .
En déduire que l'intégrale / Tdt est semi-convergente.
0

+oo
3. En déduire la nature de / sin(e’)dt.
0

Exercice 4 (**Intégrales de Bertrand)

T At
Pour o, 5 € R on étudie la nature de 'intégrale / —_—
. te(Int)p
1. On suppose a > 1. Montrer que 'intégrale étudiée converge.
d

2. On suppose o = 1. Calculer [ * W et déterminer pour quels § € R lintégrale étudiée

e
converge.

3. On suppose a < 1. Montrer que 'intégrale étudiée diverge.

1
4. Déduire de ce qui précéde la nature de l'intégrale foc t”lfiﬁ'

Exercice 5 (**)
| In(t)]*

ot

1
Pour (a,b) € R?, discuter la nature de /
0

Exercice 6 (***)
dx

—+oo
Déterminer la nature de l'intégrale impropre / _
8 prop o 14 2z%sin®(z)
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II Calculs d’intégrales impropres

Exercice 7 (*)
Justifiez 'existence des intégrales suivantes et calculez leurs valeurs :

s 1 0 ch(t) L g2
<“)/0 Zrnarnt © /_oo a2ty (c)/o Apih

T arctan ! n oo
(d) /0 ti(t)dt’ () /0 In(t) dt, (f) /0 e~ sin?(wt)dt, (a,w) e R} xR.

1+ #2 1—¢

Exercice 8 (**Calculs d’intégrales de fonctions a valeurs complexes)
Calculer les intégrales qui suivent, en ayant justifié leur existence.

— oo dt
I(2) :/ e*te Mdt, pour z€ C, J :/ m

— 00

Exercice 9 (**)
+oo
t— [t
12

Prouver que l'intégrale I = / dt converge et déterminer sa valeur & l’aide de la constante

1
d’Euler .

Exercice 10 (**)
Soit I = [ In (sin(z))da.

1. Montrer que I est bien définie et égale a fog In (cos(x))da.
2. En déduire une expression de I en fonction de fog In ( sin(2x))dw, puis la valeur de I.

3. En déduire la valeur de J = fog —Z__dx.

tan(x)

III Exercices théoriques

Exercice 11 (**)
Soit f : [0, +00] — R continue et a > 0.

e T f@®)
Montrer f(t)dt converge = dt converge |.
0 0

1+te

Exercice 12 (**Nature de la série / de l’intégrale impropre)
Soit ng € N et soit f : [ng; +00[— R continue par morceaux, positive et décroissante.

+o0
Montrer 1’équivalence : Z f(n) converge <~— / f(¢)dt converge
no

n>ng

Exercice 13 (*¥*)
Soit f : Ry — R une fonction continue par morceaux, décroissante et intégrable sur R .

1. Montrer que f tend vers zéro en +o0.
2. Montrer que zf(x) tend vers zéro quand z — +o0.

3. Si on supprime ’hypothése décroissante, déterminer un exemple de fonction f continue et
intégrable sur R telle que f ne tend pas vers zéro en +oo.

Exercice 14 (**%*)
Soit g : R; — R continue et intégrable. Montrer que toute primitive de g est uniformément continue.

Exercice 15 (**)
Soit f € C%(]0, +oo[,R). On suppose f et f” intégrables. Montrer que f/'(x) — 0.

Tr——+00
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Exercice 16 (***)

Soit f € C%(R;R) telle que f2, f”f et (f')? sont intégrables sur R. Montrer que / ff <o.
R

Exercice 17 (**%*)

Soient a < b deux réels et f € C°(R,R) admettant une limite finie ¢ en —oo et telle que f0+oo f
existe. Justifier I'existence, puis calculer

+oo
/ (Fla+ ) — F(b+z))da.

—00

IV Etudes asymptotiques

Exercice 18 (**Limite en fonction des bornes)
sh(t)

ot

2z
Déterminer la limite, lorsque z — 0T, de /
xr

Exercice 19 (**Développement asymptotique d’intégrales)

Todt
1. Déterminer un développement asymptotique a n termes de I(x) = / m lorsque z — +o0.
2 n
+oo —t
2. Déterminer un développement asymptotique a n termes de R(z) = / Tdt lorsque x —

+00. *

Exercice 20 (***Un opérateur intégral)
On note E le R-espace vectoriel C°(R*,R). Pour tout f € E, on note ®(f) = F l'application de
R* dans R définie par :

[ f(0) siz=0
VzeRY,  F(z)= { L ftydt siz>0

1. Montrer que l'application @ : f — ®(f) est un endomorphisme de E.

2. Montrer que si f posséde une limite (finie ou infinie) lorsque z — +oo, alors ®(f) aussi.

3. On appelle valeurs propres d’un endomorphisme ® € L(E) les A € R pour lesquels ’équation
®(f) = Af posséde des solutions f € E non nulles. Ces solutions non nulles sont alors appelées
vecteurs propres associés a .

Déterminer les valeurs propres de ® et pour chacune d’entre elles, les vecteurs propres associés.
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