Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025)

Mathématiques (D. Broizat)

Exercices du CHO1 : Séries et sommabilité

Exercices de la banque INP a étudier : ex 5 (séries de Bertrand), 6 (d’Alembert), 7

équivalents), 46 (utilisation de DL), 55 (suites récurrentes doubles),

Niveaux de difficulté des exercices de TD :
(*) : Exercice simple, en général de application directe du cours.
(**) : Exercice de niveau intermédiaire.

(***) : Exercice difficile, demandant de D'initiative.

I Feuille 24 MP2I, "Sommations"

(critére des

Exercice 1 (*)
Nature et somme des séries de terme général :

'rLJrl)2 n2+3n+2

1) In ooy 5) In ( AR )

2) ( 1 fo tndt 6) arctan ——t—p

3) (étudier arctan(n + 1) — arctann)
1 2

4) n+1 B ﬁ

Corrigé de I’exercice 1
On note u,, le terme général de la série étudiée dans chaque cas.

1. On procéde par téléscopage. Pour tout V € N* :

N
;un Zl n+2 Z2lnn+l ;1() Zln(n+2),

c’est-a-dire

N+1

N
Z Up = 2 Z In(n)—> In(n Z In(n 2)+In(N+1)—In(N+2) = In(2)+In (

+oo
ce qui montre que Y u,, converge et Z un, = In(2).

n=1

2. Pour tout n € N, u,, = (—1)" fol t"dt, donc par linéarité de 'intégrale

S =3 [t [ 'Yt [0

k=0 k=0 =

dt

N +1

N

+2) 2, ),

(puisque la raison de la somme géométrique est —t # 1 lorsque ¢ € [0, 1]). Donc (toujours par

linéarité de l'intégrale) :

n 1 1/ \n+l
Z“k Y 7/ Lcht =1n(2) + R,,
0 0

k=0 1+¢ 1+1

avec |R,| < fol tl_ttl dt < fo tntldt = n+2 (par croissance de 'intégrale), et donc R,, — 0, ce qui
montre que la série Y u,, converge et 7% uy = In(2).

3. Pour tout n € N, u,, = ”+1 . Ici, le calcul des sommes partielles est plus astucieux. Pour n € N,

on considére le polyn()me de variable réelle x :

n n+1
= (k+1)ak =) kat!
k=0 k=1
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n+1
Il s’agit de la dérivée du polynome @, (x Z T
Or, pour tout réel 2 # 1, on a Q,(z) = 1 1”” - donc

—(n+2)2" (1 —2) + (1 — a"t2) .

Vo e R\ {1}, Po(z) = Q(x) = 1— )2

Pour |z| < 1, on a 2™ — 0et nz™ — 0 (par croissances comparées) donc en faisant
n—-+oo n—-+o0o

tendre n — +oo dans la relation précédente, on obtient que la série S (k + 1)x* converge et

400 1

N -1,1 k+1 —_—
zel=L1[ ) (bt Dt = g,
k=0
On conclut en évaluant en z =1/2 :
S LSS
Z 9k T

k=0

4. Encore du téléscopage :

N 1 1

2 N—l1 N+1 N
D N G Y I Yk ED IR B Ok

3\

1 1 1 1
=l-— -+t — 1-—.
V2 VN VN+1No+eo 2
i Apen 15 +o0 1 1 2 )\ —1_ L
Donc la série étudiée converge et > '~ ( —~t T ﬁ) =1- 7.

5. Toujours du téléscopage :

vz 3w ()« S ()

n=1

N N

Z In(n+ 1) (n)) + Z (In(n+2) —In(n+3)) =In(N +1) — In(1) + In(3) — In(N + 3)
=In(3)+In <%) Nt In(3).

Donc la série étudiée converge et 3> In (M) =1In(3).

n2+3n
6. On a en fait :

Vn € N, arctan(n + 1) — arctan(n) = arctan <7) .
n?+n+1

Pour le voir, on calcule la tangente de ces deux angles : en notant § = arctan(n + 1) et ¢ =
arctan(n), ona 0 < p < § < 7/2, et
tan(6) — tan(yp) n+l-—n 1

tan(f =) = 1 + tan(0) tan(y) - 1+ (n+1)n T nl+n+l

Puisque 6 — ¢ €] —7/2,7/2], on a alors

1
t 1) — t =0—-p= t t 60— = t (7) .
arctan(n + 1) — arctan(n) = arctan(tan( ©)) = arctan o ——

On conclut alors par ... téléscopage !

N
1
VN €N, Z arctan ( p— 1) ;(arctan(n—i—l)—arctan(n)) = arctan(N+1) N7 /2.

=7/2.

i abn ik +00 1
Donc la série étudiée converge et )~ arctan (m>
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Exercice 2 (**)
Nature des séries de terme général :

ol 12) 422 b€ R, a >0, (a,b) # (1/e,1/2)
1 1
= 1n (1 + ﬁ) 13) (r/2)3/5 — (arctann)3/®
Inn n
Tn(e"—1) 14) ug, = ] %, Uzn 1 =0
2 —
tan(1/n?).In (%i‘{f) h=2 72
— 15) (chvInn
1 vn
(1+ %) ) )
16) = +1In (=
vn?+n+1—-vn2+n—1 )"k n(25)
n? 17) 25, keN
P ) Gy
(lmf)" 18) v/n3 —4n2 +5n — v/n2 +an + b,
n: n RQ
1+ %) -1 “her
L si n est un carré, -z sinon 19) (nsin2)" —e1/6
n+1/2 n!
T e 20) Zgent

Corrigé de ’exercice 2
On note u,, le terme général de la série étudiée dans chacun des cas.

1.

PourtoutnEN,un:n”—"!,>Oet

)

Un+1 _ ( - > — e~ nIn(1+1/n) _ o—n(l/nto(1/n)) _, =1 7
U, n+1

(en faisant un DL), donc la série > u,, converge (par la régle de d’Alembert).

N 1) 1 ~ : 1
. Pour tout n € N*, u,, = NG In (1 + \/ﬁ> o > 0, donc ) u, diverge (puisque ) - diverge).

. Pour tout n € N*, u,, = In(n) In(n) ~ lnfl") > 0, donc > u, et > % sont de

In(e™—1) = n+ln(l—e=™) 4
méme nature.
Pour étudier la nature de > h‘fbn), on utilise une comparaison série-intégrale : la fonction f :
In(#)
t

t— est continue et décroissante sur [e,+oo[ (car dérivable et f/(t) = %E(t) < 0 pour
t>e~2718), don

E+1 k
wx1 [ swa<fws [ s
k k—1
En sommant, on obtient :
no k4l n n_ ok
vn>4, Y / FOdt <> fR) <Y [ fb)t,
k=4"k k=4 k=4 k—1
c’est-a-dire .
n 1 n n
Vn > 4, / ) g < S, < / ) 4.
4 t k=4 3t
ce qui donne la minoration
- 1 2 2
Vn > 4, ;f(k) > (In(n + 1)* — In(4)?) 2 Foo,

donc finalement, > u,, diverge.

. Pour tout n > 2, u,, = tan(1/n?)In (nz'h/ﬁ) = tan(1/n?) x (In(1 + 1/n%/?) —In(1 — 1/n)).

n2—n

Vu que tan(z) = x + o(x) et In(1 + z) =  + o(x) lorsque x — 0, on en déduit

up = (1/n* +0o(1/n?)) x (1/n+ o(1/n)) ~ 1/n* > 0.
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Par comparaison de séries & termes de signe constant, on en déduit que > u, et > 1/n® ont
méme nature, donc »_ u,, converge.

5. Pour tout n € N*, u,, = (1 + %\/ﬁ)iﬁ, donc

e = e— VAT =R A o(n ) -t/ —in7Y04o(n1/%)
n = = =

. N _,1/6 ~ _,1/6
ce qui entraine u, e """ >0, donc Y u, a méme nature que y e "

o0
/6

Pour étudier la nature de > e~ ", on compare & une série de Riemann : e~ =90 (1/z)
T—r+00
donc avec o = 12 (par exemple), on obtient que e—n'° :+0 (#), ce qui montre que »_ u,
n—-+oo
converge.
6. Pour tout n € N*,
2

Up =Vn2+n+1—yn?24+n—-1=
v v VnZ+n+1+vn24+n—1

2 1
= ~ = >0,
n(VI+1/n+1/n2+ \/T+1/n—1/n2) toon
donc Y u, diverge (comme Y 1/n).

2
n
~27>Oet

7. Pour tout n € N*, u, = 5

Upr1 (n+1)2 " 2n .
Unp, on+l n2 4oo 2

<1,

donc > u, converge d’aprés la régle de d’Alembert.

8. Pour tout n > 2, un:% >0 et
wper _ (1) nl () +In(1 +1/m)"
Up (n+1)! (Inn)n (n+1) x (Inn)»
_ In(n) +In(1+1/n) " (1+ln(1+1/n)> _ In(n) y <1+1n(1+1/n)> .
n+1 In(n +oo N In(n)

Or, en effectuant un DL :

n
(14 ROALUMN" (i 202) _ ~(rtorott) 1

In(n) +oo
donc = ~ lnfln) — 0. Puisque cette limite est strictement inférieure a 1, on en déduit que
> u, converge par la régle de d’Alembert.

Variante : soit o > 0. Pour n assez grand, on a 0 < In(n) < n®, donc 0 < u,, < ":!" = vy, et
on applique la régle de d’Alembert sur v,, (plus simple) :

n 1 an+ta ! 1
Ung1 _ (n+1) n (1+
Un, (n+1)! nen

an

7) X (n+ 1)0(71 ~ eoznafl

n n—-+oo

(faire encore un DL). En choisissant 0 < o < 1, on obtient que “*** — 0, donc }_ v,, converge
n

et par comparaison de séries & termes positifs, > u,, converge.

9. Pour tout n € N*,

Uy = <1 + %) 1= enln(1+1/n2) 1= el/n—i—o(l/n) 1~ l’
n n

donc Y u,, diverge.
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10.

11.

12.

Pour tout n € N*, u,, = 1/n si n est un carré, et u, = 1/n? sinon. La suite (S,,) définie par
Sp =uj + -+ + uy, est strictement croissante (puisque ug > 0 pour tout k), donc elle converge
ou bien tend vers +o0o. Etudions une suite extraite :

Se=Yu-Ywr X
j=1 k=1 JEMNA\{12,22,-- 2}
= 1 1
=2t > 2
k=1 j€[1,n2]\{12,22,.-- ,n2}
donc
n n? n? +oo
< 1 1 < 1
Sn27 ﬁ“r‘ .]72722.]727227<+00
k=1 j=1 j=1 j=1
Ainsi, la suite extraite (S,,2) est majorée par 2((2) = E;r:“f J% (au passage ((2) = 72/6), et par

croissance de (S,,) :

donc (S,,) est-elle méme majorée. On en déduit que (S,,) converge, donc la série Y u,, converge.

Remarque
On peut étre plus précis et calculer la somme Z:ﬁ U, : en reprenant le calcul précédent,
LA R | R IR R
s heSho 3 LSLS LSk s,
k=1 j=1 je{12,-- n2} k=1 j=1 j=1
ot ((2) = j_:(xf ]% =72/6 et ((4) = j_:f %4 = 7/90. Donc finalement (puisqu’on sait que
(Sn) converge) :
—+o0
Zuk = lim S,= lim S, =7?/3—7%/90.
n—+oo n—-+oo
k=1
n+1/2  dg

Pour tout n € N, u, = [ T

continue sur R, donc a fortiori sur tout segment [n,n + 1/2]). Par croissance de 'intégrale, on a

(intégrale bien définie car la fonction f : z — \/ﬁ est

/2 g1 1 1

Vn € N* 0<u, < = -
nER =tn = n Vi on o n+1/2 n2n+1)

<

1
2n2’
donc par comparaison de séries & termes positifs, > u, converge.
Onaicia>0,beR, (a,b) # (1/e,1/2), et pour tout n € N*, u,, = &2 > (. Donc

nlnb

n+1 n+1 [P
Up41 a"tt(n+1) nln n—b n
Un, (n+ Dl (n+1)> " arnn a(l+1/n) 400 a(l+1/n) 150 %€

La régle de d’Alembert permet alors de conclure que la série Y u,, converge si 0 < a < 1/e et
diverge si a > 1/e.

Reste a traiter le cas a = 1/e, ou la régle de d’Alembert est insuffisante. On peut étre plus précis
en utilisant la méthode de Raabe-Duhamel, basée le DL a deux termes :

Untl _ —1,(n=b)In(1+1/n) _ ,~1+(n=b)(§ -5 +0(1/n%)) _ ,—*L210(1/n?)
Unp,
c’est-a-dire
Un+1
Up

=1

“;m+oum%

L’idée est de comparer u,, a une suite de Riemann 1/n® avec o € R bien choisi. Pour cela on
travaille sur le rapport
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On a

Cb+1/2
n

Untl _ (1 41 p)etntd (1+%+O(1/n2)) X (1 +O(1/n2))

n u’ﬂ

-b—-1/2
n

+0(1/n?).
On en déduit la monotonie de (v,) a partir d’un certain rang suivant le signe de o« — b — 1/2.
Par hypothése on a b # 1/2, donc deux cas se présentent :

e sib>1/2 alors b+ 1/2 > 1, donc on peut choisir « tel que 1 < o < b+ 1/2. Dans ce cas,
on a & partir d’un certain rang ng l'inégalité ”ZA < 1, donc (vy)p>n, décroit. On en déduit
que (v,,) est bornée, et donc u, = O(1/n%) avec a > 1, ce qui montre que > u,, converge.

e si b < 1/2, alors on peut choisir de méme « tel que b+ 1/2 < a < 1, et dans ce cas, on a
Uzé > 1 & partir d’un certain rang ng € N*, donc (vp,)n>n, croit, ce qui améne l'inégalité :

Vn > ny, n%uy, > ng“up, > 0.

D’ou 1/n* = O(u,,) avec a < 1, ce qui montre que »_ u,, diverge.

Variante : pour étudier la suite v,,, on peut aussi considérer la série téléscopique

Zln(vn_,_l) —1In(v,) = Zln(vn_H/vn).

D’aprés les calculs précédents :

Oé—bn— 1/2 +O(1/n2)

—b—1/2
n

In(vpe1/vs) =In (1 + + O(l/n2)) _ @

En choisissant & = b+1/2, on a alors > _ In(v,,41) —In(v,) converge, donc par le lien suite-série, il
existe £ € R tel que In(v,) — £. Par continuité de la fonction exp, on en déduit que v,, — el >0,

et donc u, ~ W ce qui donne un équivalent de u,, et permet de conclure que > u,, converge
ssib>1/2.

Remarque e Cette derniére méthode est meilleure car elle inclut le cas b = 1/2, qui n'était
pas envisagé dans l’énoncé.

o (et exercice est trivial avec la formule de Stirling : n! ~ n™e™"/27wn, donc

a"n" (ae)™
nln® /21 nb+1/2’

et on conclut facilement par comparaison de SATP.

Up =

13. Pour n € N, u,, = (7/2)3/5 — (arctann)®/®. En posant x,, = 7/2 — arctann, on a z,, — 0% et

U = (1/2)35 — (n)2 — 2,)3/° = (n/2)%/° x (1 —(1- %xn)3/5) ,

donc
6
"= 23/5><<—n n)NCn.
u (m/2) 7L + o(zy) . Cu
(avec C' > 0). Mais on a aussi arctan(z) + arctan(l/x) = 7/2 pour tout réel x > 0 donc pour
tout n € N*, z,, = arctan(1/n). On en déduit que u, ~ <, et donc Y u,, diverge.
" In(k)

14. Pour n > 2, on a ug, = H 2
k=2

2n n n
Vn e N*, Sy = Sopi1 = E up = 5 Ugp, = E Vg,
k=2 k=1 k=1

et ugn41 = 0. Donc, en notant (S,,),>2 la suite des sommes

partielles :
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15.

16.

17.

18.

en notant vy = ugk (puisque les termes d’indices impairs sont nuls). On peut alors utiliser la
régle de d’Alembert : vy, > 0 et

Vk+1 _ U2k+2 _ 1H(k+ 1) = O < 1
Vk Uk k+1 +oo ’

donc > vy converge. Ainsi, les suites (Sap,) et (Son41) convergent vers la méme limite réelle,
donc (S,,) converge, ce qui montre que »  u, converge.

Pour tout n € N*,

4 4
— -2 _ ~
Uy = (Ch(\/ﬂ)) - (em+ 67@)2 62\/m > 0

On procéde alors par comparaison & une série de Riemann : pour n assez grand, on a
2y/In(n) < In(n), donc

4 4 4

HnOEN,n_noﬁezm_eln(n) "

Ainsi, par comparaison de SATP, > ﬁ diverge et donc ) u,, diverge.

Pour tout n € N*, u,, = + +In(1— %) ~ =35 < 0, donc par comparaison de séries & termes

de signe constant, la série Y u,, converge (comme Y 1/n?).

On fixe un paramétre k € N. Pour tout n € N*, u,, = % >0 et

Upy1 (n+ 1)kntk (nk)!

" (n+ 1)*
U, (nk+k)! nkn

(nk+k)(nk+k—1)---(nk+1)’

= (141/n)" x

si k> 0.
Le dénominateur comporte k facteurs (indépendant de n), donc on a l’équivalent
(nk+k)(nk+k—1)---(nk+1) ~ (nk)*, sibien que

n—-+o0o

Up+1
n+ ~ enk ln(1+1/n)kk ~ ek/kk
Up, n—-+o0o n——+oo

Un 41
Un

~ 0 <1 donc par la régle de d’Alembert, > u,, converge si k > 0.

n—-+oo

Enfin, si k =0, u, = 1 pour tout n € N* donc Y u,, diverge.
Soit (a,b) € R%. On pose

Ainsi,

Uy = {’/n374n2+5n7\/n2+an+b.

Cette quantité est bien définie a partir d'un certain rang, car n? + an +b ~ n? > 0, donc
n? 4+ an 4+ b > 0 pour n assez grand. De plus, on a le DL :

4 5\Y? a b\Y?
up=n|{l-——+— -\1+-+—=
n n n n

—n((1e b2 ) S voamy) - 1+

3 n2 9'n2
4 a 1 b a2)1 9

— (24 N 1/n2).
<3+2>+( 5 gt g )y Town)

Si 24 & # 0, alors u, ne tend pas vers 0, donc ) u,, diverge grossiérement.
Si % + 5 # 0, alors deux sous-cas :

-si—3 -2+ ”—82 = C # 0, alors u,, ~ C/n et donc > u, diverge.

-si—2 -2+ a—; = 0, alors u,, = O(1/n?), donc > u,, converge.

En conclusion, Y u, converge si et seulement si (a,b) = (—8/3,14/9).
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19. Pour tout n € N*,

Up = (n sin(l/n))"2 _ o~ 1/6 — n? (=gl +01/n") _ -1/6
— e~ l/6+0(1/n?) _ —1/6 _ 6—1/6(60(1/712) —1)=0(1/n?),
donc > u, converge.
20. Soit p € N. Pour tout n € N* :
1 1 1
N+21 4 4+ nl 1+5+m+”'+ﬁ 2
(n+p)! (n+p)n+p—1)-(n+1) =

si p > 0 (car le numérateur est inférieur & 1+ (n —

1) (1/n) < 2 et le dénominateur comporte p

facteurs tous supérieurs a n). Cette majoration montre donc que (p > 2 = > u, converge).
Reste a traiter les cas p = 1 et p = 0 (pour lebquels la majoration précédente ne donne rien).

14214 > n! _
- (n+1)! = (n+1)! —

-si p=1, alors u, n+1,

donc Y u,, diverge.

. | 14... !
-sip=0, alors u, = 1“% > 1, donc Y u, diverge grossiérement.

Finalement, Y u,, converge ssi p > 2.

Exercice 3 (**)
Soit (uy) € RY. Montrer que > u,, Y 1%

S In(l+uy) et Y [

1+u ’

o + —dx sont de méme nature.

Corrigé de l’exercice 3
Soit (u,) € RY. Deux cas se présentent :

e si u, — 0, alors
Un

14+ u,

~In(1+ uy),

Nun

De plus, par croissance de 'intégrale et décroissance de la fonction x —

VneN, 0<-n g/ _dw
1+ ug o lH4a°
d’ou
/”“ dx
T,
0 1+ZEG

(puisque 1—5-7 —1).

On conclut par comparaison de SATP que >y, Y. H’f—zn, S In(l + uy,) et Efou"

méme nature.

14 u, — €° 1, c’est-a-dire u, — 0), =

1+un,

Tpn = 0 = wu, — 0), ce qui montre que Y uy, 21172
divergentes.
Enfin, la derniére série > fou" 113;5
hypothése :
Jep >0, Vg €N, In>ng, u, >

1+ = sur [0, +oo[, on a

Unp,

dz
1+x¢

sont de

si (up) ne tend pas vers zéro, alors In(1 + u,) non plus (sinon par continuité de exp on aurait
non plus (car wu,(1 —
et > In(1 + u,) sont grossiérement

ZTp) = Zp, donc

est également grossiérement divergente. En effet, on a par

€0,

ce qui permet de construire une suite extraite (u,(,)) minorée par £o, et on a 'inégalité

dr
1+ x°

dx

Vn € N,
1+ ¢

Up(n) €o
0 0

de tendre vers 0 lorsque n — +oo.

U

0

qui empéche I +$e

=C >0,

Dans ce second cas les quatre séries étudiées sont (grossiérement) divergentes, donc de méme

nature également.
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Exercice 4 (**Comparaisons entre sommes partielles et restes de deux SATP)

1. Soit > u, et Y v, deux séries & termes positifs telles que u,, ~ v,. Montrer que si une des
deux séries converge (resp. diverge), alors elles convergent (resp. divergent) toutes deux et
leurs restes (resp. sommes partielles) sont équivalent(e)s.

2. Soit ug > 0, et up11 = /1 +u2 pour n > 0. Etudier Y 1/u,, et donner un équivalent de

ZZ:1 1/ug.

Corrigé de ’exercice 4

1. C’est un théoréme du cours de MPI ("sommation des relations de comparaison"), voir le chapitre
1.

2. On a up > 0 et up41 = /1 +u2 pour tout n € N. On montre facilement par récurrence que
(un)nen est bien définie et u,, > 0 pour tout n € N. De plus, on a

Vn €N, uZ, —ul =1,
donc en sommant :
n—1 n—1
Vn € N, ui:ungZ(uz_H—ui):ungZl:ungn,
k=0 k=0

ce qui prouve que
Vn € N, Up = \/ud +n~/n.
1 1

Ainsi, w ™~ T et par comparaison de SATP, la série > 1/u,, diverge.
Par la question 1., on en déduit

et on termine avec une comparaison série-intégrale pour déterminer un équivalent simple de
cette derniére somme partielle : par continuité et décroissance de = % sur ]0, +00[, on a

k+1 k
k> 2. / de 1 _ dz
k x k k1 VT

d’oll en sommant : .
" da LR | " dx
Vn > 2, / — < — < / —=dx,
2 Vi Z k 1 VT

ce qui donne en ajoutant 1 :

Vn>2  2/n+1-2V/2+1<

n
Finalement, Z 1/ug ~ 2v/n.
k=1

Exercice 5 (***Wallis et Stirling)
n! exp(n)
nmn \/ﬁ

1. Montrer que (uy) = ( ) converge vers une limite L > 0 (étudier la série télescopique

associée a (In(u,))). Le calcul de L donne un équivalent de n!.

T

2. Pour n € N, soit les intégrales de Wallis : [, = [, /2

2 gin"tdt = o cos"tdt.

Montrer : In+2 = % In, Igp+1/12p_1 S Igp/Igp_l S 1, enfin : hgl Igp/Igp_l =1.
p——+oo

Calculer explicitement I, et I,4+1, montrer que nl,I,—1 = 7/2 et enfin : I,, ~ \/7/(2n).

En déduire la formule de Stirling : ’n! ~/2mnnte ", ‘
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Mathématiques (D. Broizat)
Corrigé de l’exercice 5

e Existence de L : en notant, pour tout n € N*, u,, = €

n"ﬁ>0,ona

n n+1/2
In(upt1) — In(uy) = In(upi1/uy) =1n (e (m) > =1-(n+1/2)In(1 4+ 1/n),

donc en faisant un DL :

In(tny1) — In(u,) =1 — (n + %) (% - 2—; + 0(1/n3)> =0(1/n?),

ce qui montre que la série téléscopique > (In(up41) — In(uy,)) converge, et donc la suite (In(uy,))
converge vers un réel £. Par continuité de exp, on a donc u, — e’

- = L > 0, ce qui montre :
n! ~ Ln"e "\/n.

e Calcul de L : considérons les intégrales de Wallis :

/2 /2
Vn € N, I, = / sin” (t)dt = / cos™ (t)dt
0 0

(la seconde égalité s’obtient avec le changement de variable u = 7/2 — t).

* Relation de récurrence : a 'aide d’une IPP, on obtient, pour tout n € N :

/2 /2
Inio = / sin(¢) sin" ™ (¢)dt = [— cos(t) sin’H'l(lf)]g/2 + / cos?(t)(n + 1) sin™(¢)dt,
0 0

c’est-a-dire

/2
Lo =0+ (n+ 1)/O (1 —sin®(t)) sin”(t)dt = (n + 1)(I,, — Ii2),

d’ou la relation de récurrence :

n+1

Vn € N, —1,.
n+2

In+2 -

* Rapport de deux termes consécutifs : la suite (I,,),en est & termes strictement positifs
(par positivité de l'intégrale ou par récurrence simple), et décroissante puisque

/2
Iy —1I, = / sin” (¢) (sin(¢) — 1) dt < 0.
0

—_——
<0
On en déduit les inégalités annoncées :
Wp € N* lopir _ Iy

<——xX1
Iop 1 = Iopy

(puisque 0 < Ippi1 < Iop < Ipp_q).

Or d’aprés la relation de récurrence précédemment établie :

Iopt1 2p
Vp € N*¥, PT- = -1,
P IQp*l 2p+1

donc d’apreés le théoréme des gendarmes, on a Ioy,/Izp—1 — 1.

* Calcul explicite des I, : par récurrence simple (de "deux en deux", ce qui oblige & séparer
les termes d’indices pairs et impairs), on obtient :

Lol %p-1%p-3. o (p-1)(2p-3)--3x1
T ooy TR gy po2TT T

I
2p(2p—2)--4x2 ”

Exercices du CHO1 : Séries et sommabilité
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c’est-a-dire (en multipliant numérateur et dénominateur par 2p(2p — 2)---4 x 2 = 2Ppl) :

(2p)! (2p)! 7
Vp € N, I, = I, = Z.
P = 2 (pl)2 0 T 22l " 2
De méme :
o= 2 g 2@p—2)dx2
2p+1 2p+1 2p—1 1

2p+1)(2p—1)---5x%x3
puisque I; = 1.

(2p)! m
Vp € N*, Inplo, 1 = —
P 22021 ap 2 X9 T (2p— 1))
2°P(p)? (2! m _m
Vp € N, Iopi1ls, = -z
P 22 = o 2e(pn)2 2 T 2
ce qui se résume & :
VYne N, I, = —.
2n

1, c’est-a-dire I,, ~ I,,_1.
En effet, on a déja montré que Iz,/Is,—1 — 1, et on a

12p+1/12p = (I2p+1/I2p—1) X (Igp_l/jgp) —1 (par produit de hmltes)

Produit de deux termes consécutifs : on déduit des formules précédentes les relations

2272 ((p—1)1)* _

Equivalent de I, : en distinguant la encore les n pairs et impairs, on montre que I,,/,,_1 —

La relation 1,1, 1 = 5~ donne donc (par produit d’équivalents) I2 ~ 5., et finalement :

Iy~ ) —.
2n

L >0, n! ~ Ln"e "\/n.

Conclusion (formule de Stirling) : nous avions montré en premiére partie :

En outre, en considérant les intégrales de Wallis d’indice pair (par exemple), on a montré

que
o (2p)!
P2 (pl)?

™
><§’

donc en utilisant les équivalents de p! et (2p)! en fonction de L, on obtient

I L(2p)*e=2P\/2p (T _ T 1
U owmppe2p T2 L2 b

Mais on a aussi montré que

71' ™
Ly~ (= = VT

p  2p’

Donc nécessairement = ¥~ ce qui donne finalement

T LV2 T2
L =+2m,

et donc
n! ~n"e "V2mn.

Exercice 6 (**)
Convergence de la série de terme général :

too @
1) unzn(z 172)
k=n

2) up = g—: (restes et sommes partielles de >~ 1/n®)

3) u, =1/ 3 Ink
k=1

Exercices du CHO1 : Séries et sommabilité
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Corrigé de l’exercice 6
A chaque fois, on cherche un équivalent simple du terme général proposé par comparaison série-
intégrale :

1. Puisque la série 3 1/n? converge, le reste ;> 1/k® est bien défini donc u,, est bien défini

+oo
1
pour tout n € N* et a € R. On obtient facilement E — ~ — (pour plus de détails, voir
P k2 n——+oo N
=n

—+oo
1 1
lexemple 2. plus général). Donc u,, = n (Z k‘2> ~ e > 0, ce qui montre que Y uy,
k=n

converge ssi o > 2.
2. Notons S, = > 7, 1/k“ et R,, = izofl 1/k*, avec o > 1 (pour assurer l'existence de R,, pour

tout n € N*). On note aussi ((2) = :j 1/k* =S, + Rpy1 > 0.

Par continuité et décroissance de x — 1/z% sur |0, +o0[, on a

k+1 k

Vk > 2, / tod < kT < / todt,
k

k—1

donc en sommant :

N+1 N 1 N
VN >n > 2, t=dt < — < t—dt.

En calculant les intégrales et en faisant tendre N — +oc0, on obtient ’encadrement

ey _ 11—«
nt g 2

Vn > 2,
a—1 a—1

)

nlfa

a—1"
11—«

ce qui donne l’équivalent R, ~
R, n

S, @) (a—1)

En conclusion, Y u, converge ssi o > 2.

Finalement, u,, = > 0, donc la série > u,, est de méme nature que Y —1.

Variante : en utilisant la sommabilité.
Soit a > 1. Puisque S,, — ¢(2) > 0, on a u,, = }SL ~ 41?5) > 0, donc ) u,, est de méme nature

que Y R,. En outre, on a dans [0, +o0] :
+oo +oo /+oo 1
Sn Y (S )X (T,
n=0 n=0 \k=n neN \keN

otl Upp = 1/k% si k > n et u, = 0 sinon. Vu que la famille (uy, 1) n,k)enz est a termes positifs,
on peut intervertir les sommes (théoréme de Fubini positif). On a donc, toujours dans [0, o] :

Fror(se) S50 £

keN \neN k=0 \n=

Or, ;::OB (k,:[f) < 400 < « > 2 (en passant par un équivalent), donc on en déduit :

> uy, converge ssi o > 2.

3. On aici u,, = m pour tout k € N*. Par continuité et croissance de In sur |0, +oo[, on a
k=1

k+1 k
k> 2, / In(t)dt < In(k) < / In(t)dt,
k

k—1
donc en sommant :

n

n+1 n
Vn > 2, / In(t)dt < In(k) < / In(t)dt,
2 k=2 1
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c’est-a-dire (par IPP)

Yn > 2, (n+ 1) In(n+1)—(n+1) —21n(2 —|—2<Zln ) <nln(n) —n+1.

Puisque In(n + 1) = In(n) + In(1 + 1/n) = In(n) + O(1/n) ~ In(n), on déduit que les deux

extrémités de ’encadrement précédent sont équivalentes a nln(n), et donc
n n
’; In(k) = Z In(k) et nln(n),

si bien que u, ~ ——~ > 0.
nln(n)

Ainsi; > u, est de méme nature que » m,

intégrale. Par continuité et décroissance de ¢ — ( j sur 1, 400[, on a

tin(t

k+1 dt 1
Vk > 2 <
- /,C tin(t) ~ kln(k)’

donc en sommant

- 1
>
LEREDS % n(k)

k=2 2

t ln(t) n—+4o0

donc la série > u,, diverge.

> /n+1 i _ In(ln(n + 1)) —In(In(2)) — Hoo,

qu’on étudie (encore!) par comparaison série-

Exercice 7 (*¥*)

) +oo
Equivalent de (Z e‘*/E).
k=n

Corrigé de ’exercice 7

On procéde par comparaison série-intégrale. La fonction t — e~V gtant continue et décroissante sur

[0,400[, on a
k+1 k
vk € N*, / e Vidt < e VE < / e Vit
k k—1

donc en sommant :

N+1 N N
V1<n<N, / Vit <Y VR < / e Vidt,

k=n n—1

On calcule les intégrales a ’aide du changement de variable ¢t = 42, qui donne :

b Vo N
/ e Vidt = / 2ue "du = [-2(1+u)e "] va
u va IPP a

D’ou 'encadrement :
Vi<n <N, 2(1+vn)e V"-2(1+VN + 1)e V¥ <Z VE <914V —1)e”
qui donne en faisant tendre N — 400 :

Vn € N¥, 2(1++/n)e I<Zef<21+\/n— 1)e™

(e passage & la limite est licite car la série converge, vu que e~ V¥ = o(1/k2)).
Enfin,

~Vi=T _ =vi/I=1/n _ =VA(=1/@n)Fo(1/m) =V 1/ @VR)+o(l/v) | o=V

—2(14+VN)e™

Exercices du CHO1 : Séries et sommabilité

13/ 34



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

donc les deux extrémités de I’encadrement sont équivalentes a 2\/56*‘/5, ce qui montre que

n—-+oo

+oo
Ze“/g ~  2/ne V"
k=n

Exercice 8 (**%*)
Soit Y u, une série a termes strictement positifs de suite de sommes partielles (S,,). Montrer que :

1. ) &5 est convergente (utiliser une comparaison intégrale) ;

u R . . . u .
2. Zun et 3 g sont de méme nature (si ) u, diverge, utiliser ) g*»— et une comparaison

intégrale).

Corrigé de l’exercice 8
Vu les hypothéses, la suite (.Sy,) est strictement croissante et S, > 0 pour tout n € N.

1. Pour tout n € N*, on a par continuité et décroissance de ¢ — 1/t2 sur ]0, +o0] :

_ Sn Shn
52 52 . 25 ), #T85. S,

n—1 n n—1

o - S%) converge, puisque la suite (1/S,,) converge (sa limite

est 1/S ou S = n= Oun €]0, +00] avec convention 1/S =0si S = +00).

Or, la série téléscopique > (

En conclusion Z 52 converge par comparaison de SATP.
n

2. Deux cas se présentent :

Up

u : 1
5. ~ ,ST'L > 0, ce qui montre par comparalson de

e si Y wu, converge, alors S, — S > 0, donc
SATP que ) g converge.
e si Y wu, diverge, alors S,, — +00. D’autre part :

Up  Sp—Sp_1 /Sn 1 /Sn dt
Vn € N¥, = = > — =1n(S,) — In(S,_1).
Snfl Snfl Sn_1 Snfl Sn ( ) ( 1)

Puisque In(S,) — +oo, la série téléscopique > (In(S,) — In(Sy,—1)) diverge, et par compa-
raison de SATP, la série > <~
Enfin, pour tout n € N* :

.
U, Sn —
Sn Sn Sn

donc In(S,) —n(S,—1) = —In (1 — %),

Si g+ — 0, alors —ln( - g—n> ~ Up/Sp, donc g* ~ In(S,) — In(Sp—_1), et en réutilisant

Pargument de la série téléscopique, la série Y u, /S, diverge.

Si g ne tend pas vers 0, alors la série 3 u,/S, diverge grossiérement.
On a donc bien montré que si Y u, diverge, alors Y u, /S, diverge.

Exercice 9 (**%*)
Soit Y a, une série & termes positifs divergente. On note (S,,) la suite de ses sommes partielles.

1. Montrer que g%+t ... 4 N4k >
SN+1 SN+k SN+

, et en déduire que ) g—" est divergente.

2. Etablir que ¢& < , et en dedu1re que ) & est convergente (utiliser une intégrale).

Bo—n

On suppose maintenant que > a,, est convergente, (a,,) non stationnaire a 0, et on pose R,, = Z ag.

3. Montrer pour m < B+ + g 21— 5= Qu'en déduire?

n:
4. Montrer que : 2= < 2(vVRp — v/Rn+1)- Qu en dedulre?

Corrigé de I’exercice 9
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1. Par hypothése, la suite (S,,) est croissante et diverge vers +oo, donc on a S,, > 0 a partir d'un

certain rang ng > 1, ce qui permet de diviser par S,,.
Par croissance de (S,,), on a, pour tout k € N* et N tel que N +1 > ng :

a a a a Snor — S S
NEL L 0Nk O Ovek  Svee = SNy SN
SN+1 SNtk — SNk SNtk SNtk SNtk

Supposons que Y a, /S, converge. Alors, en faisant tendre k¥ — +oo dans l'inégalité précédente

(A N fixé), on obtient puisque Syyp —> 400 :
k—+oco

+oo a
WN2no-1, Y o =1,
i=N+1 """

ce qui contredit le fait que le reste Ej N1 s tend vers 0 lorsque N — +o00.
Donc la série Y a, /S, diverge.
2. Pour tout n > max(ng, 2), on a par continuité et décroissance de t — 1/t% sur |0, +-o0] :

O<(J'nSn,S7L—1/Sn dt</Sn @7 1 i
-5z Sz 5o, 5% " Jo, 12 Spo1 Sy

n—1 n

Or, la série téléscopique Y ( g 171 Sl ) converge, puisque la suite (1/5,,) converge (sa limite

a
est 0). Donc Z S—g converge par comparaison de SATP.
n

Exercice 10 (**)
Soit une suite (2,,) telle que Re(z,) >0, > 2, et > 22 convergent. Montrer que Y |2,|? converge.

Exercice 11 (*)
Trouver les réels a, b, ¢ pour que Y u,, converge ol : u, = aln(n? — 1)+ bln(n + 2) + cln(n? + 2n).

Exercice 12 (**)
Convergence de la série de terme général :

1) (=1~ sm<( 1)n+\/ﬁ) f(nH)ﬂ e VT gin g dr
2) 1+ 5F -1 7) In (14§20

3) sin (7r n? + 1) g) ("

4) /¥ (CD7 —v/n e

5) m 9) T

Exercice 13 (*)

Soit f € C°([0,1],R). Montrer que Y (—1)" fol 2" f(x)dz est convergente de somme f01 {5:2 dx.
Qu’obtient-on si f est constante égale a 1 sur [0,1]?

Exercice 14 (**)

Soit f continue décroissante de R* dans R*. Nature de la série ) [ " (n+1)m

™ f(t) sint dt.

Exercice 15 (**)

Montrer que le produit de Cauchy de 3 # par elle-méme est convergent.
neN*
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Corrigé de I’exercice 10

: - (=" (=t . .
Le produit de Cauchy de la série . = > e par elle-méme est la série
n>1 n n>0 T

tED Y e L e
Z Z k+1 ~ n—k+1 _Z(_) Z(k+1)(n—k+l)_z(_)a7l’

n>0 \k=0 n>0 k=0 n>0
n n n n+1
1 1 1 1 1 1
Montrons alors que (a,) vérifie les hypothéses du critére spécial des séries alternées. On a :
n+2 n+1 n+1
1 1 1 1 1 1
Any1 — Gn = ey o=y <0,
n+3 ek n+2;k‘ (n+2)(n+3)kzz2k
In(n+1)

donc (ay,) est décroissante. De plus a,, ~ , donc (ay,) tend vers 0. D’aprés le critére spécial

+2
des séries alternées, le produit de Cauchy Y (—1)"a, est donc une série convergente.

Exercice 16 (***Transformation d’Abel)

1) Soit (an) et (by) deux suites complexes. On note (B),) la suite des sommes partielles de Y by,.
Montrer que pour tout (n,p) € N2 :

P P
Z an+kbn+k - Z(an+k - an+k+1)Bn+k - an+an ar a'n+p+an+p~
k=1 k=1
En déduire que si (B,,) est bornée, lirJrrl an =0et > (an+1—ay) est absolument convergente,
n—-+0oo
alors > anb, est convergente.

A quoi peut-on ramener ces conditions si (a,) converge vers 0 en décroissant ?

2) On suppose que Y u, est une série complexe convergente.

Un 6
Montrer que Z>:1 ' converge également.
n7

3) Etudier S <09 poura>0et 6 € R\ 27Z.

ne
n>1

Exercice 17 (**Exemples de sommations par tranches)
Etudier les séries de terme général

1) Lcos2zm

2) 1 —n!/?P( ou p(n) désigne le nombre de chiffres dans I’écriture décimale de 7.
3) us, = —32—1), U, = 1/n sinon

4) u, = 1/n® si lécriture décimale de n ne comporte pas de 1, u,, = 0 sinon.

Exercice 18 (***Régle de la loupe)
Soit (uy,) une suite de réels positifs décroissante.

1) Montrer que Y u,, converge si et seulement si Y 2"ugn est convergente (régle de la loupe).

2) Retrouver que Y. - et > H(Tln)p convergent si et seulement si p > 1.
n>1 n>2

Exercice 19 (**)
Les familles suivantes sont-elles sommables ?

1) (x)xE]D)ﬁ[O,l] 4) (1/(132 + qz)a)(p,q)EN*xN*
2) (1/2*)zeqr
3) (an)ﬂez 5) (1/(]7 + Q)a)(p,q)GN*xN*
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Corrigé de I’exercice 11

1) Soit n € N. L’ensemble D N [0, 1] contient la famille (lOn)ke[O 1onp € on a
%i_ 0°(10" £ 0m
10m - 2x 107 2 notoo

donc les sommes sur les parties finies #/ C DN[0, 1] de la famille (x),epnjo,1) ne sont pas majorées,
ce qui montre que la famille de réels positifs (z),epno,1] n'est pas sommable.

2) Soit n € N. L’ensemble Q7 contient 1/n, donc puisque (z%) est une famille de réels positifs :

mGQi

1 1
Vn € N, Z — > =n
L@ T Wy

1 1
On en déduit que E — = +00, et donc la famille <—> n’est pas sommable.
X J?EQ*

22
xEQi
On peut bien entendu rédiger comme dans le premier exemple en disant que les sommes sur les
parties finies ne sont pas majorées, si l'on ne veut pas travailler dans [0, +00].

3) Soit @ € C*. La famille (a™),cz est sommable si et seulement si (a")pen et (@™)pe_ns =
(a™")nen~ sont sommables, ce qui équivaut a la convergence des séries ) | - |al™ et > . (1/|a])™,
ou encore aux conditions respectives |a| < 1 et |a] > 1. Ces conditions étant incompatibles, la
famille (a™),ez n’est pas sommable.

4) Encadrer avec 1/(p + q)?“ et 2%/(p + q)“ puis nature par paquets diago.

1
5) La famille (u, ;) = <(z+])0‘)( ye(N)2
i,5)€(N*

Z Z U5 | < 400

n22 \ (4,)€(N*)?, i+j=n

est positive, donc elle est sommable si et seulement si

(en sommant par paquets suivant les diagonales du quadrillage (N*)2). On a donc

n—1

1 n—1
(u;,;) sommable <= E E o <too = E o <too = a> 2,
n>2 i=1 n>2
. n—1 1
puisque ~ v

Exercice 20 (**)
Montrer que les familles suivantes sont sommables et calculer leurs sommes :

1) (¢ ,ez avec || < 1
2) (rlMle?), cz avec 7 € [0,1[ et § € R

1
3) (W)(memw

Corrigé de ’exercice 12
1)
2) La famille (r/™e™?),,c7 est sommable si et seulement si (") ,en est sommable (puisque |/l e
rinl et o rl7l est paire), c’est-a-dire si et seulement si ) -, " converge. Et c’est le cas car
r € [0,1[. On a donc (en sommant par paquets suivant la décomposition Z = {0} UN* U (—N*) :

in9| —

In|gind _ 1 n MLO n,—ind _ re'? re=
ZT +ZT Zr +1—rei9+1—re*i9’
nez neN* neN*
c’est-a-dire
Z plnlging _ 1 o 2r cos(f) — 2r? _ 1— 2 |
(1 —rcos(f))? + (rsin(9))? 1 — 2rcos(d) +r?

ne”Z
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3)

Exercice 21 (*%*)
Montrer par calculs de sommes que les familles suivantes ne sont pas sommables :

1
1) (p27q2 ) (p,q) EN* XN* ,p#q

_ 2p+1 p _ _p+1
2) (ap,q)(p.g)enz avec apq = ptat2 ~ ptqrl  pta+s

Exercice 22 (**%*)
Calculer les sommes suivantes (utiliser ((2) = 72/6 et ((4) = 7*/90) :
“+o0 +oo

DY Yu

n=0k=n

3) Y 5 ou A= (N*)2 puis A = {(p,q) € (N*)2, p divise ¢}, et enfin

A={(p,q) € (N)%, pAqg=1}

Corrigé de ’exercice 13
1)
2)
3) (a)

(b) Considérons la famille positive (a,q)p,q)e=)2 définie par

1 .
#\2 _ g o plg
Y(p,q) € (N*), Op,q { 0 sinon

1
La famille <—) est sommable si et seulement si (ap,q)p,q)em+)2 est, ce
pq

(P,9)€(N*)2, plq
qui équivaut (par le théoréme de Fubini pour les familles positives) a la condition :

Z Z apq | < Ho0.

peN* qeN*

Or,

pEN* gEN* p=1 \ gepN* p=1 \k=1 p=1

donc la famille proposée est sommable et sa somme vaut :
+oo +o0 6
1 1 1 s
> ga-(Sa)(Ze)-dm
(p,@)E(N*)2, plg p=1 k=1

()

Exercice 23 (**)
Soit o une bijection de N* sur N*. Montrer que :

1) > T}L)Q est convergente,
n>1
2) > -1 est divergente,

1 o(n)

3) > 2(n) st divergente, en étudiant (Sa, — Sp), ou (Sy,) est la suite des sommes partielles

n
n>1

associée.
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Exercice 24 (**)

1) Montrer que tout naturel p non nul s’écrit de maniére unique sous la forme 2™ (2k + 1) avec k

et n naturels.
+oo on
2) Pour |z| < 1, montrer que : >

Z —
4 1722n+1 - 1—z°
n=

Exercice 25 (**%*)

”Z,n = 3% d(n)z™ on d(n) est le nombre de diviseurs positifs

+oo
Montrer que pour tout |z| < 1, ) = i
n=1

de n.

II Exercices supplémentaires

1) Exemples d’études de convergence

Exercice 26 (**Exemple 4 paramétre)

Déterminer en fonction de o > 0 la nature de la série de terme général u,, = (_(f)%

Corrigé de l’exercice 14
On procéde par développement asymptotique du terme général : puisque G2 RN 0,

no

n—-+4oo
1" 1 1" 1" 1 1" 1 1
B S A S R W O I S
no 1+(_n°‘) no no no no n2o n2o
On a donc u, = @, + y, avec 7, = S et y, ~ —t.
n—-+oo

Par le critére spécial des séries alternées, la série > x,, converge pour tout o > 0.

Puisque (—n%)n>1 est de signe constant, la série > v, est de méme nature que la série de Riemann
> 3=, donc elle converge si et seulement si o > 1/2.

Finalement, par somme : la série > u,, converge si et seulement si o > 1/2.

Exercice 27 (**Lien suite-série)
Soit (an)nen une suite a termes positifs ou nuls. Soit ug > 0.
On définit par récurrence la suite (un)nen Par Uni1 = tp + 2.

Montrer que la série Y a, converge ssi la suite (u,) converge.

Corrigé de I’exercice 15
Tout d’abord, on montre facilement par récurrence que la suite (u,,) est bien définie et Vn € N, u,, > 0.
an

On a également (u,) croissante car Vn € N, upy1 —u, = &= > 0. Montrons alors I"équivalence
demandée.

e Sila série Y a,, converge, alors puisque

a a
V'ﬂGN, Ogun—i-l*un:ingl,
Un, Ug

on en déduit par comparaison de séries a termes positifs que la série téléscopique > (tp11 — Up)
converge, et donc la suite (u,) converge.

e Réciproquement, si la suite (u,) converge, notons £ = lim wu, = supu,. On a £ > uy > 0, donc
n—-+oo neN
a a
Upgp1 — Uy = — = >0.

—_— ~
Uy n—+oo f

Puisque la suite (u,,) converge, la série téléscopique > (41 — uy,) converge, et donc par le critére
des équivalents, la série ) | “» converge, ce qui montre que ) | a, converge.
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Exercice 28 (**Suites trigonométriques)

1. Pour quelles valeurs de z € R la suite (u,,) définie par u, = cos(nx) converge-t-elle ?
Indication : on cherchera des relations entre U, , Unp+1 €t Unto d’une part, u, et ug, d’autre
part. Ensuite, on fera un raisonnement par analyse-synthése.

2. Faire de méme avec la suite v, = sin(na) (en utilisant le résultat de la question précédente).

3. En déduire les valeurs de € R pour lesquelles la suite complexe z,, = '™ converge.
Corrigé de I’exercice 16
1. On a, pour tout n € N
Upto = (2CO8 T)Upt1 — Up, Uy = 2uZ — 1, Vn € N.

Si (uy,) converge vers une limite £ € R, alors, en passant a la limite dans ces relations, on obtient

{ £(1 — cos(x)) =0
(—1)(2¢+1)=0

Le cas ¢ = 0 est contradictoire avec la seconde relation, donc £ # 0, ce qui implique

{ cos(z) =1
e {177%}

On a donc z € 27Z, ce qui implique que la suite (u,) est constante égale a 1.
Réciproquement, la suite constante égale & 1 est évidemment convergente.
On a donc montré ’équivalence

(up) converge <= z=0[271] < ¥neN, u, =1.

2. Ici, il faut utiliser les résultats établis précédemment pour u,, ainsi que 'interaction entre les
suites (uy) et (vp). On a, pour tout n € N

Vay, = 20Uy, Unto = (2€08T)Up41 — Vp, Vn € N.

Si (v,,) converge vers une limite ¢ € R, alors, en passant a la limite dans la seconde relation, on
obtient
£(1 — cos(z)) = 0.

e Si ¢ =0, alors on utilise la relation
Un41 = (cOs T)v, + (SIn X )y,

qui entraine (sinx)u, —> 0.
n—-+oo

Ceci impose sin(z) = 0, car sinon, on aurait u, n_)—+>oo 0, et c’est impossible d’aprés la
question précédente (puisque (u,) ne peut converger que vers 1).
e Si ¢ # 0, alors on a cos(xz) =1, et donc sin(z) = 0.
On a dans tous les cas sin(z) = 0 et donc = € 7Z, ce qui implique que la suite (v,,) est constante
égale a 0.
Réciproquement, la suite constante égale & 0 est évidemment convergente.
On a donc montré ’équivalence

(vp) converge <= z=0[n] < VneN, v, =0.

3. Puisque z,, = u, +ivy,, la suite (z,,) converge si et seulement si les suites (u,,) et (v,) convergent,
ce qui équivaut a x = 0 [27], c’est-a-dire z,, = 1 pour tout n € N d’apres les questions précédentes.

Exercice 29 (**Séries de Bertrand)

1. Pour 8 € R, montrer que la série > 3 converge ssi 8 > 1.
n>2 nln”(n

On pensera a des comparaisons séries-intégrales. ..

2. Montrer que la série »

converge ssia >loua=1et > 1.
n>2 n%In

’(n)
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Corrigé de l’exercice 17
1.
2.

Exercice 30 (**Régle de Raabe-Duhamel)
Soit (uy,) une suite de réels strictement positifs.

1. On suppose que (v,,) est aussi une suite de réels strictement positifs et qu’a partir d’un certain
Un+1 Un+1
L o Tl
Up — Up
Montrer que (u,) est dominée par (v,).

rang, on a

U «a 1
2. (a) On suppose qu'il existe « > 1 tel que o~ 1-Z 40 (7)
Uy n—+00 n n

A Daide d’une comparaison & une série de Riemann, montrer la convergence de > uy,.

1
(b) On suppose ici qu'il existe o < 1 tel que el 3 C + o (7>

Up N—+00 n
Moutrer que > u, diverge.
(¢c) Application : Soit a € R.
Etudier la convergence absolue de la série de terme général u,, =

a(a—l)w('a—n-l-l) )

Corrigé de I’exercice 18

2) Calculs de sommes

Exercice 31 (**Sommes trigonométriques)
Soient = et § € R.
Etudier la convergence et calculer la somme des séries > "™ cos(nf) et Y z" sin(nd).

Corrigé de I’exercice 19
Puisque = € R, remarquons que les séries proposées sont les parties réelle et imaginaire de la série

géométrique Z zem? = Z(wew)”.
Cette série converge si et seulement si |ze?| < 1, c’est-a-dire |z| < 1.

e |Siz €] —1,1[| on a donc convergence des deux séries proposées (rappelons qu’une suite complexe

converge si et seulement si ses parties réelle et imaginaire convergent, donc il en est de méme
pour les séries en appliquant ce raisonnement aux sommes partielles), et

= = =2 0 1 1—ge=
n . n _: _ 0\n __ _
Z x" cos(nb) + i Z " sin(nf) = Z(me = e~ 12l
n=0 n=0 n=0
d’ou N N
= 1 — zcos(h) = . x sin(d)
T;)x cos(nb) 1— 2z cos(0) + a2’ nz_;)x sin(nf) T~ 20 cos(0) - 22

e |Sixz ¢]—1,1[| au moins une des deux séries proposées diverge, essayons d’identifier laquelle.
Si > a™cos(nb) converge, alors nécessairement |x™ cos(nf)| =7 0, donc puisque |z| > 1 :
n—-+oo

| cos(nd)] < |z|™|cos(nd)| < |z™ cos(nf)] — 0,

n—-+oo

ce qui est impossible (voir I'exercice sur les suites trigonométriques).
Donc Y a™ cos(nfd) diverge pour tout réel § dans ce cas.
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De méme, si Y a"sin(nf) converge, alors par majoration, sin(nf) — 0, ce qui se produit
n—-+oo

seulement si § = 0 [r] (toujours d’aprés I'exercice sur les suites trigonométriques), et dans ce cas,
la série > 2™ sin(nf) converge bien (c’est la série nulle).

—+o0
Donc Y 2" sin(nf) converge si et seulement si 8 = 0 [r] et dans ce cas, Z x" sin(nf) = 0.

n=0

Exercice 32 (*Exemple a paramétre)
Déterminer des réels a et b tels que la série de terme général u,, = y/n+av/n + 1+by/n + 2 converge.
Calculer alors sa somme.

Corrigé de I’exercice 20

Exercice 33 (**Calculs de sommes fractionnaires)

+o0
1. Calculer n§2 WM

2. On note P, le polynome de degré k défini par : Py(X) = X(X —1)--- (X — (k —1)).

o 5 too
(a) Calculer o, = > # On admettra que Y X =e.
n=0 n=0

+oo .
(b) En déduire la valeur de > nliniintl

n!
n=0

Corrigé de ’exercice 21

1. On décompose en éléments simples : il existe (a, b, c) € R? tels que

1 _a n b n c
(X+2)(X2-1) X+2 X+1 X-1

En multipliant par X + 2 et en évaluant en X = —2, on obtient ¢ = 1/3. De méme, b = —1/2
et ¢ =1/6. On a donc, pour tout N > 2, on obtient par téléscopage :

N 1 1 (L 2 N3 X
Z(n+2)(n2—1):6<2n+2+zn+l+zn—l>

n=2 n=2 n=2 n=2
N+2 N+1 N-1

1 2 -3 1 1 ( 2 1 1 1 2) 5

= = — )= (e - 1o —2) 2
L E RS S S O L TR FERE PR N

= 1 5
Finalement, la série proposée converge et nz::? m = 36"
2. (a) Pour tout k € N, le polynome P, admet pour racines les entiers 0,1,--- ,k — 1 (pas de

racines si k = 0, puisque Py = 1 avec la convention du produit vide), donc Py(n) = 0 si
k > n. On en déduit (sous réserve de convergence) :

+oo +oo +oo —+oo
Py(n) nn—1)---(n—k+1) 1 1
VkEN,  on=) — =) o =D i
n=~k n=~k n=~k n=0
Cette série converge vers e (d’aprés I’énoncé), donc la série proposée converge et o = e
pour tout k € N.

(b) Ilsuffit d’écrire la série proposée comme combinaison linéaire des séries convergentes (o )o<k<3,
et ceci se fait en exprimant le polynome Q(X) = X3 + X2 + X + 1 comme combinaison
linéaire de (P, P1, P2, P3) (qui forme une base échelonnée en degrés de R3[X]). En écrivant :

3
QX) = MPr(X) = Xo+ M X + 2 X(X — 1) + A X (X - 1)(X — 2),
k=0
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on obtient par évaluations successives en X = 0, 1,2, 3 les équations :

)\QZQ(O)Zl =1
)\0—‘1-/\1:@(1):4 — A =3
/\0+2>\1+2)\2:Q(2):15 Ao =4
)\0+3)\1+6>\2+6)\3:Q(3):40 A3 =1

Donc Q(X) = Py + 3P, + 4P, + Ps, et par combinaison linéaire de séries convergentes, on
en déduit que la série proposée converge et
-i:.o nP4+n>+n+1 _

— Q(n)
] ZT:O’o+3O’1+4O’2+O’3=9€.
! = n!

n=0

Exercice 34 (**Avec des parties entiéres)

Etudier la convergence et calculer la somme de la série de terme général u,,

_ VAT |va]

Corrigé de I’exercice 22
On va travailler sur les sommes partielles :

Vn € N*, Sn:zn:uk:i:t k+1J_L\/EJ.

Pour tous entiers (m, k) € (N*)2, on a
Wkl=m <= m<Vk<m+1 < m?><k<(m+1)?

IVE+1]=m <= m<Vk+tl<m+l <= m?’-1<k<(m+1)?-1,

donc il est intéressant de regrouper les termes de la somme S,, par paquets :

(n+1)>—-1 _ n (m+1)2-1 B
S =y, WEELZWVH g [VEHT] — |V

Vn > 1, = ,
k=1 m=1 k=m?2 k
=0 sl k<(m+1)2—1
c’est-a-dire
- 1 - 1 1 & (/1 1
S S oL
(n+1)2-1 mz::l(m—kl)Q—l = m(m+2) 24 \m m+2

Par téléscopage, on obtient

g _E(HE b L) _, 3
(nt1)?=1 =5 2 n+1 n+2)nsted

Enfin, on sait que la suite réelle (S,,) est croissante (car u; > 0 pour tout k € N*), et posséde une

suite extraite convergente donc elle converge, et S, — 3.

n——+oo 4
En effet, pour tout € > 0, il existe ng > 1 tel que

3 3
n > ng — Z —e< S(n+1)2—1 < Z"‘E,
et donc par croissance de (S,,) :
9 3 3
n>(no+1)" -1 = 7 €S Stno+1)2—1 < S < Sng1)2—1 < ite

Finalement, la série proposée converge vers 3/4.
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Exercice 35 (**Calcul a partir de la série harmonique)

Justifier la convergence de la série Y et calculer sa somme en utilisant le développement
nz

1
n(2n—1)"

n
asymptotique bien connu de > %

Corrigé de I’exercice 23

Exercice 36 (*Utilisation d’un produit de Cauchy)

+oo
Soit a €] — 1,1[. Calculer > na™ (aprés avoir justifié la convergence!) a l'aide d’un produit de

Cauchy.

Corrigé de I’exercice 24
La série ) ., a™ est absolument convergente (car |a| < 1), donc le produit de Cauchy de cette série
par elle-méme converge absolument. Or, ce produit de Cauchy est la série :

Z(Z“k "k>=2n+1 = na"

n>0 n>0 n>1

donc la série > -, na""* converge absolument et

+o0 2 1

na"” a =—

S = (L) -

n=1
En multipliant par a, on obtient que ) ., na™ converge absolument et

na"
Z T

3) Sommabilité

Exercice 37 (**Des exemples de produits de Cauchy)

_1)n
1. Montrer que le produit de Cauchy de la série semi-convergente (=1 par elle-méme est

n>1 \/ﬁ

une série divergente.

_1\n
2. Montrer que le produit de Cauchy de la série semi-convergente > ! par elle-méme est
n>1 N

une série convergente.

Corrigé de I’exercice 25

()" ()

1. Le produit de Cauchy de la série = > ~——— par elleméme est la série

n>1 \/ﬁ n>0 vn+1

Z Z": (_1)k+1 y (_1)n—k+1 Z Z
750 \k—o VE+1 vVn—k+1 >0 \/k+1 kJrl)’

et cette série est grossiérement divergente car

3

> =1

Z\/k+ n—k+)’k:0 (n+1)(n+1)

' Z\/k+ —k+1)
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—1)" _1\n+1
2. Le produit de Cauchy de la série (=1) => (=1 par elle-méme est la série

n>1 n n>0 n+1
n (_1)k+1 (_1)n—k+1> Z n 1
o2 x =Yy =3 (1),
n>0 <k—o k+1 n—k+1 n>0 k=0 (k+1)(n—k+1) n>0

N n n n+1
1 1 1 1
avecan—kzzo(kJrl)(nikle) i (k_0k+1+kz_()nk+l> _n+22k

Montrons alors que (a,,) vérifie les hypothéses du critére spécial des séries alternees On a:

n+2 n+1 n+1 1

1
(nd = fn = +3Zk n+2zkz (n+2)(n+3) 4 k

In(n+1)

donc (ay,) est décroissante. De plus a,, ~ , donc (a,) tend vers 0. D’apreés le critére

spécial des séries alternées, le produit de Cauchy > (—1)"a,, est donc une série convergente.

Exercice 38 (**Sommation de la fonction zeta)
Montrer que la série Y (¢(p) — 1) converge et calculer sa somme.
p=2
+oo
La fonction ¢ de Riemann est définie pour s €]|1,+oo[ par ((s) = ni

n=1

Corrigé de I’exercice 26
—+oo

1
Pour tout p > 2,ona ((p) — 1= E — donc
n)
n=2

+oo
1
Sn-1-% (5 4).
p>2 p>2 \n=2
Sous réserve de sommabilité de la famille positive (a, ) =

Fubini I’égalité :

+o0 o (e too /400 = 1/n? = 1
Y -1=>" (Z np> =2 (Z(l/”)p> 0<1/m<1 2_:2 1—1/n 2_32 n(n—1)°

Bl bore
("p)pZZ o> O @ par le théoréme de

p=2 p=2 \n=2 n=2 \p=2
Or,
N N
1 ( 1 1) 1
— = )=l e ]
nz:; n(n —1) z::z n—1 n N No+oo ™’

+oo
1
donc Z (Z 1/n) > = Z Y E—Y =1 < +00, ce qui montre la sommabilité de (ap,q).
n=2

On en conclut que la série Y (¢(p) — 1) converge et

p>2
+oo
> (Cp) -1)=1.
p=2
Exercice 39 (**Sommation de restes)
+oo
1. Soit @ > 1. Déterminer un équivalent de R, = > k%
k=n-+1
400 +oo 1
2. Pour quels o € R, la somme ) >’ & a-t-elle un sens?
n=0 k=n+1
+oo 4o +oo
3. Montrer qualors . Y &= pal,l.
n=0 k=n+1 p=1
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Corrigé de I’exercice 27

1. Par comparaison série-intégrale avec la fonction z — 1/x%, continue et décroissante sur |0, +o00],
on obtient :

k+1 k
Vk > 2, / % g < kT < / r~ “dz,
k k

—1

donc en sommant :

N+1 N 1 N
VN >n+12>2, /n z” % zx < Z k—adx < / %z,

+1 k=n-+1 n
c’est-a-dire
l—a _ 11—« N l—-a _ 11—«
YN>n+1>2, (n+1) WD 3y R it
- - a—1 - W a - a—1

En passant a la limite lorsque N — +o0o dans cet encadrement (on peut car les trois membres
admettent une limite finie, étant donné que e > 1), on obtient

(n+1)1—a <R < nl—a

Vn >1
n=5 a—1 a—1’

1
o0 (= 1)pe—1"

+oo “+oo 1 “+o0 1
2. La série a termes positifs z ( Z k") = Z R,, converge si et seulement si Z m
n=0 \k=n+1 n=0 n>1

converge, c’est-a-dire lorsque a > 2.

et donc R,

3. Si a > 2, alors la famille positive (an ) (n,ken> définie par

1 .
Yk eN?,  a={ g SEZnA

0 sik<n
est sommable (d’aprés le théoréme de Fubini), puisque

neN \keN n=0 \k=n+1

Et on a de plus :

% (%) 2 (2

neN \keN keN \neN
c’est-a-dire
400 +o0 1 B +oo [k—1 1 B 400 k B 400 1
I DI ED DI EDIFED Bpwes
n=0 \k=n+1 k=1 \n=0 k=1 k=1
ce qui montre la formule voulue.
Exercice 40 (**Suite double)
2p
z
Soit z € C. Montrer que la suite double (TJFQ> est sommable ssi |z| < 1 et, lorsqu’elle
a” (p,g) ENXN*
+oo 1
est sommable, montrer que sa somme vaut 5
n=1M" —Z2
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Corrigé de I’exercice 28
2p
z

Par définition, la famille de nombres complexes (ap 4) = ( est sommable si et seule-
q

2p+2 )
b (p,q) ENXN*

ment si (|ap,q4|) est sommable, ce qui équivaut a
+oo —+oo
> (o) < 4o
g=1 \p=0

d’aprés le théoréme de Fubini pour les familles positives. Or,

400 | (i Y +00 si|z| >¢q

quN*, E |aPaQ|:72 § :(‘Z| /q )p 1 si |Z|< ’
- @ \ = 2 2 q
p=0 p=0 ¢* —|z|

donc
+oo /+oo
Z <Z|%H|> <400 = VgeN', |z|<q <= |z|< 1.

g=1 \p=0
Réciproquement, si |z| < 1, alors
+o0 +o00 1
Z<Z|apq|> Zm<—|—oo
q=1 q=1

(car m q%) En conclusion, la famille (a, ,) est sommable si et seulement si |z| < 1, et dans

~J
q—+0o0
ce cas, le théoréme de Fubini pour les familles de nombres complexes donne :

% 5 (E) - Sate

(p,q) ENXN* q=1 g=1

ce qui est la formule voulue.

Exercice 41 (***Non interversion des sommations)

Pour (n,p) € N?, on pose a,,, = ﬁ sin#peta,,=0.

+oo 400 +o0 +o0 —+o0 2
Calculer > 3 anpet > Y an, (on admettra que Y. -5 = 7). Commenter le résultat.
n=0p=0 p=0n=0 n=1

Corrigé de ’exercice 29

“+oo n—1 1 400 1
Fixons n € N. La série a4 termes positifs E np = g - + g ——5 converge car
n?—p n®—p
p=0 p=0 p=n+1

1 1
——— ~ ——. De plus, par téléscopage, on a
ne —p< p—>+oo p

= 1/ 1 1 1 1 1
" pz:%a P an;) n+p+n—p +2np_2: p+n p—n

=n-+1
_1(1+1++1+2+1++1>+1(11 1)
2 2 n—1 +1 m—1) " 2n 2 )
c’est-a-dire .
. = 1 /1 1 1
meNy e =g () = e
+oo +oo_1 7'['2
Par ailleurs, Zaom = Z P Donc
p=0 p=1
XX I a2 I 7r2 72
PDIED SRS 3) ST S S e
n=0p=0 n=1p=0
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Symétriquement, on a :

+o0o o0 +o0 o0 400 +o0 2 2
s ™
S ans =30 =3 Y= () =
p=0n=0 p=0n=0 p=0n=0
+oo +o0 400 +00
Finalement, ona > Y anp # >, Y Gn,p, donc la famille (ay p)n,pjenz n'est pas sommable (sinon,
n=0p=0 p=0n=0

les deux procédés de sommation donneraient le méme résultat d’apres le théoréme de Fubini pour les
familles de nombres complexes).

4) Recherche d’équivalents

Exercice 42 (*Equivalent de somme partielle)
n

On pose, pour tout n > 1, S, = > e 7. Calculer un équivalent simple de S,,.

k=1

Corrigé de ’exercice 30

Exercice 43 (**Equivalent de somme partielle 2)

Prouver qu'on a ) ﬁ(k) ~ In (In(n)).
k=2

Corrigé de l’exercice 31

Exercice 44 (**Développement asymptotique de somme partielle)
n

_ 1
On pose S, = k2::1 —
Déterminer un équivalent simple de S,, puis montrer qu’on peut former un développement asymp-

totique de la forme S, =In(n) + C+ o (1), ou C est une constante.
n—+o00

Corrigé de I’exercice 32

Exercice 45 (*Equivalent de reste)
+oo ,
Pour a € R%, on définit, pour tout n € N, R, = > ‘]‘C—k,
k=n-+1
Déterminer un équivalent simple de R,,. Indication : penser & un télescopage.

Corrigé de I’exercice 33

Exercice 46 (**Un oral de CCINP)

n

1
Pour n € N*, on pose u,, = Sl k];ll(Slc —2) et v, = 7

1. A laide d’un développement asymptotique, montrer que a partir d’un certain

rang.

Un+1 > Un+1
Un Un

2. En utilisant la suite (Z—"), montrer que la série Y u,, diverge.

2
3. En considérant la série de terme général w, = 3 In ("T‘H) + In (";‘:1 ), montrer qu’il existe
C > 0 tel que u,, ~ %

n——+oo 7
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Corrigé de I’exercice 34
1. Pour tout n >1:

Un41 n+1 ( 1) 1 ( 1) ( 1 (1))
= =|\l+—)x|—F)=(14+— ) x|1-~— —
Un, 3n+3 +3n 1—&-% +3n n+0 n)/)’

donc 5 .
Un+1 —1- 40 (7)
(17 3 n
De méme,
1\ ¥4 3 1
(1 d) e gl
Up, n 4n n
Donc 1 1 1
Unt1  Ungl _ ‘o ( ) ~ o0
Up, Up, T 12n n/ n—+oo 12n
ce qui montre que “”“ - ”Z% > 0 a partir d’un certain rang ng € N*.

2. En posant ¢, = o> 0 pour tout n > 1, on a Vn > ng, ¢n+1 > ¢, d’aprés la question précédente,
donc la suite (qn)nZno est croissante. On en déduit ¢, > ¢p,, d’ott la minoration wu,, > gn,vn > 0,
ce qui montre la divergence de la série Y u,, par comparaison a la série de Riemann divergente
> vy,

3. Cela s’inspire de la méthode des "puissances téléscopiques" présentée a I'exercice 49 : pour déter-
miner un équivalent de w,,, on travaille avec la série téléscopique > (In((n + 1)*up41) — In(n®uy,)),
ol v est un réel bien choisi.

En posant w,, = In((n + 1)%up+1) — In(n%u,,), on a

1 n 1 2 1 2\ 1 1
w, = aln (i)—l—ln (u) =aln (1 + 7)+ln (1 -—+4+0 ( )) = <a - f) —+0 (—
n Up, n 3n n? 3/ n n?

Si on choisit a = 2/3, on a w,, = O(1/n?), donc la série téléscopique
Sw, = Y (In((n+ 1)%upy1) — In(n®uy,)) converge, ce qui montre que la suite (In(n“u,))

converge vers un réel £. Par continuité de l’exponentielle, on obtient n®u, — e/ = C > 0,
C
et donc Uy, ~~ n2/3 "

Exercice 47 (**Fausses séries)

n
1. Déterminer un équivalent quand n — 400 de u, = > m
k=1

2. Pour « réel, on pose S, = Y (—)a Déterminer un équivalent de .S,,.

Corrigé de ’exercice 35
Attention : nous n’avons pas affaire a des séries ici, car le terme général des sommes dépend de k et
du nombre de termes n.

1. On fait apparaitre une somme de Riemann :
-5y
- nd Pt (14 2( k/n))

En considérant la fonction f : x — qui est continue sur [0, 1], on a donc, d’aprés le

1
[(ESDER
théoréme de convergence des sommes de Riemann (vu en MP2I) :

1 n
72 (k/n) / / (14 2x) 3dx = 4/9.
nk: n—>+oo

(c’est la "méthode des rectangles a droite"). Finalement, on a

_ Ru(f) 4

n = 2 o 2
n n—+oo 9n
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. 1/n+ Rn(g) . W 1 <
2. De méme, S,, = %, ottg:xr (1+2)~*€C0,1],R) et R,(g9) = - Zg(k/n)
k=1
Puisque
1 gl—a_q .
1
R, — = 1-«a slaz >0
(9) n++oo/0 g { n(2) sia=1 ~
21704_1 .
on en déduit que S, ~ —— , ouC = l1—a St 71
n—s+oo =1 In(2) sia=1

Exercice 48 (***Une variante pour établir la formule de Stirling)

1. Montrer que si f est une application de classe C'* sur [1, 4+oo[ alors :
n n
Wn > 2, / FO)dt— f(n) = —/ (t—n+1)f (t)dt.
n—1 n—1

2. On note, pour n > 2, w,, = [ In(t)dt — In(n).

(a) En utilisant le résultat de la question précédente, montrer qu’on a :

1 , 1
VnZ?, U)n:—%—i/nil(t—n‘Fl) ﬁdt

(b) On note @, = [ | (t — n + 1)*5dt. Montrer que la série > x,, converge.
n>2

(¢) En déduire lexistence d’une constante K > 0 telle que :
1
In(n!) =nln(n) —n + 3 In(n) + K + o(1).
(d) En déduire un équivalent de n! en fonction de K.

Remarque
Pour retrouver la formule de Stirling dans son intégralité, il reste une constante a déterminer. On
peut par exemple utiliser les intégrales de Wallis [? sin”(z)dx pour cela.

Corrigé de I’exercice 36

1. Soit n > 2. En effectuant une intégration par parties (en intégrant ¢ — 1 et dérivant ¢ — f(t)),
on obtient :

[ swa=(e-ns i@l - [ e-nsng@i=im- [ g-ntroa.

2. (a) D’apreés la formule de la question précédente, appliquée a f : t — In(¢), on obtient, pour

tout entier n > 2 :
" "ot — 1
Wy, = / In(t)dt — In(n) = —/ Ldt.
n—1 n—1 t

On effectue alors a nouveau une intégration par parties, en intégrant t — t —n + 1 et en
dérivant ¢t — 1/t, on obtient :

(t—n—&-l)Qr

w”:_{ 2

2t2 2n 2 2

n _ 12 1 1 n _ 12
_/ wdt:_i_,/ (t=n+1)°
n—1

n—1 n—1

n
1
(b) En notant z,, = / (t—n+ 1)2t—2dt, on a par croissance de I'intégrale :
n—1

<m/n_l(t—n+1) it = g
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1 1
Puisque la série Z m = Z 32 converge, on en déduit par comparaison de séries
n>2 n>1
a termes positifs que Y z,, converge.
—+oo
(c¢) Notons S = an €R". Ona
n=2
vk > 2 ' In(t)dt — In(k) L L
wg = n —Ink)=—— — =2
= 4, k 1 2k 9 ks

donc en sommant pour k = 2---n, on obtient par la relation de Chasles :

n n 1n1 1n
Vn > 2, m@)dt =S k) = —=5 = — =S ay,
> / (1) g (k) = 2; .

k
k=2

c’est-a-dire :

1 1 n
Yn > 2, nln(n)—n+1—ln(n!):—i(Hn—l)—§Zxk,
k=2

n
1
ou H, = Z z = In(n) + v 4 o(1) avec v > 0 (la constante d’Euler). On en déduit le
k=1
développement asymptotique :
1 . 1
In(n!) = nln(n) —n + B (Hn + Zxk + 1> =nln(n) —n+ B (In(n) + v+ S+1+4+0(1)),
k=2
c’est-a-dire

In(n!) =nln(n) —n+ %ln(n) + K +o0(1),

avec K = 2(y+ S+1) > 0.

(d) En passant a I’exponentielle, on obtient enfin :
n! = n"e "nefe?M = pe ek \/n(1 + o(1)),

d’ott la formule de Stirling n! ~ n"e~"ef\/n.

Exercice 49 (***Une suite récurrente)
Soit (un)nen la suite définie par ug > 0 et la relation de récurrence : Vn € N, w1 = In(1 + uy,).

1. Etudier la suite (u;,)nen (monotonie et convergence).
2. En considérant la suite (uf ; — ufY) pour a bien choisi, déterminer un équivalent de w,,.

3. La série de terme général u,, est-elle convergente ?

Remarque

Dans les concours les plus ambitieur, la méthode permettant de déterminer un équivalent de u,
n’est pas forcément donnée. Il faut retenir que cette idée peut étre testée pour des suites définies
par une relation de récurrence up+1 = f(u,) avec u, — 0 et f(x) T

Corrigé de ’exercice 37
1.
2.
3.
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Exercice 50 (**Fonction zeta de Riemann)

On considére la série > - pour s € C.
n>1

1
1. Pour quelles valeurs réelles de s la série > — est-elle convergente ?
n>1"T
2. Quel est le domaine d’absolue convergence de cette série dans C?
+oo 1
On note ¢ la fonction ¢ : s +— > — sur le domaine ainsi déterminé.
n=1"T
3. Déterminer la limite de ((s) lorsque s — +o0.

4. Pour s réel, déterminer un équivalent de ((s) lorsque s — 17.

Corrigé de ’exercice 38

1. On sait que si s € R, la série de Riemann ni converge si et seulement si s > 1.
n>1

2. Pour tout s=x+iy€ Cet n € N, on a
n=°% = e—sln(n) — e—xln(n)—iyln(n) — n—:te—iyln(n)

x —Re(s).

donc [n™f|=n""=n

On en déduit que la série > L converge absolument si et seulement si Re(s) > 1.
n>1

3. On effectue une comparaison série-intégrale : pour s €]1,4o00|, la fonction ¢ — ¢~° est continue

et décroissante sur |0, +-o0[, donc

k+1 k
k> 2, / 1o / d
koot kS k—1 t°

En sommant et en utilisant la relation de Chasles, on obtient

n+1 n n
2 ts ks 1 ts

c’est-a-dire

25+l X1 1
<y —< ,
s—1 — ks — s—1
k=2
d’ou ’encadrement
275+1
W 1 1 < <1 .
s €]1,+o0], to oy s st —

En faisant tendre s — +00, on obtient par le théoréme des gendarmes que ((s) —+> 1.
S——+00

4. Puisque 27511 — 1, ’'encadrement de la question précédente donne 1’équivalent :
s—1

1

~ .
s—1t s —1

¢(s)

III Exercices sur la dénombrabilité

Exercice 51 (**Reconnaissance du caractére dénombrable (ou pas))
Les ensembles suivants sont-ils dénombrables ? Justifier.

1. L’ensemble D des nombres décimaux.
2. Q[v2] = {a+bv2, (a,b) € Q?}.

3. L’ensemble des parties finies de N.
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Corrigé de I’exercice 39

1. On rappelle que D = { %, a € Z, k € N}.
Puisque Q est dénombrable (c’est du cours) et D C Q, on en déduit que D est au plus dénom-
brable. Or, D est infini, donc il est dénombrable.
ZxN —
(a, k) +— 5%
Et Z x N étant dénombrable (comme produit fini d’ensembles dénombrables), il existe une bi-
jection ¢ : N = Z x N. Donc on a une surjection so ¢ : N — D, ce qui montre que D est au plus

dénombrable, et comme il est infini, il est dénombrable.

Q® — Q2
(a,b) — a+by2

Variante : 'application s : { est surjective par définition de D.

2. L’application ¢ : { est surjective par définition de Q[v/2], et injective

car :
a—c

d—b

a+0V2=c+dvV2 = (b=d)ou (b#det V2= €Q);

mais v/2 ¢ Q donc
a+bV2=c+dV2 = b=d = (a,b) = (¢, d).

On a donc une bijection ¢ : Q% — Q[\/i] et puisque Q? est dénombrable (comme produit fini
d’ensembles dénombrables), on en déduit que Q[v/2] est dénombrable.

3. Toute partie finie de N est majorée, donc est incluse dans une partie finie du type [0,n] avec
n € N. En notant P;(N) 'ensemble des parties finies de N, on a donc :

Pr(N) = [ J{A e P(N), Ac [0,n]} = ] P([0,n]).

neN neN

Ainsi, Pf(N) est une réunion dénombrable d’ensembles finis (pour tout n € N, card(P([0,n])) =
2"+1) donc P;(N) est au plus dénombrable, et infini (il contient tous les singletons {n} avec
n € N par exemple), donc P¢(N) est dénombrable.

Exercice 52 (**Ensemble infini et partie dénombrable)
Démontrer que tout ensemble infini contient une partie dénombrable (s’inspirer d’une démo. du
cours).

Corrigé de I’exercice 40

On g’inspire de la démonstration de "toute partie de N est finie ou dénombrable".

Soit E un ensemble infini. £ étant non vide, on peut choisir ¢(0) € E. Ensuite, E'\ {¢(0)} étant non
vide, on peut choisir ¢(1) € E distinct de ¢(0). Par récurrence forte : si on dispose de n éléments
©(0),--- ,p(n — 1) deux a deux distincts dans E, alors puisque E \ {¢(0), -+ ,¢(n — 1)} est non
vide (F étant infini), il existe p(n) € E\ {¢(0),--- ,p(n — 1)}, qui par construction est distinct de
@(O)a e ’w(n - 1)'

Alinsi, on construit par récurrence forte une injection ¢ : N — E| et donc I'ensemble ¢(N) est bien
une partie de F qui est dénombrable, car en bijection avec N.

Exercice 53 (**Critére pour un ensemble au plus dénombrable)

1. Démontrer qu’un ensemble I est au plus dénombrable ssi il existe une suite croissante (I,,)nen
de parties finies de I dont la réunion est égale a I.

2. Applications : utiliser ce critére pour démontrer ou redémontrer les résultats suivants :
Z est dénombrable, N2 est dénombrable, Z[X] est dénombrable.

Corrigé de ’exercice 41

1. Si I est réunion (croissante ou pas) de parties (I, )ncn finies, alors I est fini ou dénombrable,
donc au plus dénombrable, c’est un théoréme du cours. Montrons la réciproque.
Si I est au plus dénombrable, alors il est fini ou dénombrable (c’est équivalent d’aprés le cours).
Si I est fini, alors en posant I,, = I pour tout n € N, on a le résultat voulu.
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Si I est dénombrable, alors il existe une bijection ¢ : N — I. Posons alors I,, = ¢([0,n]) pour
tout n € N. Chaque I, est fini de cardinal n+ 1, on a I,, C I,,11 (puisque [0,n] C [0,n + 1]), et

U L= U e0.7) = » <U [o,n]> = o(N) = 1.

neN neN neN

2. Les décompositions suivantes permettent de conclure :

Z= U [—n,n],

N? = U [0,n] x [0,n],
neN
Z|X] = U {Xn:aka, ay € [—n,n]}.
neN (k=0

Exercice 54 (**Nombres algébriques)
On dit d’'un nombre complexe z qu'il est algébrique lorsqu’il est racine d’un polynéme non nul a
coefficients rationnels.

1. Donner divers exemples de nombres algébriques.

2. Montrer que ’ensemble des polynémes a coefficients entiers est dénombrable.

3. Que dire de ’ensemble des nombres algébriques ?

Corrigé de ’exercice 42

1. Le nombre v/2 est algébrique car racine de X 2_9,.
Le "nombre d’or" ¢ = 1+T\/5 est algébrique car racine de X? — X — 1.
Pour tout nombre premier p et tout entier k € N*, {/p est algébrique car racine de X k_p.
Le nombre 7 est algébrique car racine de X2 + 1.
Pour tout n € N*, w,, = e?7/" est algébrique car racine de X™ — 1.
Les nombres e et 7 ne sont pas algébriques (ils sont dits "transcendants", mais c’est plus difficile
a montrer).

2. On a Z[X] = U Z,|X], et pour tout n € N, Z,[X] est dénombrable (car en bijection avec

neN
Z"*1 lui-méme dénombrable comme produit fini d’ensembles dénombrables). Donc Z[X] est

dénombrable (comme réunion dénombrable d’ensembles dénombrables).

3. Notons A l’ensemble des nombres complexes algébriques. Un nombre z est algébrique si et
seulement si il est racine d’un polynome non nul a coefficients entiers (quitte & multiplier tous
les coefficients d’un polynéme de Q[X] qui annule z par le produit de tous les dénominateurs).
En notant, pour tout polynéme P, Z(P) I’ensemble des racines complexes de P, on a donc la
décomposition

A= |J zp),

PezZ[X]\{0}

ce qui montre que A est au plus dénombrable (comme réunion dénombrable d’ensembles finis).
Mais A est infini (cf. question 1.), donc A est dénombrable.
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