Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

Exercices du CHO1 : Séries et sommabilité

Exercices de la banque INP a étudier : ex 5 (séries de Bertrand), 6 (d’Alembert), 7 (critére des
équivalents), 46 (utilisation de DL), 55 (suites récurrentes doubles),

Niveaux de difficulté des exercices de TD :

(*) : Exercice simple, en général de Papplication directe du cours.

(**) : Exercice de niveau intermédiaire.

(***) : Exercice difficile, demandant de 'initiative.

I Feuille 24 MP2I, "Sommations"

Exercice 1 (*)
Nature et somme des séries de terme général :

n+1 2 n2+3n+2
1) In ’El(n+)2) 5) ln( nZ+3n )
2) _1)n fol £ dt 6) arctaI} m
3) nil (étudier arctan(n + 1) — arctann)
27L
1 1 2
Y 7rastamm— s

Exercice 2 (**)

Nature des séries de terme général :

) 12) 220 bER, a >0, (a,b) # (1/e,1/2)
2) ﬁ In (1 + ﬁ) 13) (n/2)3/5 — (arctann)3/®
Inn n
3) In(e”—1) . 14) U2y, = H %7 U2n+1 = 0
4) tan(1/n?).In ("ni\{f> o _
L VR 15) (ch Vinn
5) (1+ )
vn 16) L +In (;1)
6) Vn2+n+1—vn2+n—1 n
n? 17 ,keN
7) g ) &
8) (ln’r’L)" 18) \/n —4n2+5n—\/n2+cm+b,
n! 2
5) (1+4)" -1 e
10) % si n est un carré, % sinon 19) (nsin%)n —e1/6
n+1/2 14+214...4n!
11) fn m4+ e 20) 1Ur(erjrp)T '

Exercice 3 (**)
Soit (uy,) € RY. Montrer que >y, > 14 e, 2o In(l+up) et 32 L e L_dx sont de méme nature.

Exercice 4 (**Comparaisons entre sommes partielles et restes de deux SATP)

1. Soit > uy, et Y v, deux séries & termes positifs telles que u,, ~ v,. Montrer que si une des
deux séries converge (resp. diverge), alors elles convergent (resp. divergent) toutes deux et
leurs restes (resp. sommes partielles) sont équivalent(e)s.

2. Soit ug > 0, et up11 = /1 +u2 pour n > 0. Etudier Y 1/u,, et donner un équivalent de
ZZ:1 1/uy.
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Exercice 5 (***Wallis et Stirling)
1. Montrer que (u,) = <n'nix7\p/%z)> converge vers une limite L > 0 (étudier la série télescopique

associée & (In(uy,))). Le calcul de L donne un équivalent de n!.

Oﬂ/ sin tdt = cos™ tdt.

In; I2p+1/12p 1 < 1217/1217 1 < 1 enfin : pgr-ﬁr-loo Igp/Igp_l =1.

2. Pour n € N, soit les intégrales de Wallis : I,, = “/2

Montrer : I,49 = n+2

Calculer explicitement I, et I,4+1, montrer que nl,I,_1 = 7/2 et enfin : I,, ~ \/7/(2n).

En déduire la formule de Stirling : ‘n! ~\2rnn"e ™. ‘

Exercice 6 (**)
Convergence de la série de terme général :

too «
1) up,=n ( > p>
k=n
2) Wy = }g" (restes et sommes partielles de >~ 1/n®)

3) up =1/ 5 Ink
k=1

Exercice 7 (**)

, too
Equivalent de (Z e_‘/%).
k=n

Exercice 8 (**%*)
Soit Y u, une série a termes strictement positifs de suite de sommes partielles (S,). Montrer que :

1. > g—% est convergente (utiliser une comparaison intégrale) ;

2. Y up et ) g™ sont de méme nature (si > u, diverge, utiliser )  g**— et une comparaison
intégrale).

Exercice 9 (**%*)
Soit Y a, une série & termes positifs divergente. On note (S,,) la suite de ses sommes partielles.

N+1 ON+k IS A . n .
1. Montrer que N—L + o+ SN+k >1-3 ’i et en déduire que ) & “— est divergente.

2. Etablir que g5 S s , et en déduire que Z ebt convergente (utiliser une intégrale).

nl

On suppose maintenant que E an est convergente, (an) non stationnaire a 0, et on pose R,, = Z ag.

3. Montrer pour m < n : “— -+ “— >1- ﬁ. Qu’en déduire ?

4. Montrer que : R,i1)

Exercice 10 (**)
Soit une suite (2,,) telle que Re(z,) >0, Y 2, et Y 22 convergent. Montrer que > |2,|? converge.

Exercice 11 (*)
Trouver les réels a, b, ¢ pour que Y u,, converge ot : u, = aln(n? — 1)+ bln(n + 2) + cln(n? + 2n).

Exercice 12 (**)
Convergence de la série de terme général :

1) (=1~ sm(( 1)n+ﬁ> f(n+1)7r e VT ging dr
2) 1+ 57 -1 7) In(1+$20)

3) sin (7r n2+1) g) "

4) m NG n2/3+4cosn

5) BerCom 9)
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Exercice 13 (*)
Soit f € C°([0,1],R). Montrer que Y (—1)" fol 2" f(x)dz est convergente de somme fl {fzdm
Qu’obtient-on si f est constante égale a 1 sur [0,1]?

Exercice 14 (**)
Soit f continue décroissante de R dans RT. Nature de la série f(nH f(t) sint dt.

Exercice 15 (**)

Montrer que le produit de Cauchy de Y
neN*

# par elle-méme est convergent.

Exercice 16 (***Transformation d’Abel)

1) Soit (ay,) et (b,) deux suites complexes. On note (B,,) la suite des sommes partielles de ) b,,.
Montrer que pour tout (n,p) € N :

Z anJrkanrk - Z(an+k¢ - an+k+1)Bn+k - anJran ar an+p+an+p~
k=1
En déduire que si (B,,) est bornée, HI_P an =0et > (an+1—ay) est absolument convergente,
n—-+oo

alors > apb, est convergente.
A quoi peut-on ramener ces conditions si (a,) converge vers 0 en décroissant ?

2) On suppose que Y u, est une série complexe convergente.

Un A
Montrer que ;1 o converge également.
n7

3) Etudier 3 COZ(%G) pour a > 0 et 6 € R\ 27Z.

n>1

Exercice 17 (**Exemples de sommations par tranches)
Etudier les séries de terme général

1) Lcos2am

2) 1 —n'/P(™) o p(n) désigne le nombre de chiffres dans ’écriture décimale de n.
3) usp = —327), U = 1/n sinon
4) u, = 1/n® si Pécriture décimale de n ne comporte pas de 1, u,, = 0 sinon.

Exercice 18 (***Régle de la loupe)
Soit (uy,) une suite de réels positifs décroissante.

1) Montrer que > u, converge si et seulement si ) 2™uqgn est convergente (régle de la loupe).

2) Retrouver que ﬁ et Z convergent si et seulement si p > 1.

ln n(lnn)?P
n>1

Exercice 19 (**)
Les familles suivantes sont-elles sommables ?

1) (x)mE]D)ﬁ[O,l] 4) (1/(])2 + q2)a)(p,q)eN* X N*
2) (1/2%)zeqy
3) (an)ﬂEZ 5) (1/(}7 + Q)a)(p,q)GN* x N*

Exercice 20 (**)
Montrer que les familles suivantes sont sommables et calculer leurs sommes :

1) (¢"")nez avec |ql <1
2) (ri™le?), 7 avec r € [0,1] et 6 € R

1
3) (Grm D) gy
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Exercice 21 (**)
Montrer par calculs de sommes que les familles suivantes ne sont pas sommables :

_1
1) (pz_qz ) (p,q) EN* XN* ,p#£q

—2p+1 _ _p _ _ptl
2) (apg)pg)ene avec apq = p+tq+2  ptg+l  p+g+3

Exercice 22 (**%*)
Calculer les sommes suivantes (utiliser ((2) = 72/6 et ((4) = 7*/90) :
“+o00 oo

DI

n=0k=n

3) > p21q2 ot A= (N*)2, puis A = {(p,q) € (N*)2, p divise ¢}, et enfin
(p,9)€A
A={(p,q) € (N*)* pAg=1}

Exercice 23 (**)
Soit o une bijection de N* sur N*. Montrer que :
1) > T}W est convergente,
n>1

2) 3 0(1") est divergente,
n>1

3) X ”T(LZ) est divergente, en étudiant (Sa, — S,), ot (S,) est la suite des sommes partielles
n>1
associée.

Exercice 24 (**)

1) Montrer que tout naturel p non nul s’écrit de maniére unique sous la forme 2™ (2k + 1) avec k
et n naturels.

+oo on
2) Pour |z| < 1, montrer que : Zo e S
n=

Exercice 25 (**%*)

z" _ +oo d

= = 2 _ney d(n)xz™ ot d(n) est le nombre de diviseurs positifs

+oo
Montrer que pour tout |z| <1, >
n=1

de n.

II Exercices supplémentaires

1) Exemples d’études de convergence

Exercice 26 (**Exemple a paramétre)
Déterminer en fonction de o > 0 la nature de la série de terme général u,, = (_(1;%

Exercice 27 (**Lien suite-série)

Soit (an)nen une suite a termes positifs ou nuls. Soit ug > 0.
On définit par récurrence la suite (up)nen par Up41 = Uy + Zf:
Montrer que la série > a,, converge ssi la suite (u,) converge.

Exercice 28 (**Suites trigonométriques)

1. Pour quelles valeurs de x € R la suite (u,) définie par u,, = cos(nx) converge-t-elle ?
Indication : on cherchera des relations entre uy,, un+1 et unpto d’une part, u, et ug, d’autre
part. Ensuite, on fera un raisonnement par analyse-synthése.

2. Faire de méme avec la suite v, = sin(nz) (en utilisant le résultat de la question précédente).

inx

3. En déduire les valeurs de € R pour lesquelles la suite complexe z,, = e'™* converge.
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Exercice 29 (**Séries de Bertrand)

1. Pour 8 € R, montrer que la série > ——5 — converge ssi B> 1.
n>2 nln”(n

On pensera a des comparaisons séries-intégrales...

1
2. Montrer que la série >

3 converge ssia>loua=1et 3> 1.
n>2 n®In” (n

Exercice 30 (**Régle de Raabe-Duhamel)
Soit (u,) une suite de réels strictement positifs.

1. On suppose que (v,,) est aussi une suite de réels strictement positifs et qu’a partir d’un certain

Unp+1 Un+1
rang, on a —ntl o Tl

Up, Up,
Montrer que (u,) est dominée par (vy,).

1
2. (a) On suppose qu’il existe a > 1 tel que Dol 1-— a +o0 (7)
Uy n—+00 n n

A Taide d’une comparaison & une série de Riemann, montrer la convergence de > u,,.
Un+1

o 1
(b) On suppose ici qu’il existe o < 1 tel que = 1—-—+4o <7)
Uy N—+00 n n

Montrer que Y u, diverge.
(c) Application : Soit a € R.

Etudier la convergence absolue de la série de terme général u,, = ala=1)-(a=n+1)

n

2) Calculs de sommes

Exercice 31 (**Sommes trigonométriques)
Soient = et § € R.
Etudier la convergence et calculer la somme des séries Y z™ cos(nf) et Y z™ sin(nd).

Exercice 32 (*Exemple a paramétre)
Déterminer des réels a et b tels que la série de terme général u,, = /n+av/n + 1+by/n + 2 converge.
Calculer alors sa somme.

Exercice 33 (**Calculs de sommes fractionnaires)

+oo
1. Calculer TLZ::Q Wl’rﬂfl)

2. On note P, le polynome de degré k défini par : Py(X) = X(X —1)--- (X — (k —1)).

to , oo
(a) Calculer o, = > % On admettra que Y. L =e.
n=0 n=0

A 3 = n3 7742 n
(b) En déduire la valeur de Y 2-dntndl

n!
n=0

Exercice 34 (**Avec des parties entiéres)

Etudier la convergence et calculer la somme de la série de terme général u,, = Livnﬂiw

Exercice 35 (**Calcul a partir de la série harmonique)

Justifier la convergence de la série > m, et calculer sa somme en utilisant le développement
n>1

e

n
asymptotique bien connu de )
k=1

Exercice 36 (*Utilisation d’un produit de Cauchy)
+oo

Soit a €] — 1,1[. Calculer > na™ (aprés avoir justifié la convergence!) a l'aide d’un produit de
n=1

Cauchy.
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3) Sommabilité

Exercice 37 (**Des exemples de produits de Cauchy)

_1)n
1. Montrer que le produit de Cauchy de la série semi-convergente > (=1

n>1 \/ﬁ

(=D

par elle-méme est

une série divergente.

2. Montrer que le produit de Cauchy de la série semi-convergente >
n>1

par elle-méme est

une série convergente.

Exercice 38 (**Sommation de la fonction zeta)
Montrer que la série ) (C (p) — 1) converge et calculer sa somme.
p=>2

+oo
La fonction ¢ de Riemann est définie pour s €]1,4+o00[ par ((s) = > #

n=

-

Exercice 39 (**Sommation de restes)

—+oo
1. Soit a > 1. Déterminer un équivalent de R, = Y. 2.
k=n-+1
4o 4o
2. Pour quels a € R, la somme Y, > 2= a-t-elle un sens?
n=0k=n-+1
+o0 +oo ) +oo
3. Montrer qu'alors 35 > 7z = > 5t
n=0 k=n+1 p=1
Exercice 40 (**Suite double)
2p
Soit z € C. Montrer que la suite double (m) est sommable ssi |z| < 1 et, lorsqu’elle
q“ (p,q) ENXN*
+oo 1

est sommable, montrer que sa somme vaut ) ———.
n=1M"—2

Exercice 41 (***Non interversion des sommations)
Pour (n,p) € N2, on pose Qpp = RQ% sin#peta,,=0.

400 400 +o00 400 “+o00
Calculer Zo Zo anp et > Zo an,p (on admettra que Zl n% = %) Commenter le résultat.
n=0 p= p=0n n=

4) Recherche d’équivalents

Exercice 42 (*Equivalent de somme partielle)
n

On pose, pour tout n > 1, S,, = > ¢~ 77, Calculer un équivalent simple de S,,.
k=1

Exercice 43 (**Equivalent de somme partielle 2)

Prouver qu'on a ) ﬁ(k) ~In (In(n)).
k=2

Exercice 44 (**Développement asymptotique de somme partielle)
n

_ 1
On pose S, = k§1 — =
Déterminer un équivalent simple de S,, puis montrer qu’on peut former un développement asymp-
totique de la forme S,, = In(n) + C + o (1), ou C est une constante.
n—-+oo

Exercice 45 (*Equivalent de reste)
+oo
Pour @ € RY, on définit, pour tout n € N, R,, = > %;:
k=n+1
Déterminer un équivalent simple de R,,. Indication : penser a un télescopage.
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Exercice 46 (**Un oral de CCINP)

n

Pour n € N*, on pose u,, = S k1;11(3k —2) et v, = 7

1. A Taide d’un développement asymptotique, montrer que % > ”Z—“ & partir d’un certain
rang.

2. En utilisant la suite (Z—"), montrer que la série Y u,, diverge.

n

2
3. En considérant la série de terme général w, = 3 In ("T'H) + In (“Z%), montrer qu’il existe
C > 0 tel que uy, et nQ—C;:,

Exercice 47 (**Fausses séries)
n
1. Déterminer un équivalent quand n — 400 de u, = > m
k=1
n «
2. Pour « réel, on pose S, = > (L) . Déterminer un équivalent de S,,.

k+n
k=0

Exercice 48 (***Une variante pour établir la formule de Stirling)

1. Montrer que si f est une application de classe C* sur [1, 4+oo[ alors :
Vn > 2, / f@®)dt — f(n) :—/ (t—n+1)f'(t)dt.
n—1 n—1

2. On note, pour n > 2, w,, = [ In(t)dt — In(n).

(a) En utilisant le résultat de la question précédente, montrer qu’on a :

S 1
Vn>2 w, = —— — = t— 1)2=dt.
nes on 2/,1_1( n+ ) s

(b) On note x,, = f:_l(t —n + 1)?5dt. Montrer que la série > z,, converge.
n>2

(¢) En déduire P’existence d’une constante K > 0 telle que :
1
In(n!) =nln(n) —n+ 5 In(n) + K + o(1).
(d) En déduire un équivalent de n! en fonction de K.
Remarque

Pour retrouver la formule de Stirling dans son intégralité, il reste une constante a déterminer. On
peut par exemple utiliser les intégrales de Wallis foi sin”(x)dx pour cela.

Exercice 49 (***Une suite récurrente)

Soit (un)nen la suite définie par up > 0 et la relation de récurrence : Vn € N, w,11 = In(1 + uy,).
1. Etudier la suite (u,)nen (monotonie et convergence).
2. En considérant la suite (uf,; — ufy) pour a bien choisi, déterminer un équivalent de w,,.

3. La série de terme général u,, est-elle convergente ?

Remarque
Dans les concours les plus ambitieuzr, la méthode permettant de déterminer un équivalent de u.,
n’est pas forcément donnée. Il faut retenir que cette idée peut étre testée pour des suites définies

par une relation de récurrence up+1 = f(uyn) avec u, — 0 et f(x) ~o L
T—>
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Exercice 50 (**Fonction zeta de Riemann)

On considére la série > - pour s € C.
n>1

1
1. Pour quelles valeurs réelles de s la série > — est-elle convergente ?
n>1"T

2. Quel est le domaine d’absolue convergence de cette série dans C?
+oo 1
On note ¢ la fonction ¢ : s +— > — sur le domaine ainsi déterminé.
n=1"T

3. Déterminer la limite de ((s) lorsque s — +o0.

4. Pour s réel, déterminer un équivalent de ((s) lorsque s — 17.

ITIT Exercices sur la dénombrabilité

Exercice 51 (**Reconnaissance du caractére dénombrable (ou pas))
Les ensembles suivants sont-ils dénombrables ? Justifier.

1. L’ensemble DD des nombres décimaux.
2. Q[v2] = {a+bv2, (a,b) € Q?}.

3. L’ensemble des parties finies de N.

Exercice 52 (**Ensemble infini et partie dénombrable)
Démontrer que tout ensemble infini contient une partie dénombrable (s’inspirer d’une démo. du
cours).

Exercice 53 (**Critére pour un ensemble au plus dénombrable)

1. Démontrer qu’un ensemble I est au plus dénombrable ssi il existe une suite croissante (I, )nen
de parties finies de I dont la réunion est égale a I.

2. Applications : utiliser ce critére pour démontrer ou redémontrer les résultats suivants :
Z est dénombrable, N2 est dénombrable, Z[X] est dénombrable.

Exercice 54 (**Nombres algébriques)
On dit d’'un nombre complexe z qu’il est algébrique lorsqu’il est racine d’un polynéme non nul a
coefficients rationnels.

1. Donner divers exemples de nombres algébriques.

2. Montrer que ’ensemble des polynomes & coefficients entiers est dénombrable.

3. Que dire de 'ensemble des nombres algébriques ?
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