Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

DS14 du 28,/03/2026 (4h)
Corrigé du sujet B (MPI)

Exercice 1 :

1. Pour tout réel t # 0, on a

t Tt t -
donc
o JED =000 00 = 0.0
t—0 t t—0 t

Ceci montre que f posséde des dérivées partielles premiéres en (0,0) et

af : f(tv 0) _ f(07 O) _ af . f(Oa t) — f(Oa 0)
Y AL

=0.
2. Analyse : si f est différentiable en (0,0), alors la seule différentielle possible est Papplication
linéaire
I R? — R
" wo) — 8L0,0u+ %000 =0
Attention ! L’existence des dérivées partielles en (0,0) ne garantit pas la différentiabilité, cela

donne juste la seule différentielle possible.
Synthése : montrons que f est différentiable en (0,0) avec df(0,0) = Oz(g2 r) : On a

F0.0)+ () = f00) = o < O — )18 = o)),
donc f((0,0) 4 (u,v)) = £(0,0) + 0z g2 k) (u,v) + o(||(u, v)|[2), ce qu’il fallait montrer.

3. En tant que fonction rationnelle (de deux variables) bien définie sur R? \ {(0,0)}, la fonction f
est de classe C*, donc C!, en tout point de I'ouvert R? \ {(0,0)}.
Sur cet ouvert, les dérivées partielles de f se calculent classiquement (dérivation d’un quotient) :

af —2xy* af 295 + dy3a®
v 0,0 9 Yy of _ 2y fAytat
(1'7y) # ( ) )7 ax(‘rh’y) ($2+y2)2’ 8y<$7y) (x2+y2)2
. ) N PN . af af
De plus, on sait d’aprés la premiére question que 8—(0, 0) = 6—(0, 0)=0.
€T Y
Reste a étudier la continuité de ai et af en (0,0) : pour tout (x,y) # (0,0) :
of of ' 202yt _ 2ll(z,y)3
—(z,y) — ==(0,0 < =2||(z,y — 0
90~ 30 OO s = Tt~ O 200
et de méme : of of AT
6 2
— —(0,0)] £ = 6||(z, — 0
Gt - 0] < FEBE sl o
donc les fonctions af et Of sont bien continues en (0, 0), et finalement f est de classe C! sur R2.
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Exercice 2 :

1. Etude de fonction simple : en étudiant le signe de ¢’ : ¢ — 2¢(3t — 1) sur [—1, 1], on obtient que
© est croissante sur [—1, 0], décroissante sur [0, 1/3] et croissante sur [1/3, 1], avec un minimum
en —1 (qui vaut —2), et un maximum en 1 (qui vaut 2).

2. (a) Sur 'ouvert R2, la fonction f : (x,y) — 2® + y? (qui est bien C! car polynomiale) posséde

un seul point critique : (0,0) (facile en calculant les deux dérivées partielles).
Si f posséde un extremum local sur R2, c’est donc seulement en (0,0). Mais ce n’est pas le
cas car par exemple, f(¢,0) = t3 change de signe dans tout voisinage [—7,r] de 0.
Ceci montre que f ne posséde pas d’extremum local sur R2.

(b) Vu que f(t,0) = > n’est ni majorée ni minorée sur R, la fonction f ne posséde pas d’ex-
tremum global sur R2.

(c) Le disque fermé D est un compact de R? (car fermé et borné) et la fonction f est continue,
donc d’aprés le théoreme des bornes atteintes, f est bornée et atteint ses extrema sur D.
Si ces extrema étaient atteints sur 'ouvert D = {(z,y) € R?, 22 + y? < 4}, alors ce serait
nécessairement en un point critique, donc en (0,0). Mais on a déja montré que f n’atteint
pas d’extremum local en (0,0), donc les extrema de f sur D sont atteints sur D\ D=C.

(d) Les points de C sont les (2cos(t),2sin(t)) avec t € [—m,7]. Or,
f(2cos(t), 2sin(t)) = 8cos®(t) + 4sin®(t) = 4 (2cos® () — cos®(t) + 1) = d¢p(cos(t)),
donc

max(f) = max(f) = ter[{a}fﬂ(ﬁlw(COS(t))) =4 max p(u) =4x2=38

(atteint en u = cos(t) = 1 donc au point (2,0)),

min(f) = min(f) = min_(dp(cos(t) =4 min ou) =4 x (~2) = -8

(atteint en u = cos(t) = —1 donc au point (—2,0)).

Exercice 3 :

1. La fonction (z,y) + 22 — y? est polynomiale donc différentiable sur R?, et sin est dérivable sur
R donc différentiable, ce qui montre par composition que f est différentiable.
Pour ce qui est de g : ses deux composantes (z,y) — = +y et (x,y) — x — y sont différentiables
car polynomiale, donc g est différentiable sur R2. De plus pour tout (z,y) € R? :

Jp(,y) = (2zcos(a® —y®)  —2ycos(a® —y?)),  Jy(x,y) :< 1 —11 )

2. (a) Puisque fog: (z,y) — sin(4dzxy), on a

d(fog)(z,y): (u,v) — w(az,y)u + 8(J(;;g)(x,y)v = 4y cos(4dxy)u + 4x cos(dzy)v.

(b) Puisque d(f o g)(z,y) = df (9(z,y)) o dg(x,y), on en déduit :

Jfog(l',y) = Jf($+y,l’ - y) X Jg(x7y)

= (2 +peos(le+ 9~ (e —9)?) —2w—eos(le P~ @-p?)x( | )
= (4ycos(4xy) 4z cos(dzy) ),

et on retrouve bien

d(fog)(z,y): (u,v) = Jog(x,y) X < Y > = 4y cos(4dxy)u + 4x cos(dzy)v.

v
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Exercice 4 : Etude de séries de Pile ou Face

Corrigé de M. Groux

Partie I - Etude de la longueur de la premiére série

1. D’apres le cours, la série entiére E " a ‘ un rayon de convergence égal a 1 |et a pour somme la
k>0

1

fonction | x — .
1—=x

2. D’aprés le cours, la somme d’une série entiére de la variable réelle est de classe C*° sur 'intervalle
ouvert de convergence et les dérivées successives s’obtiennent en dérivant terme & terme. En
particulier, soit # €] — 1,1[. La série de terme général kxk~1 k € N*, converge de somme

5- En multipliant par = et en constatant que le terme d’indice £ = 0 est nul, on en

-

+oo
. x
conclut que | la série E kz® converge et qu’on a E kz* = W .
-z
k>0 k=0

3. Soit k € N*. L’événement (L = k) est réalisé si et seulement si la premiére série est de longueur
k, c’est-a-dire les k premiers lancers donnent le méme résultat et le (k 4 1)-iéme lancer donne
un résultat différent. On a donc

(L =k) = (PN PN F) U(FL N NN Peya) |

4. Soit k € N*. Les événements Py N ---N P, N Fpq et Fy N -+ N F N Py étant incompatibles,
on a
P(Ll :]f):P(P1ﬂ---ﬂPkﬂF]H_l)—I—P(Flﬂ-~-ﬁFkﬂPk+1) .

Par indépendance des lancers, on a alors

1 1 2
P(Ly =k)=P(P1)X...XP(Py)XP(Fyg1)+P(F1)X...XP(Fg)XP(Pyt1) = s +2k+1 = Jhe

dott | P(Ly = k) =27F|

5. Par définition, la variable aléatoire L; prend ses valeurs dans N. La série de terme général

+o00o
P(Ly; = k), k € N, converge donc de somme 1. On a alors P(L; =0) =1 — ZP(Ll =k) =
k=1
+o0 1
1- Z 27F Or, B appartient a l'intervalle | — 1, 1] donc, d’aprés la question 14, on a
k=1

+oo +oo k 0
1 1 1
_k-_ _ _ _
2.7 _Z(§> _(§> S iEElE
k=1
On aainsi | P(L; =0) =01

k=0 2
1\*
6. D’apres la question 17, pour tout & € N*, on a kP(Ly = k) = k <§) . Cette égalité est

1\*
aussi valable lorsque k£ = 0. Or, d’aprés la question 15, la série z k <§> converge de somme
£>0
1
2 _

W = £ = 2. En particulier, la série de terme général kP(L; = k), k € N, converge donc,
1-1
2

p\w\m\w

par positivité, converge absolument de somme 2, ce qui signifie que‘ L, admet une espérance égale a 2 |.

Ainsi, en moyenne, la premiére série dans la suite de lancers est de longueur 2.
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Partie II - Etude du nombre de séries

7. La variable aléatoire IN; représente le nombre de séries apparues en un lancer, elle ne peut donc
prendre que la valeur 1.
La variable aléatoire N, représente le nombre de séries apparues lors des deux premiers lancers,
elle prend donc la valeur 1 si les 2 premiers lancers donnent le méme résultat, la valeur 2 s’ils
donnent des résultats différents. On a

P(Ny=1)=P(PANP)U(FINF))

= P(PLNPy)+ P(F1 N Fy) (incompatibilité)
P(Py)P(P,) + P(F1)P(Fy) (indépendance)

272 272 27
1
On a donc nécessairement P(N2:2):1—P(N2:1):§.

En conclusion,

N suit la loi certaine de valeur 1 ‘ et ‘Ng suit la loi uniforme sur {1;2} ‘

8. Soit n € N*. Au cours des n premiers lancers, au moins une série apparait (celle contenant le
résultat du premier lancer) et, au maximum, n séries apparaissent (car chaque série contient au

moins un résultat). ‘ La variable aléatoire IV,, prend donc ses valeurs dans I’ensemble [1,n]. ‘

9. Soit n € N* et soit k € [1,n + 1]. Si Pévénement P, N P,y est réalisé, alors le n-iéme et le
(n+ 1)-iéme lancers donnent le méme résultat, donc le (n + 1)-iéme résultat contribue a la série
contenant le n-iéme résultat et on a N,, = N, 1. On a donc 'égalité d’événements

| (Nog1 = k) N PN Poy = (N = K) N Py 0 P |.

Puisque les événements (N, = k) et P, sont indépendants du (n + 1)-iéme lancer, on en déduit
que

P((Nps1 = k)N Py Poi1) = P(Ny, = k) N Py)P(Pyy) = %P((Nn — k) NPy |

10. Soit n € N*. Les événements P, N P11, F, N Fpy1, F,, N Py et P, N F, 41 décrivent les quatre
résultats possibles pour les n-iéme et (n+1)-iéme lancers. Ils sont donc deux a deux incompatibles
et ont pour réunion I’événement certain, formant ainsi un systéme complet d’événements.

Soit k € [1,n + 1]. D’apres la formule des probabilités totales, on a donc

P(Nn+1 e k) = P((N7,,+1 = k) NP,N Pn+1) + P((N”_H = k) NF,N F7,,+1)
+P((Nn+1 :k)anmPn+l)+P(<Nn+l :k)ﬂpann-&-l)

SP((No = )N P+ 5 P((Na = B) N )

+ %P((Nn =k—-1)NF,)+ %P((Nn =k—-1)NP,) (question 22)

= %P((Nn =k)N(P,UF,))+ %P((Nn =k-1)N(P,UE,)) (incompatibilité)

1 1
d’Ofl P(Nn-‘,—l = k') - ip(Nn = k') + §P(Nn = ]f — 1) B

11. Soient n € N* et z € R. D’aprés la question 23, on a

n+1 n+1
1 1
_ _ k _ _ _ k
Gni1(z) =Y P(Npp =k)ab => (§P(Nn = k) + 5 P(Ny =k - 1)) T
k=1 k=1
1 n+1 1 n+1
— _ k _ k
75213(1\7”,1@)9; +§ZP(ank—1)x .
k=1 k=1
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n+1
Or, on a P(N,, =n+1) =0 donc Z P(N, =k)x ZP = G, (x). Par ailleurs,

en effectuant un changement d’ mdlce dans la seconde somme on obtient

n+1 n n
Y PN, =k-1)a*=> P(N, =)’ =2) PN, = j)a) = 2Gy(x)
k=1 j=0 §=0
1 1 1+z
car P(N, =0) =0. On en conclut qu’on a | G,11(z) = iG () + :EG (x) = 5 Gr(x)|.
. : L .1+ :
12. Soit z € R. La suite (G, (x))nen~ est géométrique de raison et de premier terme Gy (x) = x.
1 n—1
On a donc, pour tout n € N*, Gn(m):x( —12—ac> :
13. Soit n € N*. La somme définissant G,, étant finie, la fonction G,, est dérivable sur R donc,
d’apreés le cours, ‘ N,, admet une espérance égale a G/, (1) ‘
Soit un entier n > 2. D’aprés la question 25, pour tout x € R, on a
1+:c) ! 1 (1+x)”_2
/
(n—-1).=.
G, (x)= ( 5 +xz.(n—1) 5 5
-1 1
donc, en particulier, on a G}, (1) = r 5 = n—2|— . Lorsque n =1, on a G (x) = x pour tout
x € R, donc G (x) =1 pour tout z € R.
1
En conclusion, pour tout n € N*, on a |E(N,,) = G, (1) = n;r .
14. Soit n € N*. On rappelle que la variable aléatoire IV,, prend ses valeurs dans ’ensemble [[1, n].
La fonction G,, est polynomiale sur R. Par définition, pour tout z € R, on a
n
-3 P, -
k=1
Par ailleurs, d’apreés la question 25, pour tout x € R, on a
() T nfl R Y R A N
o=y (") G) G 2 T=TAED Ol N Pt
k=0 k=1
Par unicité des coefficients d’une fonction polynomiale sur un intervalle, ‘pour tout k € [1,n], ‘
1 n—1 . .
ona P(N,=k)= i\ e 1) Cela détermine la loi de N,.
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Exercice 5 : Une loi forte des grands nombres

Adaptation du corrigé de C. Antonini

1. La variable aléatoire vérifie 0 < |X| < 1. Puisque 1 (variable aléatoire constante) posséde une
espérance, on en déduit par comparaison que X est d’espérance finie.

2. Sit > 0, la fonction z +— e™® est strictement croissante (et sa réciproque aussi) donc on a
V(z,e) €R% 2 >¢ & eln® > elne,
Ainsi, il y a égalité entre les événements (S, > ¢) et (e!™S» > €!¢), leurs probabilités sont donc
les mémes.
L’encadrement de | X| (donc de chaque X;) implique |[ntS,| = \\1&/_/\|X1 + ...+ X,|) < nt, done

>0

0< entSn < ent.
Tout comme X dans QI, on en déduit que e™» admet une espérance (il faut remplacer les 1
par des "' = constante...)
Et la v.a. Y = e est clairement positive, donc on peut lui appliquer I'inégalité de Markov
(avec v = €™ > 0). On aboutit ainsi a

E(emsn)
— ntSy nt

Enfin, tnS, = tX; + ... + tX,, donc e = !X1_ e!Xn. Par indépendance mutuelle des (X;),
les (e'Xi)1<i<n sont des v.a. mutuellement indépendantes (et possédant toutes une espérance)
donc le produit posséde une espérance et espérance du produit = produit des espérances :

E(e"57) = E(e!X1 .. e Xn) = B(e'X1). E(e!).

Toutes les v.a. X; ont la méme loi (celle de X), donc les /X

e!X) donc Vi, E(e!i) = E(e!) et finalement

i ont toute la méme loi (celle de

E(e") = E(eX1 .. .e!Xn) = E(e!Y).. . E(eY) = (E(e))".

En combinant avec (%) on trouve le résultat demandé.

3. (a) Lafonction z s a® = e*™(@ est de classe C* sur R, de dérivée z — In(a).e* ™ = In(a).a®.
On obtient alors g, par ajout d’une fonction affine, elle aussi de classe C*°. La fonction g,
est donc de classe C*° sur R et

— 1
VreR, g.(z)= 7(1*1 +5a- In(a)a®

On peut redériver (justification donnée plus haut) et écrire
Vo €R, g/(x) = —[In(a)]?a” <0,

donc affirmer que ¢/, est (strictement) décroissante sur R.

(b) On constate comme annoncé par 1'énoncé que g,(—1) = L.a™t —a™! = 0 et que g,(1) =
l.a —a' = 0 (—g, correspond & la fonction z +— a® & laquelle on a enlevé la fonction affine
passant par ses points d’abscisses —1 et 1).

Les hypothéses du théoréme de Rolle sont vérifiées, on en déduit 'existence d’un point
c €] —1,1] tel que ¢'(c) = 0.

Puisque g/, est décroissante, on en déduit g, < 0 (donc g, décroissante) sur [c, +00[ et
gh, > 0 (donc g, croissante) sur [c, +oo].

Notamment, soit 2 € [—1,1] (on distingue deux cas, selon z inférieur ou supérieur a c) :
— La fonction g, est croissante sur [—1,¢| donc si « € [—1,¢], on a g,(x) > g.(—1) = 0.
— La fonction g, est décroissante sur [c, 1] donc si « € [¢, 1], on a g,(z) > g.(1) = 0.

Le résultat est ainsi démontré.

Remarque

On peut aussi procéder par convexité : puisque g, < 0, la fonction g, est concave donc au-
dessus de toutes ses cordes (faire un dessin). Or, la corde joignant les points (—1, g,(—1)) =
(—1,0) et (1,94(1)) = (1,0) est la droite horizontale y = 0, donc gq > 0.

7
a
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4. On choisit a = e > 1 (au passage, I’hypothése a > 0 aurait suffi & la question précédente) donc

6.

7.

par Q3(b),
1-— 1
Vo e L], ge(@) = — () 4T et — ()7 2 0
2 N—— 2 N~
—e—t —etw

Le résultat demandé en découle instantanément.

. La variable aléatoire X est a valeurs dans [—1, 1] donc par Q4 (et pour tout ¢ > 0)

olX < 17X67t+1+X€t

-2 2

Nous avons prouvé que eX et X possédent une espérance (et la v.a. constante égale a 1 en
posséde aussi une), donc par linéarité le 2nd membre de I'inégalité admet une espérance, et

finalement par croissance puis linéarité, nous pouvons écrire (toujours pour tout ¢ > 0)

1-X 1+ X E(1) - EX E(1 E(X
By < [LX i 1 X ) BOZBOY | BO) 4B ,

Naturellement, E(1) = 1... et on a depuis Q2 'hypothése X centrée, i.e. E(X) = 0, donc
et +

E(e!) < e = ch(t).

N —
DN | =

(a) Il'y a t?* dans chaque terme, comparons donc (2k)! et 2%.k!.

(2Kk)!
ol =

= 1, d’ou 'initialisation.

Montrons par récurrence sur k que
(2k)! o

2k 200!
— Si le résultat est vrai pour un certain k € N, alors

— Pour k=0, on a

Qk+1) @2k (2k+2)2k+1)  (2k)!

SHHL(k 1 1) 2Fk] 2k + 1) gy ZEEY =L
N >1
>1
d’ou 'hérédite.
La propriété est ainsi vraie pour tout k.
1 1
On en déduit immédiatement que Vk € N, 25)! < BIIRk d’ou l'inégalité demandée en

multipliant par t2* > 0 (pour tout t € R).

(b) On reconnait les termes généraux de séries entiéres qui CV pour tout ¢ € R, donc en

sommant ces inégalités on trouve Vi € R,

+oo t2k too t?k +oo (t2/2)k

Z(Qk)! —HW:Z K

k=0 k=0

et on reconnait )
ch(t) < et /?

(pour le 2nd membre, on peut partir de e* = EZ‘:X(’) % et identifier z a t2/2)

Puisque par Q5 on a (pour tout ¢ > 0) E(e!X) < ch(t) et que ch(t) < et’/2 pour tout ¢, on

en déduit immédiatement le résultat :
vt >0, E() < et’/2

. , . . _ 2
La fonction exp étant strictement croissante, on peut affirmer que t s e ntetnt /2

minimum ssi ¢ — —nte + nt?/2 admet un minimum.

admet un

L’étude est extrémement simple (on peut aussi reconnaitre un trindme du 2nd degré!), le mini-

mum est atteint en t = €. ) ,
REM : Si on note p(t) = e~™*+""/2 on peut donc écrire V¢ € R, p(t) > p(e) = e /2
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8. En combinant Q2 et Q6(b) on peut écrire Vi > 0,

[E(e™))"

2 25
< [et /2]netn5 ent /2 nte
etne -

P(S, >¢) <

On reconnait la fonction p étudiée en Q7.
En se rappelant que le résultat ci-dessus est valable pour tout ¢ > 0, on prend la valeur de t qui
minimise la fonction p, c’est-a-dire que I'on spécialise le résultat en t = & > 0 et on obtient

P(Sn > 5) < en62/27n52 _ e*TLEQ/Q’

CQFD.

Si 'on remplagait les X; par —X; et donc S,, par —S,,, toutes les hypothéses (notamment X a
valeurs dans [—1, 1] et X centrée) resteraient respectées.
On en déduit que 'on a aussi

P(Sn S *5) = P(*Sn 2 E) S en52/2—n52 _ e*n52/2.
Or I’événement (|S,,| > €) est I'union disjointe de (S, < —¢) et de (S, > ¢), donc
P(lsn > 5|) = P(Sn < —5) 4+ P(Sn > 5) < 2e—n52/2.

9. OnaVneN, 0 < P(|S, > ¢|) < P(|Sn > ¢]) < 26" /2 = 2(e=<"/2)n,

La série Z 2(6_52/2)” converge (série géométrique, de raison e~ /2 €]0,1[) donc par compa-

n>0
raison pour séries de termes généraux positifs, la série de terme général P(|S,, > €|) converge.

10. Notons pour tout m € N, A,,, = {w € Q; |Sim(w)| > €}, que 'on peut aussi noter
Ap = (|Sm] > ).

On a Vm € N, A,, est un événement (si Uon préfere, B, est un élément de A, la tribu).
Ainsi, B, = U A,, est une réunion dénombrable d’événements, donc est un événement.

m>n

L’union définissant B,, n’est pas disjointe, on peut tout-de-méme écrire I’encadrement :

+oo
(VneN)  0<P(B,) <> P(S,]>e).

Le troisitme membre est le RESTE (d’ordre n — 1) d’une série convergente (cf Q9), donc

—+o00
3PS > e) s 0.

n—oo
Par théoréme d’encadrement, on en déduit que P(B,,) —— 0.
Finalement, puisque B, +1 C B,, pour tout n € N*, on en déduit par continuité décroissante :

P ( N Bn> = lim P(B,)=0.
neN*
11. (a) On peut écrire pour tout k € N* :
1
o= [ NSl <P
neN* m>n

Il s’agit d’une union dénombrable d’intersection dénombrables d’événements, donc d’un
événement.

DST4 du 28/03/2026 (4L) 8/ 9
Corrigé du sujet B (MPI)



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

(c)

Remarque
. 1 1 —
On peut aussi noter que ﬂ (|Sm| < E) = U (|ISm| > =) = By, en prenant € = 1/k dans

k
m>n m>n
la définition de B,, dans Q10 (je note C = Q\ C pour tout événement C)

On a donc Qy, = U By, 11 est une union dénombrable d’événements.

neN*

Soit (un)nen+ une suite de nombres réels. Rappelons que la définition de lir}rl Uy, = 0 est
n—-+oo

Ve>0, IneN*" : VmeN, m>n = |u,| <e.
On peut remplacer € > 0 par une suite de réels > 0 de limite nulle par exemple e = 1/k

pour k € N*, c’est-a-dire que la définition équivaut a

1
Vke N, dJneN" : VmeN, m>n ¢|un|§%.

Cela signifie tout simplement que A = ﬂ Q.
keN*
Donc A est un événement en tant qu’intersection dénombrable d’événements.

12. Ici il faut utiliser la propriété de continuité décroissante.
Il est évident que la suite (2 )rxen+ est décroissante au sens de l'inclusion, et comme A = ﬂ Qp

on a

keEN*

P(A) = lim P(Q).

k— 400

Or, nous avons

T= () UlSal< /b= () Bal1/h),

neN* m>n neN*

donc d’aprés Q10, on en déduit P(Q) = 0 pour tout k, ce qui entraine P(2;) = 1 et donc
P(A) = 1.
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