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On fixe un couple d’entiers (b, r) € N* x N*. On suppose que 1’on dispose d’un stock illimité de boules
blanches et de boules rouges et on considére une urne contenant initialement » boules blanches et r
boules rouges indiscernables au toucher. On procéde a des tirages successifs dans cette urne en respec-
tant a chaque fois le protocole suivant :

1. si la boule tirée est de couleur blanche, on la replace dans I’'urne et on ajoute une boule blanche
supplémentaire ;

2. si la boule tirée est de couleur rouge, on la replace dans I’urne et on ajoute une boule rouge
supplémentaire.
Le premier objectif de cet exercice est de calculer la probabilité de tirer une boule blanche lors du n-ieéme

tirage. Le second objectif est de déterminer la loi du nombre de boules blanches se trouvant dans I’urne
a I’issue du n-iéme tirage dans un cas particulier.

Pour tout n € N*, on désigne par X, la variable aléatoire égale & 1 si la boule tirée au n-iéme tirage
est blanche, O si la boule tirée au n-ieéme tirage est rouge. On considére également la suite de variables
aléatoires réelles (S,)en définie par :

So=b et VYneN, §,=>b+ Xk.

n
k=1

On rappelle que si E et F sont deux éveénements avec P(F) > 0, on définit la probabilité conditionnelle
de E sachant F (notée P(E | F) ou Pg(E)) par :

P(ENF)

PE|F) = Pr(E) = =5

Partie I - Préliminaires

Q1. Déterminer la loi de X;.
Q2. Déterminer la loi conditionnelle de X, sachant I’événement (X; = 1). En déduire la loi de X,.

Q3. Soitn € N. Que représente la variable aléatoire S, ? Quel est I’ensemble des valeurs prises par la
variable aléatoire S,, 7

Partie II - La loi de X,

Dans cette partie, on considére un entier n € N*.
Q4. Pourtoutk € [b,n + bJ|, calculer P(X,,,, = 1|8, = k).
Q5. A I’aide de la formule des probabilités totales, justifier que :

E(S»)

PX,u=1DN= —"—.
(Xans ) b+r+n

Q6. Montrer par récurrence que X, suit la loi de Bernoulli de paramétre pour tout n € N*.

+r
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Partie III - La loi de S,, dans un cas particulier

Dans cette partie uniquement, on suppose que b = r = 1 et on considére un entier n € N*.

Q7. Exprimer I’événement (S, = 1) avec les événements (X; = Q) pour k € [1,n] .

1
Q8. Montrer que P(S, =1) = ——.
n+1

1
On admet dans la suite que I’on a de méme P(S, =n+1) = =
n

Q9. Soit (k,£) € [1,n+2] x [1,n + 1]. Calculer la probabilité P(S,.; = k | S, = €) dans chacun des
trois cas suivants :

(@£ &lk—-1,k} @ é=k-1, (@) € =k.

Q10. Montrer que pour tout k£ € [[2,n + 1]|, on a la relation :

k-1 n+2-k
P(S,41 :k):mP(S,,:k—l)+ﬁP(S”=k).

Q11. Montrer par récurrence que S, suit la loi uniforme sur [1, 7 + 1].
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EXERCICE 2
Marche aléatoire sur Z

On considére une particule se déplaga‘nt sur une droite graduée par les entiers relatifs. Sa
position a l'instant initial = 0 est k = 0. A chaque instant 1 € N*, elle se déplace aléatoirement
de sa position k € Z a la position k + 1 ou &k — 1.

Soit p € ]0;1[. On définit sur un espace probabilisé (2, X, P) une suite de variables aléatoires
indépendantes (X))« et identiquement distribuées dont la loi est définie par :

VieN*, PX,=1)=p et PX,=-1)=1-p.

Enfin, pour tout n € N*, on pose §, = Z X,.

=1
Pour tout r € N, la variable aléatoire X, modélise le déplacement de |a particule a l'instant .
Si X, = 1, la particule se déplace vers la droite. Si X, = -1, la particule se déplace vers la
gauche. Ainsi, pour tout n € N*, §,, modélise la position de |a particule apres n déplacements.

On rappelle la formule de Stirling :

n' ~ V2mn (E)

n—+co c

Partie | - Un développement en série entiéere

Q4.) Soit @ € R tel que o ¢ N. Donner sans démonstration un développement en série
entiére de la fonction réelle x — (1 + x)* au voisinage de 0 en précisant son rayon de
convergence.

Q2. En déduire que pour tout x€ ] - 1;1[ :

+oo

1 1 (2n) ,

Partie Il - Probabilité de retour a I'origine

On définit la suite (u,),ey par:

VYneN*, u,=P(S, =0).

X *1

Q_&) Pour tout r € N*, déterminer la loi de la variable aléatoire . En déduire que pour

X, 41

n
tout n € N, la variable aléatoire Z suit une loi binomiale dont on précisera les

=1

parameétres.
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QL[) En déduire que pour tout n € N* :

n [ i .
(n) (p(1 —p))? sinestpair
Up =3\2

0 sinon .

Q'S). Determiner la limite de la suite (ua,)qen- lOrsque n tend vers +oo selon les valeurs de p
et interpréeter le résultat.

Partie Ill - Nombre de passages par 'origine

Pour tout j € N, on note 0, la variable aléatoire égale a 1 si la particule est a 'origine a

n

I'instant t = 2, 0 sinon. Pour tout n € N, on pose T}, = Z O,;. On note E(7,) 'espérance de
J=0

la variable aléatoire T,,.

Dans cette partie, on souhaite déterminer lim E(T,).

n—+oo

Q). Soit n € N. Que modélise la variable aléatoire T, ?
Q'%). Soit j € N. Determiner la loi de la variable aléatoire O,;. En déduire que :

n

2j .
E(T,) = Z( H ) (p(1=p)Y.

j=0

, 1 i .
Q 8). On suppose dans cette question que p # 7 En utilisant le résultat de la Q10, calculer
lim E(7,) et interpréter le résultat.

n—+oo

: 1 r
Q ﬂ). On suppose dans cette question que p = ok Montrer par récurrence que :

n+ 12
VneN, E(T,)= 2 (”)

2211' n

et en déduire lim E(T,).

n—r—+oo



EXERCICE 3

Succession de tirages dans une urne

Présentation générale

On fixe une suite (u,),en+ d’entiers naturels non nuls. On suppose que I'on dispose d’'un stock illimité de
boules blanches et on considére une urne contenant initialement une boule blanche et une boule rouge
indiscernables au toucher. On procéde a des tirages successifs dans cette urne en respectant & chaque
fois le protocole suivant pour tout £ € N* :

1. sila boule tirée est de couleur blanche lors du k-éme tirage, on la replace dans I'urne et on ajoute iy
boules blanches supplémentaires ;

2. sila boule tirée est de couleur rouge lors du k-éme tirage, on la replace dans l'urne.
Pour tout n € N*, on désigne par B, I'événement « la boule tirée lors du n-iéme tirage est blanche » et

on note :
E= ﬂ B

neM*

L'objectif principal de cet exercice est de déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (i,),en
pour que la probabilité de I'événement E soit nulle.

On considére également la suite (S,),en définie par :
n
So=1 et VneN*, S,=1 +Z”*"
k=1

On rappelle que si A et C sont deux événements avec P(C) > 0, on note P(A | C) ou P¢(A) la probabilité
conditionnelle de A sachant C.

Partie | - Probabilité de I’'événement E

n
Dans cette partie, on considére la suite (p,,),en- définie par p,, = P[ﬂ Bk] pour tout n e N* .
k=1

Q4 > Montrer que la suite (p,),en- €st décroissante. En déduire que cette suite est convergente, puis
justifier que P(E) = 1]_i)l_Pq]),, :

k
QZ) Soit k € N* . Si I'événement ﬂ B; est réalisé, décrire la composition de I'urne en fonction de §;,

i=1
k
ﬂB,-].
i=1

juste avant d'effectuer le (k + 1)-iéme tirage. En déduire la probabilité P[Bm

Q Z) Montrer pour tout n € N* que :

n-1 S
_ k
Pa ;\EI)S#“'
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Partie Il - Caractérisation de la propriété P(E) = 0

Q.L;). Montrer que la suite (S ), diverge vers +co.

; - I .
Qf/. Montrer que les séries Z In (S Si : ) et Z 5. sont de méme nature.
k k

; gy 1 ;
Q 5). Montrer que P(E) = 0 si et seulement si la série Z 5 est divergente.
k

Q?/ Dans cette question, on suppose que u, = 1 pour tout n € N*. Déterminer P(E).

Q K} Proposer une suite (u,)qen- telle que P(E) # 0 en justifiant votre réponse.

FIN
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