Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

DS10 du 31/01/2026 (4h)
Sujet A (MPT*)

Exercice 1 : Théorémes taubériens

Adaptation du corrigé de M. Laamoum

1. La seérie entiere ) (—1)"z™ a un rayon de convergence égal a 1 (car série géométrique de raison

n>0
+oo
—2z, qui converge ssi |z] < 1), sa somme f:x+— > (—z)" = H% posséde une limite finie (égale
n=0
a 1/2) lorsque © — 17, mais pourtant, en z = 1, la série > (—1)™ diverge grossiérement.
n>0

2. (a) PourneN*etz€[0,1[, on a

n +oo
IS ST
k=0 k=0

Or, pour tout k € N*, 0 <1—zF =(1—-2)1+z+---+21) <k(l —2x), donc

S0 — fl2)] =

n +o00
= ap(l —zF) — apz’|.
> 2
k=1

k=n-+1

n —+oo
|Sn = @) < (L—a) Y klag[+ > |ax|a®.
k=1

k=n-+1

Par hypothése, kay — 0, donc (kay) est bornée, ce qui entraine sup(klax|) < 400, permet-

k>n
tant de majorer la seconde somme :
+00 +o00 +o0 sup (k|ak|)
k 1 "t
k k k k>n
aglz” < — < - k = X
> laclet < 30 Hlarlet < Csup(kla) 3 ot = T
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
Finalement, puisque "' < 1, on en déduit
o0 sup (Kl a|)
k >n
< =
Z laxle” < n(l—=x)’
k=n-+1
donc
n sup (klag|)
k>n
52— 1) < (1= ) 3 Houl + 20—

1
(b) En choisissant = 1 — —, on obtient pour tout n € N* :
n

1
Sp—f (1 - )’ < = kla| + sup(klal).
n nk:l k>n

1 n
La suite (kay) tend vers 0 par hypothése, donc par le lemme de Cesaro, — E klax| — 0.
n n—-+oo

k=1
De plus, sup(klar|) — 0 (facile a obtenir avec des ¢ a partir de la définition quantifiée
k>n n—-+oo
de kap — 0) donc par somme et majoration, S, — f (1 — %) — 0.

n—-+oo
Or, par hypothése et composition de limites, f (1 — %) — S, donc finalement
n—-+00
Sn —J>r S, ce qui montre que la série Y a, converge et sa somme vaut S.
n—-+oo
Alinsi, on a obtenu le théoréme (Taubérien faible).
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3. (a)

Si f(z) =Y, 20 ana” 2 S € C, alors en posant pour tout z €] — 1, 1],
e

+oo
9(@) = f(2) =S = baa",
n=0

ou by = ayg— S et b, = a, pour tout n > 1 , on a g développable en série entiére sur

]—1,1] et g(x) — 0. Donc si on montre le théoréme (Taubérien fort) pour S = 0, on
rz—1—

obtient en I'appliquant a g que Y b,, converge et Z::E) b, = 0, c’est-a~dire Y a, converge

et Z:i% an = S.

On peut donc supposer sans perte de généralité que S = 0.

On montre facilement que ’ensemble

—+00
0=¢0:[0,1] - R, Yz €[0,1], Zan ™) converge et lim Zan " =0

—1-
n>0 * n=0

est un SEV de F([0,1],R), donc un R-espace vectoriel. En effet :
e la fonction nulle est dans © (la série nulle converge et vaut 0 en tout point);

e si 0y et Oy sont dans © et A dans R, alors la fonction 8 = A0y + 05 est dans © puisque
pour tout x € [0, 1], la série ) ., a,0(z™) converge comme combinaison linéaire de
séries convergentes, et -

+oo —+o0 —+o0
D anf(@") =AY anbi(z") + D anba(z") — 0
n=0 n=0 n=0

r—1—

par opérations sur les limites.
Soit P € R[X] tel que P(0) = 0. I existe donc @ = ZZ:O A XE € R[X] tel que P = XQ.
Nous avons alors, pour tout x € [0,1] :

d

d
ZanP(x") = Zanw"Q(a:") = Zanaz"Z)\kx Z)\k Za k+1 Z)\kf(xk+1),

n>0 n>0 n>0 k=0 k=0 n>0 k=0

qui est bien une série convergente comme combinaison linéaire de séries convergentes
(puisque 2**! € [0,1[C] — 1, 1[ pour tout k). De plus, par opérations sur les limites :

+oo
li WP PV P =0,
Jim > anPl@ Z e Jim St =

(puisque lim f = 0 par hypothése), ce qui montre que P € ©.
e

Par linéarité de la somme, de 'intégrale et de la limite, il suffit de montrer que la formule
proposée est vraie pour tout monéme P = X k avec k € N. C’est le cas car pour tout
ze€l0,1]:

400 k+1 k+1
n(,n\k _ k+iyn _ T (1_$)— il
(1_53)293 (™) —(1_55);(35 )= 11—kl 14z +4---+F’
donc
k1 1 1
lim (1 — k— 1im = = thdt.
xi>Hll* IZI x~>1*1+l‘+ +$k kE+1 /0

Ainsi, pour tout polynéme P € R[X], on a

+oo 1
lim (1 — "P(x P(t)dt.
Jm (=0 3 pa) = [P
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(e) Pour tout = € [0,1], on a par nullité de g sur [0,1/2] :

oo —1In(2)/ In(z)
Zang(x”) = Z a, = Z Q.
n=0 neN, zn>1/2 n=0

Si on montre que g € ©, on aura alors
—1n(2)/ In(z)

lim Z an, =0,

r—1— ne0

ce qui entraine par composition de limites que

N
li =
vl 2 an =0
n=0
(en choissisant pour tout N € N, le réel  tel que N = —1n(2)/In(z), c’est-a-dire x = xy =
e~ @)/N ot on a bien zy — 17).
N ——+oc0o

Ainsi, 'appartenance de g & 'ensemble © entraine que la série Y a,, converge, et sa somme
vaut S = 0, ce qui prouve le théoréme (Taubérien fort).

(f) On a
1
six € [O, %[
h(z)=<¢ %~
—_ 3] c 171
- six [2 ]
dont la représentation graphique est la suivante :
A
2
1
- -
0 5 1
—1e
-2

Etant donné € > 0, on choisit a , a et b tels que les fonctions s; et s, définies sur [0, 1] par

ﬁ six € [O,%}
si(z) = alz—3)—2 size[3,5+0q]
% six e [%—I—a,l]
I% six € [O,%—a]
s2(7) = (blx—3)+2 size[;—a;]
% six € [%,1}
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1

vérifient : s1(3 +a) = h(3 +a) , s2(3 —a) = h(5 — @) et / (sa(x) — s1(x))dx < e .
0

On obtient a =1 (h(: +a)+2) et b=1 (2—h(5 —a)) .

S1
1 — h
2 S2
1
0 1
—1e
-2
Les fonctions s; et sy coincident sur [07 % — a] U [% + «a, 1] donc

/01 (s2(x) — s1(2)) do = /%m (55(2) — 51(2)) da.

1_
53—«

Remarquons que Vx € [0,1], —2 < s1(z) <2et =2 < s9(z) <2 , donc

/0 (s2(x) — s1(x)) dx < 8a.

1 suffit alors de prendre o = £. D’otl Pexistence de sy, s; € C°([0,1]) vérifiant

1
s1 < h<sget / (s2(x) — s1(x))dx < e.
0

(g) Soit € > 0,57 et so fixés. D’aprés le théoréme d’approximation de Weierstrass, les fonctions
continues s; et sy sont limites uniformes de suites de polynémes sur le segment [0, 1], donc
il existe T1, Ty € R[X] tels que

sup |Th(z) —s1(x)| <e et sup |Ta(x) — s2(x)| < e.
z€[0,1] z€[0,1]

(h) Pour tout x € [0, 1],
Pi(z) = z4+2(1—z) (Ty(x) — ), Pa(z) = a4+x(1—z) (To(x) + ) et Q(z) = ———+

On a:
o —e<s1<Ti4+ecetTy —ec<s9<Th+edoncT) —e<h<Ty+e.

Sur ]0,1[, h(x) = % donc P; < g < P>, qui est aussi vérifiée pour 0 et 1.
e Qx) = W =To(x) —Ti(z)+ 2 ,0r To < s9+eet —T1 < —s1 + ¢, donc

0 < Q < sy — 81+ 4e ce qui donne

1 1
0< / Q(z)dx < / s9(x) — s1(x)dx + 4e < be
0 0
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(i) Soit = €]0,1[. Par hypotheése, il existe M € RT tel que, pour tout n € N, |a,| < % et on a
P < g < P, donc

400 +00 too
> aug@) = Y anPi@™| <Y laal (9(a™) - Pi(a™))
n=0 n=0 n=0
< sz ~Pi(a") (puisque g(1) = Pi(1))

< MXZ (1 —a2™)Q(z™).

Orl—a"=(1-2)(1+ax+--+2"1) <n(l-x) donc

+o0 +oo
—ZanPl(a:) <M(1—x)Za:"Q(x)
n=0 n=1

i) Soit € > 0 et ¢’ = —5~- reprenons les étapes de la question 5 avec &’ .
J 1+6M

La question i) donne
+o0
Z ang (z"
n=0
D’aprés la question d) on a

1
lim (1—2) ZZ"Q /Q(t)dt
0

z~>1*

ZanPl

W+ M1 - 2) Zx"Q (1).

n=1

donc il existe 0 < a < 1 tel que

Ve e[l —a,l],

+oo 1
-3 Qe >—/O Qt)dt| < ¢

1
De plus, la question h) donne 0 < / Q(t) < 5¢’, donc par suite
0

Ve e[l —a,l], M1 —x)f:c"@(m") < 6Me (2).

De plus, P; € XR[X] ainsi, d’aprés c) ,

li nP; =0
i > anPa(e")
Donc il existe 0 < 8 < 1 tel que
Ve e [l-B,1] Pi( < (3).
Soit 1 = min(c, B) les relations (1), (2) et (3) donnent
+oo
Ve e [l—mn,1] Zang(x) < (1+6M)=c¢.
n=0
Ainsi g € © ce qui prouve le théoréme (Taubérien fort) .
* K %
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Exercice 2 : La fonction de Wallis

Adaptation du corrigé de M. Laamoum

1. Le rayon de convergence de la série entiére Y %Z est égal a 1, donc o est définie au moins sur
] = 1,1[. En outre, cette série converge absolument pour = 1 et = —1 donc le domaine de

définition de o est exactement égal & [—1,1] .

2k

1 L. 2" . .
= = donc la série ) 7> converge normalement et uniformément

Ensuite, on a  sup
ze[—1,1]

k
. . x . N .
sur [—1,1]. Puisque les fonctions : x — — sont continues, cela entraine que o est continue sur

L2
[—1,1].
2. (a) Soit x € R, la fonction g : t + (sin(¢))* = e* M) est définie, continue et positive sur

]0, g] ,on a g(t) s donc g est intégrable sur ]0, g] si et seulement si x > —1 , d’ou

la fonction f: x +— foﬂ/Q(Sin(t))m dt a pour domaine réel de définition | — 1, +oo0[= I.
(b) Soit x > —1, 0n a

/2
flx+2) = /0 (= cos'(t)) x (sin(t))* Tt dt

/2
[— cos(t)(sin(t))x+1]g/2 + (z+ 1)/0 (cos(t))?(sin(t))* dt

w/2
_ (x+1)/0 (1 (sin(t))?) (sin(t))* dt
= (z+1) (f(2) - f(z+2))

ce qui donne
(z+ 1) f(z) = (x+2)f(x+2).

3. (a) La fonction g := (x,t) — (sin(t))” est de classe C? sur I x |0, 3] et

62g 62 z In(sin(t)) : 2 /. T
S (@) =55 (e ) = (In(sin(t)))* (sin(t))".
D2 In?(t 1
Pour z dans I, a—xg(x, t) Koot I;i(w) == o(t—/\) pour A €]—=z, 1], ce qui donne l'intégrabilité

2
de t — %(z,t) sur 0, 5] .
Soit [a,b] C I, on a
829 . 2/ . a __ 829
o ()| < (n(ein(0) Gin(t)" = 5.5 @)

Cette domination sur tout segment de I par une fonction intégrable entraine que f est de
classe C2 sur I et :

w/2 /2
Veel , f(z) :/0 In(sin(t)).(sin(t))* dt et f"(x) :/0 (In(sin(t)))? (sin(t))* dt.

(b) Pour tout z € I, f'(z) < 0et f’(x) >0 (d’aprés les expressions intégrales précédentes)
donc f est décroissante et convexe sur I.

4. On a pour tout  dans I : (z+ 1)f(z) = (x + 2)f(z + 2) ; donc

dim (¢ +1)f() = lim (2 +2)f(z+2)
— £

m/2
f(1) = /0 sin(t)dt =1, d’on
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5. (a) Soit n un entier naturel . D’apreés la question 2.(b) on a (n+2)f(n+2) = (n+1) f(n) puis,
en multipliant les deux membres par f(n + 1)

m+2)f(n+2)f(n+1)=(n+1)f(n+1)f(n) .

Ainsi, la suite ((n 4 1).f(n +1).f(n)),cy est constante.
On en déduit que pour tout entier naturel n, (n+1)f(n+1)f(n) = f(1)f(0) = § et donc

™

VneN, f(n)f(n+1) = Mt D)

(%)

(b) Soit n € N,ona f(n+2) < f(n+1) < f(n) , on divise cette relation par f(n) qui est
strictement positif ,

n+1  f(n+2)  f(n+1)
w2 gm S fw) S
le théoréme d’encadrement donne nll)l}rloo f(n(:lr)l) =let f(n+1) et f(n) .

™

La relation (*) donne f(n) ~ o
n— o0 n

Soit x > 1 et n = e(x) ( partie entiere ) ,on a f(n+1) < f(z) < f(n) et

S /™ g
2n =400 V 2 z—+o00 V 21’

ainsi :

6. ...
7. (a) Soit n € N, la fonction ¢ — (In(sin(t)))™ est continue sur |0, 5] et (In(sin(¢)))" = of

donc lintégrale D,, est convergente.

/2
(b) On a D; = /0 In(sin(t))dt , on fait le changement u = § — ¢ on obtient

w/2
Dy = /0 In(cos(t))d.

/2
8. e Ona f'(0) :/ In(sin(t)) dt = D;.
Caleul de D < on a

/2

/2
2D, = ln(sin(t))dt+/ In(cos(t))dt
0

/2
In(sin(t) cos(t))dt

/2 .
In( 51n§2t) i

Il
o— S >—

mln /2
— 12(2)+ /O In(sin(2¢))dt

dans cette derniére intégrale posons 2t = u

/2
/ In(sin(2t))dt
0

I
| =
Bl
E
—
<]
=]
—
&
=
<
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T

/2
le changement v = 7 — u donne / In(sin(u))du = Dy et / In(sin(2t))dt = D ,
/2 0
dou Dy = — T2,

7 1n(2
)=— 2()

Finalement | f/(0

/2
o f/(1) = / In(sin(t)).(sin(t)) dt . Soit € € |0,%] , par une intégration par parties on a :
0

w/2 ™/2 2
n(sin sin = [ —In(sin(¢)) cos(t)] /> cos”(t)
[ wtsinge)-Gsine)) de = [ —ntsin(t) cosls + [ S a
le changement de variable cos(t) = u donne
™/2 cos?(t) ™2 cos?(t) .
/E Sin () dt = / m sin(t) dt
cos(e)
- / 1- u2
cos(e 1 1
= / 20— 20w
= [—u-1ma —u) Ln(1 +u)] 5
Ainsi
f)y=-1+ @ + ;1_{% (In(sin(e)) cos(e) — 3 In(1 — cos(e)))
et on a
In(sine) cos(e) — $In(1 —cos(e)) = In(e+o(e))(1+o0(c)) — 2 ln(i + o(£%))
= hléQ) + o(e)

donc‘ f/(1)=In(2) -1 ‘

w/2
9. (a) Soit n e N*, D, = / (In(sin(¢)))™ dt, posons u = — In(sin(¢)) donc
0

/1 —sin?(t ,/_—2u
du— W) 4 s (), _Vi-e _Je2u(t) — 1dt

sin(t) sin(t)

ce qui donne

“+o0 u™
-)"D,, = —— du
(=1)" Dy, ; ST
u" ue "
(b) On a =e “u" —
et —1 e?v —1
+oo
Posons I, = e “u"du , on verifie facilement que cette intégrale converge , I, = nl,
0
et I, = n!, donc
“+oo —u, n
e Yu
-)"D,, =n!+ —— du
(-1)"D, e

Ensuite, par convexité, e?* — 1 > 2u pour tout u > 0 donc

ue 1
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors

+oo 1 Foo 1 1 1
—_= n—> _1 n _ 1
/ u""2e %du = / (u 2 e 2") (u2e 2") du
0 0

IN
N
c\
+
8
IS
3
L
CD\
e
QU
<
o\
+
8
IS
3
|
e
joW
IS
N~
|

A
B
£}
|
=

IN
|

+oo n,—u
u"e
donc / ———du =o(n!) et
0 e?v —1

10. Soit z €] —1,1[on a

/2
/ﬂ/z 3 @n(En@)” g,
0

n!
n=0

Posons f,(t) = % , f est intégrable sur |0, Z] et 3 f, converge simplement sur |0, % |

vers ¢ — (sin(t))” qui est intégrable sur 0, 5] .
Enfin, on a

/2 s n n
|10l dt =D, el

0 n—-4oo

donc Z / |fn(t)] dt converge. Le théoréme d’interversion des symboles Y. et [ sur un

intervalle quelconque donne alors :

Z/ A Sk

n=0

ce qui montre que f est développable en série entiére sur | — 1,1][.

11. @ W est définie et de classe C! sur R, comme composée de fonctions de classe C' .
e Soitz € R,ona ¥(x)= ln( (cos(2z) + 1) + % (1- cos(2x))) =In (“22;1’2 cos(2x) + “224173
donc

(b2 — a2) sin (2z)

‘122;[’2 cos(2zx) + “2—;’]2

2 (b2 — a2) sin (2z)
(a® — b?) cos(2z) + w
4 (b* — a?) sin (2x)

(b+a)? —2(b% — a?)cos(2z) + (b — a)?
4psin (2z)

1 —2pcos(2z) + p?

V()

ainsi \I’/(l') =4 Im (]_—pem) .
+oo )
— E kaQZk'af d’otl

k=1

1
De plus |p| < 1 done 1= o

—+oo
U'(x)=4 Z PP sin(2kx)
k=1
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12. Posons g, : & — pFsin(2kz) , on a |g, ()| < |p|" et |p| < 1 donc 3~ g, converge normalement et
uniformément sur R. Soit = € R, le théoréme d’interversion des symboles [ et Y sur le segment
[0, 2] donne alors :

x +oo
\Il(x)—\I/(O)zél/O Zp sin(2kx) 33—42/) / sin(2kx) dx.

—+oo
cos(2kz) — 1 o

k=1
X 2a
on sait que;pkln(lp)ln(b_i_a) , d’ott
@(x)_an(u)_QiOM k
- ’ el &

13. Puisque |p| < 1 alors

+oo k
W (z)| < ‘mn(“;b)‘wzi = ’21n(a;b)’—2ln(1—|p|).

k=1
L ) cos(2kx) ) i
Donc la série de fonctions Z \Il(x)T p" converge normalement et uniformément sur R,
k>1
donc N
T b > k
/ q/(x)de:21n(“+ )/ dx—2z / cos(2kz) U (z)dz
0 2 0
3(2nx) cos(2kx)

. L. cos
Soit n dans N, la série g
E>1

pk converge normalement et uniformément sur R,

k

alors

s +oo k
/ cos(2nz)¥(z)dr = 21n <a _2|_ b) / cos(2nx)dx — 2 Z / cos(2kx) cos(2nz)dx
0 0

et on a
T _ T cos(2(n+k)z)+cos(2(n—k)x) _ g sin=k
/0 cos(2kx) cos(2nz)dx _/0 5 dx = { 0sin#k
par suite
U b K '
/ U(z)dx = 2m1n < ot ) et / cos(2nx) ¥ (z)dx = 2 sin #0
0 2 0 n
ainsi

g 2 +oo ok 2
/ U (z)de = 4w <ln (QT—H))) + 2 'Okz =47 (ln(a;b)) + 270 (p?) .
0 k=1

14. Pour n € N*,a, = = et by, = 2.
(a) Soit ¢ €]0,7[ on a

U, (t) =1n (ai cos?(t) + b2 sin2(t)) —  2lIn(sin(t))

n—-+oo

donc (¥,,) converge simplement sur ]0, 7[.
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/2
(b) On a: f(0) = / (In(sin(t)))? dt , la suite (¥2) converge simplement sur ]0,7[ vers la
0

fonction ¢ — 4 (In(sin(¢)))?
Pour n > 2

- 1
W, ()] < ‘2ln(“”;b")‘ —21n(“” Z”) —21n(2) —m(" )

a, + n+1

1 n—1
comme 5 < 1 < 1.donc

[y (z)] < 31n(2)

le théoréme de la convergence dominée sur |0, 7| donne :

4 /0 C(n(sin@)?dt = lim [ (Un(2) do

n——+00 0

De la question 13 on a

/OTr U, (z)dr = 4m (ln (;))2 + 270 ((21)2) :

la fonction o est continue sur [—1,1] donc

4 / ! (In(sin(£)))? dt = 47 (In (2))* + 270 (1)
0

De plus

™

g ) /2 ) ) . )
/O (In(sin(£)))? dt = /0 (In(sin(£)))? dt + /ﬂ , (mGsin@))Par

et

- ey /2 5
/ (In(sin(t)))* dt "= / (In(sin(z)))? da

/2 0

donc

don| f(0) =

DSI0 du 31/01,2026 (4h) 11/ 11
Sujet A (MPT*)



