CCINP PC 2021 - Corrigé - Relu

Exercice 1 - Les urnes de Pélya

Partie I - Préliminaires

1. Notons R; (resp. B;) I’événement "tirer une boule rouge (resp. blanche) au i-éme tirage."
On a X;(Q) ={0,1} et
b r
P(X1=1)=P(B1)=— e P(X1=0)=P(Ry)=
(X1=1) (B1) bor € (X1=0) (R1) bt r

car toutes les b+ r boules présentes dans I'urne sont équiprobables.

2. e Sachant X; = 1, on a tiré une boule blanche au premier tirage, donc, avant le second tirage, 'urne contient b + 1
boules blanches et r boules rouges équiprobables, donc

b+1 T

PXl:l(XQ = 1) :PX1:1(BQ) = T et PX1:1(X2 :0) =PX1:1(R2) = bl

De méme, sachant X; =0, on a b boules blanches et r + 1 boules rouges équiprobables pour le deuxiéme tirage, donc

b r+1
Px,-0(X2=1) = Px,-0(B2) = TThel et  Px,-0(X2=0)=Px,-0(R2) = Tibe 1

e On a X5(Q) = {0,1} et, d’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (X; =
0,X;=1),ona

P(X2=0)=P(X1 =00X2=0)+P(X1 =10X2=O)
:P(Xl :O)PX1=O(X2 :0) +P(X1 = 1)PX1=1(X2 :0)

oror+l . b r _r(b+r+1) 7
Cb+rb+r+1l berb+r+1l  (b+r)(b+r+1) b+r

et P(ngl):l—P(XQ:O):bi) .
T

n

3. ¢S, =b+ Z X, est égale au nombre de boules présentes dans I'urne au départ auquel on ajoute le nombre de boules
k=1

blanches tirées au cours des n premiers tirages. Sachant que chaque fois que ’on tire une boule blanche, on en ajoute

globalement une dans 'urne, S;, est égale au nombre de boules blanches présentes initialement auquel on ajoute le
nombre de boules blanches ajoutées au cours des n premiers tirages. .S, représente donc le nombre de boules blanches
présentes dans l'urne avant le (n + 1)-iéme tirage.

e Comme, & chaque tirage, il y a au moins 1 boule blanche et une boule rouge dans I'urne, pour tout ¥ € N* on a
X,(Q) = {0, 1}.

n
D’ow, pour tout n € N*, (Z Xk) (2) = [[0,n]], donc S, (Q2) = [[b,b+ n]]. Cette formule est encore valable pour n =0
k=1

(car So =b), donc est valable pour tout n € N.

Partie II - La loi de X,

4. Soit k € [[b,n + b]].
Sachant S,, = k, I'urne contient au début du (n + 1)-éme tirage k& boules blanches.
Comme, & chaque tirage, on ajoute exactement une boule (que la boule tirée soit blanche ou rouge), I'urne contient
en tout, avant le (n + 1)-éme tirage, r + b+ n boules, donc r + b+ n — k boules rouges.
D’ot1, comme toutes les boules présentes dans I'urne sont équiprobables,

k

P(X,:1=1S,=k)=Ps -p(Bpy1) = ——.
( +1 | ) Sn k( +1) r+bin

5. Comme S, est finie, elle admet bien une espérance.
De plus, d’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (S, = k)ies, (@) = (Sn =

) ke[b,b+n], O0 @

b+n b+n
P(Xp1=1)= Z P(Xp1=1nS,=k) = Z P(Sp =k)Ps, -1,(Xpni1=1)
k=b k=b
b+n k 1 b+n E(S,
=Y (S, = k) _ S RP(S, = k) = 250
) r+b+n r+b+n i r+b+n



b
6. Montrons par récurrence forte que, pour tout n € N*, "X, suit la loi de Bernoulli de paramétre bor " (HR,).
+r

b
Initialisation : Pour n =1, d’aprés la question 1, on a X; < B (—b) , donc on a bien HR;.
r+
Hérédité : Soit n € N* et supposons H Ry, vérifiée pour tout & € [[1,n]].

Alors on a F(Xy) = ber pour tout k € [[1,n]], donc, par linéarité de I’espérance,
+7r

o b b(b+r+n)
E(S,) =0 E(Xr) =5 = .
(Sn) +k§ (X)) =b+no— b+r

D’ou, d’aprés la question précédente,

P(Xpiy=1) = E(S,) bb+r+n) 1 b
T T v iben b+r  r+b+n b+r
b

et, comme X,.1(Q2) ={0,1}, on a X,,41 — B( ) On a bien HR,,,1.

b+r

. b
Conclusion : D’ou, par récurrence, pour tout n € N*, X,, - B ( 5 ) .
+7r

Partie III - La loi de S, dans un cas particulier

n
7. Pour tout n € N*, on aici S, =1+ ) Xj, donc
k=1

(Sn:1)©1+ZXk:1<:>ZXk:OQVke[[l,n]], X =0
k=1 k=1

car toutes les variables X}, sont positives, et une somme de positifs est nulle si et seulement si chacun des termes de
la somme est nul.
8. On a donc

P(S,=1)= P(ﬂ(X;c :0))
k=1
= P(X1=0)Px,-0(X2=0) x - x Px,20n..nx,,_,=0(X,» =0) (formule des probabilités composées)
n-1

= P(X1=0) x [] Px,-0n...nx,=0(Xg+1 = 0)
k=1

|
—

n

1+ )
x TE il (télescopage)
1

o~

N~
x>
N}

car, pour tout k € [[1,n - 1]], sachant X; =0n...n X =0, on a tiré k boules rouges, donc ajouté k boules rouges, et
I’'urne contient donc &k + 1 rouges et 1 blanche équiprobables au début du k + 1-éme tirage.

(Sp =n+1) signifie que l’on a tiré que des boules blanches. Dans cette partie, les blanches et les rouges ont des réles
complétement symétriques (méme nombre au départ et méme comportement & chaque tirage), donc, par symétrie (ou

en inversant le role des blanches et des rouges), on a bien P(Sp41=n) =

9. Soit (k,£) e [[1,n+2] x[[1,n+1]].
(i) Si ¢ ¢ {k-1,k}, alors, comme (Sp+1 — Sp)(Q) = X,11(Q) = {0,1}, Pévénement (S,.1 = kn S, = £) est impossible
(car il implique Sp41 — S, =k —£¢{0,1}), donc

n+1

P(Spi=knS,=¢0) 0
P(S,=10) ~P(S,=10)

P(Sps1 = K|S, = £) = - 0.

(ii) Si£=k-1 (et donc k > 2), alors

P(Sn+1=k|3n=6)=P(S"“:knsnzk_l) _P(Sp1-Sn=1nS,=k-1)

P(S,=k-1) - P(S,=k-1)
_ P(Xp1=1nS,=k-1)
- P(S,=k-1)
= P(Sn = k};(l‘s)’fi "I:;k_ll()XnH =1 (formule des probabilités composées)

B k-1 _k—l
" 1+1+n 2+n

=Ps, k-1 (Xp41=1) (d’aprés la question 4 avec k- 1eN*" et r=b=1)



(iii) Enfin, si £ =k, on a de méme

(S = K5y = 0) = PGns1 k0 S0 =k) _ P(Swi = S0 =005, = )

P(S, =k) P(S, =k)
_P(X,1=0n5,=k)
- P(S.=k)
P(S, =k)Ps _;.(X,+1=0 -
- ( ]_2( ;: :k;) 1=0) (formule des probabilités composées)
= PS":k(Xn+1 = 0) =1- PS7L=k(Xn+1 = 1)
k 2+n-k . ] .

=1- = (d’apres la question 4 avec ke N* et r=b=1)

1+1+n 2+n

10. Soit k € [[2,n + 1]]. D’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (S, = £)es, () =
(Sn = g)ée[[l,n+1]]a ona:

n+l n+l

P(Sps1=k) =) P(Sps1=knS, =€) =3 P(Sy=0)Ps,-¢(Sns1 = k)
¢=1 ¢=1
n+l
= P(Sn =k- 1)P5n=k71(sn+1 = k) + P(Sn = k)PSn=k(Sn+1 = k) + Z P(Sn = [) P5n=4(sn+1 = k)
= Y—
é¢{£—11,k} =0

(car, comme k€ [[2,n+ 1], k-1 et ke[[1,n+1]])

-1 _
_ k P(Sn:k,_l)+L2kP(Sn:kj)
n+2 n+2

11. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, "S,, suit la loi uniforme sur [[1,n+ 1]]" (HR,).
Initialisation : Pour n =0, Sp =1 < U([[1,1]]), donc on a bien HRy.
Pour n =1, on a X; < B(1/2) = U([[0,1]]) d’aprés la question 1 avec » =b=1. On a donc S7 =1+ X; = U([[1,2]]).
On a bien HR;.
Hérédité : Soit n € N* et supposons HR,, vérifiée.

1
Alors on a S,11(R2) = [[1,n+2]] (d’apres la question 3), P(Sp41 =1) = n+2 (d’aprés la question 8), P(Sps1 =n+2) =
n

(admis dans I’énoncé) et, pour tout k € [[2,n + 1]], d’aprés la question précédente,
n+

k-1 n+2-k
P(Sn+1:k):mp(sn:k_l)+ﬁp(sn:k)
_k—l 1 +n+2—k 1
T n+2n+1 n+2 n+1
_ n+1 1

(n+2)(n+1) T2

On a donc bien Sy = U([[1,n +2]]), i.e. HRp1.
Conclusion : D’ou, par récurrence, pour tout n € N, S, = U([[1,n+1]]).

(daprés HR,, avec k—1 et ke S,(Q) =[[1,n+1])

Exercice 2 - Résolution d’une équation fonctionnelle

I.1 - Existence de la solution

1. Soit z > 0.

Pour tout k € N, oy () (-D" 0(1)

our tou r)=—"—= —.

VORI T T R)2 T ke \R2
1
Or Z e converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Z ¢r(x) converge absolument, donc
k> k>

convg%ge. =
Ceci étant valable pour tout x > 0, la série de fonctions Z ¢k converge simplement sur 0, +oo].

k>0
2. Pour tout z >0,

tm (DR ()
50(30+1)+90($)—]§)(x+1+k)2 k;)(aﬁk)?
L)t (e
NI 2 ersE
L (C1) ot (-D)h
2N Fre e M v

1
= (télescopage).



3. Soit 2 > 0.

1

La série Y. ¢r(z) est alternée et la suite (|pr(x)])s0 = (2) est décroissante et tend vers 0, donc, d’apreés le
k>0 - (@+k)* ) is0

critére spécial des séries alternées,

1
(z+n+1)2"

3 o)

k=n+1

VneN, <pns1(z)] =

4. e Toujours d’apreés le critére des séries alternées, on a, pour tout z > 0,

p(x)] = < lpo(e)] =

1
Or lim — =0, donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim ¢(z) = 0.
Tr—>+oo o Tr—>+00

1
e Daprés la question 2, on a aussi, pour tout z >0, p(z +1) + p(z) = —.
x

e  est donc bien une solution de (P).

1.2 - Unicité de la solution

5. Soit f :]0,+c0o[— R une solution de (P).
Alors, pour tout n € N,

i ﬂ - i(_l)’“(f(x +k+1)+ f(z+k)) (car f est solution de (P))
k=0
= i(—l)kf(x +k+1)+ i(—l)kf(:v +k) (on a le droit car ces sommes sont finies)
k=0 k=0

= Zn:(—l)k“f(:z: +k+1)+ i(-l)kf(x +k)
k=0 k=0

n+l

S CVHCEDRD SEREERTD
=-(-D)"f(x+n+1)+ (-1)°f(z+0) (télescopage).

En ré-organisant, on a bien

n _l)kr
Vo >0, )= (D" f(z+n+1)+ (7
F@)= )" s ) s
6. Soit x > 0. En faisant tendre n vers +oo dans la relation précédente, ce qui est possible car
—+00
— (-D)™' f(z+n+1) - 0,car f est solution de (P)
\q,_/\—/—/ n—>+0oo
borné
— et lim i ( 1)k = p(x) comme limite de la suite des sommes partielles de la série z ﬂ dont la somme
n=veo (2 (2 + k) is0 (z+k)?
vaut <p(x)
on obtient

n _1\k
f(z)= lim f(x)= lim (—1)"+1f(3[; +n+1)+ Z (;)2 =0+ p(x) = p(x).
n—+oo n—+oo k=0 k;)

D’ou, si f est solution de (P), alors f = ¢, ce qui assure ['unicité de la solution de (P) ('existence a été prouvée dans
la sous-partie précédente).

Partie II - Etude de la solution du probléme (P)

7. Soit € > 0. Pour tout k > 0, pour tout = > ¢,

or(@)] = g € —
z)| = < ,
oh (z+ k)2 (c+k)?
1 1
donc Kt = O (—)
i (5+k)2 k—too \ k2
1
Or Z — converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Z k)Q’ puis Z H‘PkH s+l convergent
k1 k=0 k=0
absolument, donc convergent, donc Z pk converge normalement, donc uniformement, sur [e,+oo|.
k=0
8 eOna:



10.

11.

1
— pour tout k € N, ¢ : x » ———— est continue sur ]0,+oo[ (comme inverse d’une fonction polynomiale qui ne

(z+k)2
s’annule pas),
— Y ¢k converge uniformément sur [, +oo[,
k>0

+00
donc, d’aprés le théoréme de continuité sous le signe Y, ¢ = Y ¢y, est continue sur [e, +ool.
k=0
Ceci étant valable pour tout € > 0, ¢ est continue sur 0, +oo|.

e Comme ¢ est solution de (P), on a, pour tout = >0, ¢(z) +p(x +1) = —, donc
x

1 1
QD(:E): 2 _QO("I/'"’].) N+ 2°
X E\/_/x_)() X
——
—+00 *Np(l)

(p(z+1) " (1) par continuité de ¢ sur R}, donc en particulier en 1).
x—07*

On a:

— Pour tout k € N, ¢y est de classe ¢! sur R} et, pour tout z > 0,

2(-1)F  2(-1)!
(z+ k)3 (k)

o () =

— Z ¢k converge simplement sur R} d’aprés la question 1
k>0
— Pour tout € > 0, pour tout k >0, pour tout = > ¢,

(@) = oy <
)| = S 5
vk (z+k)3 = (c+k)3
2 1
done g |E*>~l< —= = O (—)
el s 2= 0 (5
2
Or ) — converge absolument (Riemann et 3 > 1), donc, par comparaison, », ————, puis », (A
i1 k° izo (e + k)3 k>0
convergent absolument, donc convergent, donc Z ¢}, converge normalement, donc uniformément, sur [, +oo[.
k20
+00
D’ott, d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe Y, ¢ = > ¢y, est de classe C' sur [e, +ool.

k=0
Ceci étant valable pour tout € > 0, ¢ est de classe C* sur ]0, +oo[ et, pour tout z > 0,

+00 +00 2(_1)k+1
! /
e(x) =) @)= ), —— =5
&A= L ey
La série . ¢} () 22(_1)“ t alternée et la suite (Jox(2)|) ( 2 ) t décroissante et tend vers 0
a série > @p(x) = ) ———— est alternée et la suite (Jpg(z = —= est décroissante et tend vers
k>0 k>0 (z+k)3 k20 (z+k)? k>0 ’
+00
donc, d’apres le critére spécial des séries alternées, ¢’ (z) = Y ¢} () est du signe de son premier terme, donc négative.
k=0

¢ est donc bien décroissante sur ]0,+oo].

e Pour tout 2 > 1, p(z+1) < p(x) < p(x - 1) car ¢ est décroissante sur R} et z - 1,z,2 +1 e R}.
En ajoutant ¢(z), on a donc

plz+1) +p(x) <20(x) <p(x-1) +p(z).

Enfin, comme ¢ est solution de (P) et (z — 1),z € R}, on a bien

1 1
— =p(@+1)+p(x) <20(z) <p(z-1) + p(z) = ——.
T (z-1)
En divisant par 1/z%, on a alors
C20()  e(x) _ a?
T o1/a? 0 1/(222) T (z-1)%
z? z’ ()
Or —— ~ — — 1, donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim ———— =1, et donc
@=1)7 o0 27 atoo vt 1/(227)
1
o(x) wtoo 22"



Partie III - Expression intégrale de la solution du probléme (P)

Soit x > 0.
12. Soit ke N.
t$+k
Posons u(t) = In(t), u'(t) = =, v'(t) = t*** 1 v(t) = —

— w et v sont de classe C' sur ]0, 1]

1
— lim u(t)v(t) = lim ——""*In(#) = 0 par croissances comparées (et car z + k > 0)
t—0+ L t-0t r+ k L ] 1
— Enfin, f u' (t)v(t)dt = / —— ——dt converge (Riemann et 1 -2z —k <1).
0 0 w+kitl-ek

1 1
D’ou, par intégration par parties, f w(t)v'(t)dt = f t*%=LIn(¢)dt converge et
0 0

! 1 L 1 [k
x+k-1 _ z+k _
fo t ln(t)dt—[—erkt ln(t)] -—= ), awdt=0- [

o zT+k z+k|x+k 0
1
:0—W+O (car$+k‘23§>0)
x
o
(2 + k)%

Comme de plus ¢ —~ t**~1In(t) est de signe constant (négatif) sur ]0,1], Pintégrabilité de cette fonction sur ]0,1] est
1
équivalente & la convergence de [ okl In(t)dt, et on a donc bien 'intégrabilité souhaitée.
0

13. Utilisons le théoréme d’intégration terme & terme.
— Pour tout k€N, fj, : t > (=1)Ft*"* "1 In(t) est intégrable sur ]0,1[ (d’apres la question précédente).
— Pour tout ¢ €]0,1[, >_ fi(t) converge (série géométrique de raison —¢ €] - 1,1[) et
k>0

IS _ ol 1
k;]fk(t)—t 1n(t)1+t

. . . t*~n(t ) )
La série de fonctions Z fr converge donc simplement sur ]0,1[ vers f :t — 1725), qui est continue (par
k=0 +

morceaux) sur ]0,1[.

— Enfin, pour tout k>0,
1 1

1 1
tdt:/ R ()dt = ———  ~ .
| 1ewlae= [ B = s

1
Or 2 — converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Z [ |fx(t)|dt converge absolument,
k>1 k>0
donc converge.

t*~1In(t)

D’ou, d’aprés le théoréme d’intégration terme a terme, f: ¢+~ est intégrable sur ]0,1[ et

1 +oo +o0
/O t)dt—/ fk(t)dt_];)f Fo(®) dt_z _(-1)* (“W )

donc on a bien

() =—f01 F In() o,

1+¢

Exercice 3 - Approximation d’une racine carrées par la méthode de Héron

Partie T - Approximation de la racine carrée d’un réel positif

Pour montrer que la suite (fr)ken est correctement définie, on peut montrer par récurrence que, pour tout k € N, "pour
tout x € Ry, fr(x) existe et fr(x) >0" (HRy) et, en rajoutant le caractére strictement positif dans H Ry, Uhérédité se passe
trés bien.



I.1 - Convergence de la suite (fx)ren

1. Soit = € R,. Pour tout k € N*,
2
2
(@) -2 (fir)s 5] -
= — froa(z)® + }33+ n
_t 2 _ 2
4 (f bl fkl(x)Q)

(fk (@) - —1(93))

(fu(@))? = = (fi(z) = V&) (fule) + V),

>0 car fr(z)>0

Comme on a par ailleurs

Vi = (fr(@))? - =

fr(z) + \/_
On a donc bien fi(x) > /= pour tout k € N*.

2. Soit x € R,. Pour tout k € N*,

on obtient fi(x) - >0 comme quotient de deux positifs.

DO | —

foor (2) - () = (fm) ()) fola) = 5 (o= (1)) <

2 fr(e) " 77
— <0
>0

donc la suite (fx(x))gen+ est bien décroissante.

3. Soit x € R,.
La suite (fix(7))gen+ est donc décroissante et minorée par /z, donc elle converge vers un réel £(x) > \/x.

1
Comme de plus, pour tout k € N*| fr,1(z) = 5 (fk(a:) + ff))’ donc 2fpe1(x) fr(z) = (fu(x))? + z, on obtient, en
k(T
passant a la limite :
200(x))* = (U(2))? +z = (U(z))? =z = (z) = +/z

et, comme /(z) >+/z >0, on a donc /() =/, donc

lim fx(z)=7z.

k—+oo
Ceci étant valable pour tout > 0, on a bien établi la convergence simple de la suite de fonctions (f)reny vers la

fonction f:z e R, — /.

1.2 - Majoration de I’erreur

4. Soit x € R,. Pour tout k€N, on a :

fk(x)_ﬁ(l— VT )=;(fk(x)—\/5—\/5+f\k/§2 )

: 7 5 )3 (0 1) va - @ - va

5. Soit x € R,. D’aprés la question précédente, pour tout k € N,

€[0,1]
feon(e) o = DO Iy Vi
2 fr(@)
S ——
€[0,1]
De plus, pour £ =0, on a
-1
@) - Vol < 21 o) v = L

M G ymy < B
>1

[1- x| X .
=5 < 5 (inégalité triangulaire),




donc on a bien, par récurrence immédiate, pour tout k € N*,

l+x

Grice a cette inégalité, on aura convergence uniforme de la suite de fonction (fi)ren vers la fonction x — \/x sur tout
segment [a,b] c Ry, car

1+b
< ——

| fi(a) = V| e <

.
2k ko+too

Partie IT - Généralités sur les racines carrées d’une matrice

6. Soit A e M, (R). Si A admet une racine carrée B, alors A = B%, donc

det(A) = det(B?) = (det(B))* > 0.
eR

7. Soit A = (8 (1)) ¢ Ms(R). On a det(A) =03 0.

S’il existe B = ((C1 Z) telle que B% = A, alors on a :

a’+bc=0
a®+bec bla+d)\ (0 1 L Jbla+d)=1
cla+d) d*+be) \0 0 cla+d)=0
d?+bc=0

D’ou, d’aprés Ly, on a a+d # 0, donc, d’aprés Ls, on a ¢ =0, puis d’aprés L et Ly,onaa=0et d=0, donc a+d=0.
On a une contradiction. D’on, par absurde, A n’a pas de racine carrée.
La réciproque de la question précédente est donc fausse.

8. S est une matrice symétrique réelle, donc, d’aprés le théoréme spectral, elle est diagonalisable (dans une base ortho-
normée de M,, 1(R)).

9. o Comme P est orthogonale, on a P! = PT donc
RT = (PAP YT = (PAPT)T = (PTYTATPT = PAPT = R,

donc R est symétrique.
e De plus,
R*=(PAP Y)Y (PAP ') =PAAP'=PDP'=5.
———
=In

e R est donc bien une racine carrée symétrique de S.

Partie III - Approximation d’une racine carrée d’une matrice symétrique

10. o I, e M, (R) et P7'I,P =1, est diagonale et ses coefficients diagonaux sont strictement positifs, donc I,, € Cp.
e Tous les éléments de D; sont inversibles car diagonaux a coefficient diagonaux tous non nuls.
D’ou, si M € Cp, comme D= P *MP e D} est inversible, M est semblable & une matrice inversible, donc est inversible.
Si on veut prouver ce dernier point, on peut passer par le déterminant par exemple.

e Enfin, %(M+SM_1) e M, (R) et

p! (%(M + SM—l)) P=_(P'MP+PSM'P)

(P'MP+P'SPP'MT'P)= - (PT'MP+P'SPPT M (P

N | =

N~ DN~ N

(P'MP+PSP(PMPT)T.

Par suite, en notant diag(ay,...,a,) =P *MP avec a; >0 pour tout i € [[1,n]], on a

A

pl (%(M+SM_1))P = (diag(al,...,an) +diag(>\1a-~-7)\n)diag(afl7.,_,a;1)) _ diag(%(al +)\1aIl),...,%(an +Ana;1)

DO | =

/

1
ol cette matrice est bien diagonale et ses coeflicients diagonaux, i(ai +M\;a; ') sont bien strictement positifs comme
somme et produit de termes strictement positifs.
1
On a donc bien §(M+ SM™')eCp.



11. e Pour tout k € N*,
Vi =P 'U,P=P! (%(U,C_1 + SU,;_ll)) P
_ %p—lU,HP . %P—lsgiU,;_ﬂP - %(P‘lUk_lP) N %(P‘lsP)(P‘lUk_lP)‘l
N
= %Vk_l + %ka—_ll = %(Vk_1 + DV, 7L).
Je(A1) . (0)

. )" (HRy).
(0) Ji(An)
Initialisation : Comme fo:z+~ 1et Vo= P 'UyP =P 'I,P=1,, on a bien HRy.

Hérédité : Soit k € N et supposons H Ry, vérifiée.
Alors

e Montrons par récurrence que, pour tout ke N, "V}, = (

1
Vi1 = i(Vk + DVk’l) (d’aprés le premier point avec k + 1 € N¥)

= %(diag(fk()\l), o () +diag( A, .. A )diag(Fe(A), -, fe(A)) ™) (daprés HRy,)

. 1 A1 1 An .. . .
=diag| = A1)+ ey = An)+ calcul matriciel avec des matrices diagonales
(5 (n00+ s )5 (00 2355 )) gonales)

= diag(fr+1(M1)s -+, fre1(An))  (par définition de fi41).

On a donc bien HRy,1.

Jr(A1) . (0) )
©  fOw)

L’application N introduite dans l’énoncé est bien une norme car c’est la norme associé au produit scalaire canonique sur

M, (R) :

Conclusion : D’ou, par récurrence, pour tout ke N, Vj = (

<A,B> = tT‘(ABT) = Z aw-bi,j.
1<i,j<n
Pour démontrer efficacement que N est une norme, il faut introduire ce produit scalaire, montrer que c’en est un, puis dire
que N est la norme associée.
12. Rappelons que, comme P est orthogonale, on a Pt = PT_ De plus, on a V;, = P'U,P = PT'U,P et A = P"'RP =
PTRP, donc A -V}, = PT(R-Uy)P et, par suite,

N(A = Vi) = Vtr((A = Vi) (A = Vi)T) = Vir(PT(R - Up) P(PT(R - Ux) P)T)

= | tr(PT(R-Uy) PP" (R-Up)T(PT)T) = \/tr((PT(R - Up)(R - Up)T)P)
=1,

=/tr(P(PT(R-U)(R-U)T)) (cartr(AB) =tr(BA))

= |te(PPT (R-UL)(R-Up)T)) =v/tr((R-U)(R-U)T)) = N(R-Uy).
=I,




13. D’ou, pour tout k € N*,

N(R-Uy) = N(A-V;) = Vtr((A - Vi) (A -V;)T)
= Vir(diag(VA1 = h)s- v = FO))diag(VAx = Fehn)s o\ = ()T
- \Ver(diag(V/Ar = fuOn)e- oo/ = O diag(VAr = Fi(A)ee oA = Fe(0n)))
= Ver(ding(VA1 - L))o (Vo = F1(0))?))

\ jzl(\/i—fk(Ai))Z

< i(fk(/\i)—\//\_i)2+2 > (fk()‘i)_\/A_i)(fk()\j)—\/A_j)

1<i<jsn

>0 >0

(hil(fk(m —@))Z

(fe(Xi) =V Ai) (car cette quantité est positive)

(3

1+)\i _n+2?=1)\i

IN

Ms i =

a2k 2k
_n+tr(D)  n+tr(S)
o2k 2k

car S et D sont semblables, donc ont la méme trace.

14. Comme lim w =

k—+o0

0 (suite géométrique de raison 1/2 €] -1,1[), on a, d’aprés le théoréme des gendarmes (une
norme est positive), klim N(R-Uy) =0, donc la suite (Uy)ren converge vers R (pour la norme N, mais, comme on
—+00

est en dimension finie, la convergence ne dépend pas de la norme choisie).
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