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Partie symétrique et antisymétrique d’une matrice

Partie I : Résultats préliminaires

Q1) SiSeSuR)et Ae Ay (R), alors
tr(STA) = tr(SA) = tr((SA)T) = tr(ATST) = tr(—AS) = —tr(AS) = —tr(SA) = —tr(ST A),
donc tr(STA) = 0, ce qui montre que les SEV S, (R) et A,(R) sont orthogonaux (donc en
particulier en somme directe). De plus,

Sn(R) = Vect((Eii)1<i<n, (Bij + Eji)i<i<j<n),
donc dim(S,(R)) =n+ (3) = %, ainsi que
An(R) = Vect((Eij — Eji)i<i<j<n),
done dim(A,(R)) = (1) = 21 et
dim (S, (R)) + dim(A, (R)) = n? = dim(M,,(R)).
Finalement, S,,(R) &+ A, (R) = Mn(R)

Q 2) Soit A € M, (R). Les matrices A, = $(A+ AT) et A, = 3(A — AT) forment la décomposition
de A sur la somme directe S, (R) @&+ An( ) = M, (R). Ainsi, d’apres le théoréme de projection
orthogonale sur le SEV F = S, (R) :

VS €Su(R), A= Aslz = [[A—pr(A)]2 = d(4,Sn(R)) < [|A = S]2.

On a égalité si et seulement si S = pp(A4) = A, (puisque la distance n’est atteinte qu’'en un
point : le projeté orthogonal).

r

Q 3) Soit A € M, (R). Pour tout X = : €R™ on a
In
XTAX = Zml AX szzam% Zaz iTi + Z (@i + aji)zx;.
i=1 j=1 1<i<j<n

Si A e A,(R), on a;; = 0 pour tout 4, ainsi que a; ; + a;,;, = 0 pour tout ¢ < j. Donc pour tout
X eR", XTAX = 0.
Réciproquement, si XTAX = 0 pour tout X € R”, alors en évaluant la formule précédente en
X = ¢; (le i® vecteur de la base canonique de R™), on obtient a; ; = 0 pour tout 7. Et en évaluant
en X =e; +e; (pour i < j), on obtient a; ; + a;j; = 0. Donc A € A,(R) (puisque AT = —A).
On a donc bien I’équivalence voulue.

Q 4) Soit A € C une valeur propre de A € A, (R). Il existe X € C" \ {0} tel que AX = AX, donc en

notant X le vecteur conjugué de X, on a
—T —T —T —_— - 9 9
X AX =X AX =XX X=X Tz =AY _|zil> = N|X]3.
i=1 i=1
Puisque AT = —A et A= A, on a en outre :

X'AX = X" ATX = —(AXN)TX = —(AX)"X = —OX) X = A X' X = X X2,
donc \||X||2 = —)\|| X||2, ce qui entraine (puisque X est non nul), A = —\. On a montré que les
valeurs propres complexes d’une matrice antisymétrique réelle sont nécessairement imaginaires
pures.
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Q 5) Voir le CH.13 (théoréme de caractérisation spectrale de S;F (R) et S;F T (R)).

Q 6) (a) Soit A une valeur propre réelle de A € M,,(R). En décomposant A = A; + A,, on obtient
pour tout X € R :

XTAX = XTAX + XTAX = XTAX.
—_———
=0
Or, As est réelle symétrique, donc elle est diagonalisable dans une base orthonormée de

vecteurs propres de R", notée (Vq,---,V,). En notant (Ay,---,\,) les valeurs propres
associées, on a donc, pour tout X = Z?:l r;V; e R™:

XTAX = (X|A:X) = Zn:a:m \ zn:xjAjVj :im?.
i=1 j=1 i=1

(ou (.].) désigne le produit scalaire canonique sur R™). Puisque || X||*? = 3", 27, on en
déduit les inégalités :

VX e R, min spg(As)|| X2 < XTAX < max spr(A)[| X]?.

Si on choisit X comme vecteur propre de A associé a A, alors XTAX = AXTX = )\|| X|]?
donc
min spr(As) | X[* < MX|* < max spr(As) [ X%,

et en divisant par | X||? > 0 (X étant non nul), on obtient :
min Sp]R(As) < A <max SPR(AS)'

(b) Si Ag € S;FT(R), alors les valeurs propres de Ay sont strictement positives, donc d’aprés
I'inégalité de la question précédente, toute valeur propre réelle de A est strictement posi-
tive. Ainsi, 0 n’est pas valeur propre de A, donc A est inversible.

Q 7) On suppose que A; € S;FH(R).
(a) Exercice classique (mais I'unicité de la racine carrée B € S+ (R) est difficile), voir TD13.
(b) Puisque As € S;FH(R), alors Ay est inversible (valeurs propres dans |0, +oo[, donc non
nulles), donc en factorisant par A, :

A=A, + Ay = AL, + AT' A,),

donc det(A) = det(Ay) det(I, +A;1A,), mais A;1A, n’est pas antisymétrique en général.
L’idée est de remplacer A;'A, par une matrice antisymétrique qui lui est semblable, ce
qui ne changera pas le déterminant. Pour cela, on utilise la racine carrée de la question

précédente :
A;lAa = (B*)7'A,,

donc puisque B est inversible (car dans St (R)), on peut poser
Q=B(A;'A,)B"'=B(B™'B™'4,)B~' =B 'A4,B7",
et cette matrice est antisymétrique car :
QT = (BT AT(BYT = (BT) (= AJ)(B") ' = —B'A,B~' = —Q.
On a finalement :
det(A) = det(A,) det(I,+A; ' A,) = det(A,) det(B(I,+A; A,)B™1) = det(A,) det(I,,+Q),

avec Q = B™1A,B7! € A,(R).

(¢) @ étant antisymétrique réelle, ses valeurs propres sont imaginaires pures (cf. Q 4)), donc
les valeurs propres complexes de I, + @ sont de la forme 1 + ix avec x € R. Vu que @
est une matrice réelle, chaque valeur propre non réelle de @@ a la méme multiplicité que
sa conjuguée, donc en faisant le produit de toutes les valeurs propres complexes de ), on
obtient que det(I,, + Q) est le produit de facteurs valant 1 ou (1 +ix)(1 —iz) = 1 + 22
avec ¢ € R*, donc det(I, + Q) > 1. On en déduit que det(A) > det(A,).
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Q 8)

Q9)

Q 10)

Q 11)

On suppose A inversible. Conformément a I'indication, on étudie la matrice :
1 1
M = A(ATH)AT = SA(AT + (ATH AT = S(AT + 4) = 4,

donc det(A,) = det(M) = det(A) det((A~1),) det(AT) = (det(A))? det((A™1),).

Soit A € O, (R) et soit A une valeur propre de A, (automatiquement réelle car A, € S, (R)).
En notant X # 0 un vecteur propre associé, on a A; X = AX donc

XTAX = XTAX + XTA,X = XTAX = XTX =)\ X|*

=0
Mais XTAX = (X|AX), donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
[ XTAX] < | X[ AX]| = | X]?
(en effet, A conserve la norme car c’est une matrice orthogonale). Finalement, on obtient
MIX < X2,

donc en divisant par || X||? > 0, il vient |[A\| < 1, ce qui montre X € [—1,1].

On connait la forme des matrices de Oz(R) :

- ( c930 —sinf > ou A — ( c9s0 sin 0 ) avec 0 € R
sinf  cos6 sinf —cos6

(suivant que det(A) soit égal & 1 ou —1). La partie symétrique de A vaut donc

cos 0 cosf sinf
AS_( 0 cos ) ou As_( sinf —cos@ ) avec 6 € R.

Dans le premier cas, on obtient une homothétie et dans le second cas, on obtient une symeétrie
orthogonale (car matrice orthogonale et symétrique). En prenant donc S € S3(R) qui n’est
1

0 0
spr(S) = {0,1} C [—1, 1], mais il n’existe pas de matrice A € O2(R) telle que A; = S.

Soit S € S, (R).

(a) Supposons que spr(S) C [—1,1] et notons (cos(#;))i<i<k avec k € Net 0 < 6; < w
les éventuelles valeurs propres de S dans | — 1,1 (k = 0 correspond au cas ou aucune
des valeurs propres n’est dans | — 1, 1[), dont les SEP associés sont de dimension paire
par hypothése. Par le théoréme spectral, il existe P € O, (R) telle que PSP = D est
diagonale, avec comme éléments diagonaux des 1, des —1, et chaque cos(6;) qui apparait
un nombre pair de fois (noté 2a; avec a; € N), pour i € [1,k] :

ni une homothétie ni une symétrie orthogonale, par exemple S = ( ), on a donc bien

1

cos(0y)

cos(6;)

0
Chaque bloc < 0 cos(6;

) > est la partie symétrique de la matrice orthogonale
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_( cos(8;) —sin(6;) )
Ry, = ( sin(6;)  cos(d;) )’ donc en posant

1

Ry,
ou chaque bloc Ry, apparait a; fois, on a bien A € O,(R) (car produit de matrices
orthogonales) et Ay = PDPT = PDP~1 = S.

Réciproquement, on suppose que S est la partie symétrique de A € O, (R).

D’aprés Q 9), on a d’abord spr(S) = spr(4s) C [-1,1].

Ensuite, par le théoréme de réduction des isométries en base orthonormée, il existe P €
O,(R) telle que P~1AP est diagonale par blocs, avec blocs diagonaux de la forme

W, o m=(0l) oty ) erom

On en déduit

1 1

c’est-a-dire

cos(0)

avec chaque cos(6;) qui apparait un nombre pair de fois (deux fois pour chaque bloc). Cette
orthodiagonalisation de S montre bien que chaque valeur propre cos(6;) €] — 1,1[ est de
multiplicité paire, donc le SEP associé est de dimension paire (puisque S est diagonalisable,
les dimensions des SEP coincident avec les multiplicités des valeurs propres).
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Partie II : Matrices F-singuliéres

Si F est un SEV non nul de E,, (vecteurs colonnes de R™), on dit qu'une matrice K € M,,(R) est F-
singuliére lorsqu’il existe X € F non nul tel que ZT KX = (Z|KX) = 0 pour tout Z € F, c’est-a-dire
KX ¢ F+.

Q12)

Q13)

Q 14)

Q 15)

Q 16)

Q17)

Q 18)

Soit A € M, (R). Le fait que A soit E,-singuliére signifie qu’il existe X € E, \ {0} tel que
AX € E}+ = {0}, ou encore que Ker(A) est non nul, ce qui équivaut & A non inversible,
c’est-a-dire A singuliére.

Puisque H est un hyperplan de E, (avec n > 2) et puisque N € H* avec N non nul (car
IN| = 1), on a H+ = Vect(N) (en effet, H* est de dimension 1 et contient N). Ainsi, pour
toute matrice A € M,,(R) :

A est H-singuliere <= 3X € H\ {0}, AX € H* = Vect(N)

< IX € H\ {0}, 3IA e R, AX = \N.

AN ) est formé des colonnes Y = < if ) € E,11 (avec

NT 0

X € E, et a € R) telles que ANY = 0p, ,,, cest-a-dire AX +aN = 0g, et N'X = (N|X) = O.
Ces conditions sont équivalentes 4 X € {N}+ = Het AX = —aN,etona X =0, = a=0
(puisque N est non nul). Donc Y # 0 <= X # 0 dans ce systéme. En combinant ceci avec la

question précédente, on en déduit

Le noyau de la matrice Ay = (

A est H-singuliere <= 3X € H\ {0}, 3N e R, AX =N
<— IX e H\ {0}, Ja e R, AX = —aN
— dY € En+1 \ {O}, ANY =0
< Ker(Ayn) # {0} < Ap est singuliére.

A7l —ATIN
0 1

AB_( A N)(A*l fA*1N>_< I, 0 )
NEZ=ZUNT o 0 1 “\NTA-1 _NTA-IN /-

Par multiplicativité du déterminant et formule du déterminant par blocs, la question précédente
amene :

En effectuant un produit par blocs, on constate que la matrice B = ( ) vérifie

bien

det(Ay) det(B) = det(AyB) = det(I,) det(~NTA7IN) = det(-NTAIN).

En outre, det(B) = det(A~!) =

a un réel), donc

det(A) ,et —NTA7IN est une matrice 1 x 1 (qu’on peut identifier

det(AN)
det(A)

On en déduit le résultat en multipliant par det(A) :

=-—NTA N,

det(Ay) = —NTA7IN det(A).

Si det((A71)s) = 0, alors (A*1)S est non inversible donc AN € E,, \ {0} (qu’on peut choisir de
norme 1) tel que (A71)sN = 0. On en déduit :

NTATIN = NT ((A™H) )N +NT((A™1))N =0,

=0 =0

donc det(Ax) = 0 d’aprés la question précédente, ce qui montre que A est H-singuliére d’aprés
Q 14), en notant H I'hyperplan {N}+.

Si det(As) = 0, alors d’aprés Q 8), det((A~1),) = 0 (puisque det(A) est non nul par hypothése),
donc d’apreés la question précédente, il existe un hyperplan H tel que A est H-singuliére.
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Q 19)

Q 20)

Q21)

Q 22)

Q 23)
Q 24)
Q 25)
Q 26)
Q 27)
Q 28)
Q 29)
Q 30)
Q 31)
Q 32)

Si A € S;FH(R), considérons H = {N}+ un hyperplan quelconque de E,, avec |N| = 1 et
A

NT 0 ) est inversible en examinant son noyau.

montrons que la matrice Ay = (

X
Pour tout vecteur colonne Y = < o > €E,11 (avec X € E, et a € R), on a

AX +aN =0

ANY =0 < { NTX —0

— XT(AX +aN)=0

— XTAX +a(NTX)T=0 — XTAX=0—= X=0
———— XTA,X=0
=0
(puisque A4 € ST (R)).
Ainsi, (ANY =0 = Y =0), puisque X = 0 entraine aN = —AX =0 et N est non nul.
On a montré que Ay est inversible, donc d’aprés Q 14), la matrice A est H-réguliére, et ce pour
tout hyperplan H.

2—pn -1 W

Pour tout réel p, on a det(A(w)) = -1 2—p p—1|=---=1% 0donc A(u) est
0 —1 1
inversible.
Pour tout réel i, on a
1 . 2—pu -1 /2
(A)s = 5 AW + AW =| -1 2-p p/2-1 |,

w/2 p/2-1 1
donc det((A(p))s) =+ = 1(u—1)(u? — 21 — 2) et en calculant les racines, on en déduit que
(A(p))s est singuliere <= det((A(u))s) =0 <= pe {1,1+3}.

x

Soit N = y un vecteur unitaire de E3 et soit H I'hyperplan {N}+. D’aprés Q 14), la
z

matrice A(1) est H-singuliére si et seulement si la matrice

1 -1 1 =z

A_(A(l)N)_ -1 1 0y
N=UNT o) 0 -1 1 =z
y 2z 0

est singuliére, ce qui équivaut aprés calcul du déterminant a
2 +ay+12=0

ou encore a ¥ = y = 0 puisque 22 + 2y + y? = (v + y/2)? + (3/4)y? (somme de carrés). Donc
le vecteur N = (0,0,1) convient, ce qui montre que I’hyperplan H = {(0,0,1)}* = {z = 0}
convient.
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Q 33)
Q 34)
Q 35)
Q 36)
Q 37)

X 3k Xk
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