Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

Corrigé du DS08 du 06/01/2026 (3h)

Etude d’une série de fonctions (Mines-Ponts PC 2019 math 2)
Adaptation du corrigé de L. Carrot, professeur en PC*, lycée Fauriel (69)

I. Préliminaires
. 2
1. Posons, pour tout n € N*, f, : z € R+ Sm(%w)
e Pour tout n € N*, f,, est définie et continue sur R par opérations sur les fonctions usuelles.

e Pour tout n € N*| pour tout z € R, |f,(z)| = Smgﬁ
égalité car f,(m/(2n?)) = 1/n?).
Or) -, # converge (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Y . - || fn|o converge, donc

> n>1 fn converge normalement, donc uniformément, sur R.

+ fa(x) est définie et continue sur R.

< . done |[fulleo < 2 (il y & meme

e Par suite, R: x

in (a2
2. 0 fix— 5”157?) est définie et continue sur R? .
o f(z) ~ SN 1, donc f est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable sur ]0, 1].
z—0t T z—ot

e Pour tout > 1, |f(z)| < &.
Or z — % est intégrable sur [1,+oo|, donc, par comparaison, f est intégrable sur [1,+ool.

+oo sin(mz)d
0 Yz T converge.

e f est donc intégrable sur R* | donc, en particulier,
3. Soit g : (z,t) € R? — f(t)e't.

e Pour tout x € R, t — g(x,t) = f(t)e™® est continue par morceaux sur R comme produit de

fonctions continues par morceaux.

e Pour tout t € R, x — g(z,t) = f(t)e'™" est continue sur R (exponentielle...)

e Pour tout = € R, pour tout ¢t € R,

lg(a, )] =[O < [f(1)]

ol |f| est intégrable sur R (car f lest).
o fixs fj;o g(x,t)dt est donc définie et continue sur R.

II. Etude de la dérivabilité de R en 0
4. Pour tout h > 0, pour tout n € N*, | f(nh)| < MLZ,LQ < L
Or Y- 757 converge (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Y, - |f(nh)| converge,
donc ), -, f(nh) converge absolument, donc converge, ce qui assure l'existence de S(h) =

+oo

hy> Zo f(nh).

5. Soit h > 0.
e [l faut d’abord penser a justifier l'existence de l'intégrale...
¢ est continue par morceaux que R car sur tout segment [a,b] de R, ¢;, a un nombre fini de
discontinuités (les éléments de hZ N [a, b]).

Pour tout t > 0, , c
ot = |1 ([2)0)] < s

Or, 'encadrement classique de la partie entiére donc, pour x > 0, Im;l < % < Z =1, dongc,

d’apres le théoréme des gendarmes, || ~ z.
r——+o0

C 11
(L7 1 e (e

On a donc

[pn(t)] <

donc ¢ (t) = O (%)-.

t—+4o00
Or t + 2 est intégrable sur [1,+oo| (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, ¢, est
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intégrable sur [1, +ool.

De plus, ¢, est continue par morceaux sur le segment [0, 1], donc intégrable sur [0, 1].
¢p, est donc intégrable sur R, donc, en particulier, f0+oo on(t)dt converge.

e Par suite,

400 nh
/ op(t)dt = lim / on(t)dt (car I'intégrale converge)
0 0

n—-+oo

n—1 ,(k+1)h
= lim / ¢r(t)dt (relation de Chasles)
n——+00 =0 kh

= lim nzl/(k+l)hf ({%J h) dt  (définition de ¢y,)

n—-+oo .
k=0 " Fh

n—1 .(k+1)h L
= lim /ﬁ f(kh)dt (car Vt € [kh,(k+1)h], — € [k, k+1])
n—-+oo P kh h

n——+oo

n—1
= lim Z hf(kh) (intégrale d’une constante)
k=0

n—1 “+o0
h lim Z f(kh) = hz f(kh) (car la série converge)
k=0 k=0

n—-+400
= S(h).
6. Pour tout h €]0, 1], pour tout ¢ € [1,+o0[, on a t/h > 1 et
t C
o = |7 (| 3] )] < S
" (DS
< # (car pour tout x > 1, [z] > 2 —1>0)

(£=1)h)" +1

C C

_ < t—h>t—1>0).
S i = 2 0)

7. Pour toute suite (h,) €]0, 1] de limite nulle, on pose f, : t € [0, +oo[— ép,, (1)
e Pour tout n € N, f,, est continue par morceaux sur Ry car f est continue sur R et |.] est
continue par morceaux sur R..
e Pour tout x € R, z — 1 < |z < x, donc, pour tout t € Ry,

t t t
SR SR PR A PR
hn o h"L 7hn

Or lim, 400t — hy, = t, donc, d’apres le théoréme des gendarmes, lim,, LﬁJ h, = t, et
donc, par continuité de f sur R, donc en ¢, on a

50t s (1) 0

donc la suite de fonctions (fy,)neny converge simplement sur Ry vers f, qui est continue (par
morceaux) sur R.
e Pour tout n € N, pour tout ¢ € [0, 1],

t C
o= ([ )| < S <
" (5] )
et, pour tout t > 1, |f,(¢)| < ﬁ d’aprés la question précédente, donc

c siteo]
ro={ o el

Tr-1)7

o(t)

ol ¢ est intégrable sur Ry car
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— intégrable sur [0, 1] car constante sur ce segment
— intégrable sur [1, +oo[ (car primitive classique en C arctan(t — 1))
e D’oil, par convergence dominée,

+o00 o0 +oo
lim S(h,) = lim fn(t)dt:/o lim  f,(t)dt _/0 f(t)dt.

n—+oo n——+o0o 0 n—-+oo

e Ceci étant valable pour toute suite (hy,)nen €]0, 1], on obtient, par caractérisation séquentielle
de la limite,

“+oo
lim S(h) = /0 F(t)dt.

h—0

Remarque

On n’est pas obligé de repasser par le critére séquentiel, on peut appliquer la "version continue”
du théoréeme de convergence dominée.

sin(z?) . 0
8. Prenons f:xz+> ¢ *° St 7 :
1 siz=0
f est continue sur R* et en 0 (car 5“;—2””2 ~ ;—Z — 1= f(0)), donc f est continue sur R.
xT—r

De plus, pour tout x € R,

2
sin(z?2 2y size[-1,1] (car |sin(t)| < [t pour tout ¢ € R)
o) = 2 )§{2 [—1.1] [sin(t)] <[]

2 L osifz>1

W:H% siz €[-1,1] (car pour tout z € [-1,1], 0 < (1 +2%)/2 < 1)

IN

1
S si|z] >1 (car pour tout |z| > 1, — :1';—2“\”2:1+x%§2)

1+z2
2

1422

De plus, pour tout = > 0, f(n/z) = Sm(? %) donc Smnré i) . = Vz" f(ny/z), donc

+oo 256 +o0o +oo
R(r) =Y ) Z VE' f(nVz) = Va (ﬁ > f(n\/5)> —Va (ﬁ > ) - \/a?f(0)>
n=1 n=1 n=0
a\/@;ﬁo

_vi( StE -ya)
—— Y
o T fwdt=y/x2 70

™ s
Lo ViVa TV T

e Par suite, comme R(0) = 0, on a

R(z)—R(0) _ R(x)
x—0 T

. 1/27; % 400, donc R n’est pas
x~>0

dérivable en 0 (et la courbe représentative de R admet une demi- tangente verticale en 0).
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ITI. Formule sommatoire de Poisson

9. Posons, pour tout n € Z, f, : x € R— f(z + 2nm).
e Soit z € R.
Pour tout n € N,

Ch ( 1 >
<— 2 = — ).
= 1+ (z+2nm)?’ donc. f(z + 2nm) n—g—oo n?

|fa(@)] = | f(z + 2nm)
Or > - # converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, y -, fn()
converge absolument, donc converge. B
De méme, pour tout n > 1,

|fon(x)| = |f(z —2nm)| < @ doncf(z —2nm) = O ( ! )

-1 + (.13 — 277,71')2, n——+oo ﬁ

Or 3.~ == converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Y, <o f-n(2)
converge absolument, donc converge.

Par suite, > <o fa(z) et > < f-n(x) convergent, donc F(z) =}, fu(x) existe.
e Pour tout = € R, pour tout n € Z,

falz+2m) = fz+2nm+21) = f(z+ 2(n+ 1)7) = frori(x),

donc F(x +2m) =) ., flx+2m) =3y fur1(2) = ZjeZ fn(z) = F(x), donc

en posant_j =n+1
F' est 2m-périodique.
e Comme F est 27-périodique, F est continue sur R si et seulement si F' est continue sur [0, 27].
Or :
— Pour tout n € N, f,, est continue sur [0, 27].
Pour tout n € N, pour tout « € [0, 27],

Cl Cl
n = 2 < < s
[0,27] C _ 1
donc | fn|lsc < 1+(2717,7'r)2 - nHOJrOO (ﬁ)

Or Y.~ = converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Y, - an||£,00’27r]

converge, donc ) -, fn converge normalement, donc uniformément, sur [0, 27].
Fy:x e 3% f.(2) est donc continue sur [0, 27].

— Pour tout n € N*, f_,, est continue sur [0, 27].
Pour tout n € N*, pour tout x € [0, 27,

Cl Cl
< <
= 14 (z—2nm)2 ~ 1+ (2(n—1)m)?’

|f=n(2)| = |f(z — 2n)

0,27
done |f-nll5%*" < Ty = 9. )

Or 3", ~; - converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Y, +, Hf_n||([>%’2ﬂ]

converge, donc ) -, f—, converge normalement, donc uniformément, sur [0, 27].

Fy iz 35 f . (2) est donc continue sur [0, 27].

F = Fy + F} est donc continue sur [0, 27r] comme somme de fonctions continues, et, par suite, F
est continue sur R.

~

10. Posons, pour tout n € Z, g, : ¥ € R+ f(n)e"=.
e Pour tout n € N, g,, est continue sur R.
Pour tout n € N, pour tout x € R,

o C
9n(a)] = 1 F)e™] = |Flm)| < 125,

C _ 1
donc ||gn||oo S 1+312 - n—>O+oo (F) .

Or >, o, n% converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Y . -, ||gn|l
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converge, donc Zn>0 gn converge normalement, donc uniformément, sur R.

Go:x— YT 0 9n(x) est donc définie et continue sur R.
e Pour tout n € N*, g_,, est continue sur R.
Pour tout n € N*, pour tout z € R,

~

|9-n(@)] = | F(=n)e™"*| = | f(-n)| <

| 2
_1+n2,
(nilz)'

Or >,5, 2> converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, > ns1 1g-nlloo
converge, donc Zn>1 g_n converge normalement, donc uniformément, sur R.

c
donc [|g-nllec < 1525 = 2O oo

Gy x> Y% gon(x) est donc définie et continue sur R.
e G = Gy + G est donc définie et continue sur R comme somme de deux fonctions continues.
e Comme, pour tout n € Z, g, est 2m-périodique, donc, pour tout = € R,

Gz +2m) = Y gule+27) = 3 ga(2) = G(2),
nez nez

donc G est 2w-périodique.
11. Soit p € Z.
o> o falt)e Pl et 3 o) fon(t)e P convergent normalement, donc uniformément, sur [0, 27]
car Z_n>0 fnet > o f—n convergent normalement et |e~®!| = 1 pour tout ¢ € [0, 27].
De plus, pour tout n € Z, t — fn(t)e™ ™t est continue sur [0, 27].

On a donc :
27
cp(2nF) = % 2 (Z fult > et gt
neL
2w [ +o0 +o00
= / (Z fa(t) + Z f_n(t)> e~ "Ptdt  (par définition de Z)
0 n=0 n=1 nez
27 [ +oo
= / (Z fn(t)) e Pt —l—/ (Z fon ) e P'dt (par linéarité de I'intégrale)
0 n=0 n=1

— /0277 —i:.ofn(t)eiptdt—l—/o%ff_n(t)eimdt
Z/ fa(t) _”’tdt—i—Z/ Je Pt

(intervertion Z / / justifiée grace aux hypothéses vérifiées avant le calcul)

+oo 27

= Z f(t+ 2nm) e~ Pt + Z/ f(t—2nm) e~ Pt
+oo 2(n+1) —2(n— 1)7r .
= Z/ f(t)e~PE=2nmgp 4 Z/ )e~ P2 gt (changement de variable affine)
n=0"2nm 2nm
too (n+1)m 2(n—1)7 A
= Z / e~ Ptdt + Z/ e~ Ptdt  (car t > e "' est 2m-périodique)
2 2nm

n=0 " <NT

“+o00 ) 0 )
= / f(t)e "Ptat + f(t)e Ptdt
0

(relation de Chasles et intégrales convergentes car, comme |f(t) 2 f est intégrable)

|_1
“+o0 ) -
=/ FHe-tdt = F(p)

— 00

De méme, pour tout n € Z, t — f(n)ei™ est continue sur [0,27] et > om0 Fn)emt et

[ ]
> 51 f(—n)e” ™ convergent normalement, donc uniformément sur [0, 27].
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12.

On a donc

(@) = <Z f(n mt) e~ Pt

ne”Z

21 +00 27 +oo
= Z Fln)eltn—rivtgy 4 — / n)e~ Pt gy
1 +oo 27 1 +oo 27
— £l i(n—p)pt i s —i(n+p)t
- Z/ f(n)e dt + 5 Z/ f(=n)e dt
Z f(n / et(n—p ptdt—i— Zf / e~ (n+p)t gy
— —_——

710

=0 si n#p =0 si n#—p
2
= 1dt = .
3 f0) [ 1de= 7

e On a donc ¢,(27F) = ¢,(G) pour tout p € Z, donc, d’aprés la propriété admise (on a bien
aussi (27F, G) € (C25)?), on a G = 27 F.

Soitg:tERHf(%).

e g est continue sur R comme composée de fonctions continues.

e Pour tout ¢t € R,

Cy
()] = f < ——
1 + (at/2m)2"
#2 O (1442
Or, h:t€ Ry Hezn?  CilH) o continue sur R comme quotient de fonctions continues

T 1+(at/m)?
dont le dénominateur ne s’annule pas.

De plus, lim; 4o h(t) = C“T , donc il existe Ay et As tel que

Cl +1.

+1 et Vi< Ay 0<h(t) <

2
Yt > Ay,0 < h(t) < Cl;r

De plus, h est continue sur le segment [A;, As], donc est bornée sur cet intervalle.
h est donc bornée sur | — 0o, As], sur [As, A;] et sur [A1, +oo, donc h est bornée sur R.
Soit M un majorant de h sur R, alors pour tout ¢t € R,

o 1 M
8 < _ ht) < .
‘g()|*1+(at/27r)2 TS e

e Pour tout = € R,

+oo ) +oo at )
g9(x) = / g(t)e " dt = / f <—) et dt

oo —— t
= / f(u)e_Q““L“/aM (changement de variable affine u = ;—)

oo a ™

“+o00
2£ f(u)e—i(%rw/a)udu f (271'(17)

a J_x

Comme pour f, on montre alors 'existence de N € R tel que pour tout z € R,

21 ~( 2z N

TR < -

a a 1422

e En appliquant alors le résultat de la question précédente a la fonction g, qui vérifie les mémes
hypothéses que f, on a

Y gy =27 g2nm), e Y %”f(z%”) =21y f(na).

nez nez neL nez

9(x)] =

En divisant enfin par 27 de part et d’autres, on obtient bien le résultat demandé.
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IV. Etude de la dérivabilité de R en =

+oo
z
13. e Pour tout z € C, e* = Z — donc, pour tout t € R*,
L
e —1 1 [(IXe)m
) = 12 :t2<z n! -1
n=0
1 too (,L'tQ)n +oo int2n—2
2 n n!
n=1 n=1
_ +oo z’n+1t2n
—~ (n+ 1)V

+0oo in+1t2n
Cette formule est encore valable pour ¢t = 0 car, pour ¢t = 0,

n 1)l =4 = f(0), donc

n=0 (

+oo 'n+1t2n
Vt e R, f(t):zg
n=0

n+1)!

(%),

On applique maintenant le théoréme de dérivation terme a terme d’une série de fonctions (version
C™):

e pour tout n € N, uy, : t — % est de classe C* sur R (car polynomiale) et a valeurs
dans C,

e montrons que pour tout k € N, la série des dérivées > - u% ) converge normalement, donc

uniformément sur tout segment [—R, R] avec R > 0. En effet,

it @n)! on—k .
u® () = { o X @a-yt 510 < k<2n
l 0 sik>2n

3

donc ||u51k)||oo,[_R7R] = %R%*k X dgo<k<2n}- On en déduit pour n > k/2 :

k (2n+2)! n+2—k
[ oy ey T (2n + 2)(2n + 1)R2

(k) - (2n)! - — 0< 15
||Un ||oo,[—R,R] mR%L—k (n + 2)(277, +2— k:)(2n +1-— k‘) n—+o00

donc ), < ||u$Lk) l|so,[— r, R] converge par la régle de d’Alembert, ce qui prouve la convergence
normale souhaitée.

Donc f =73, <o un est de classe C*> sur R.

Remarque

Avec le cours sur les séries entieres (CH14), ¢a va nettement plus vite !

La relation (x) montre que f est développable en série entiere sur R, donc f est de classe C™
sur R (d’apres le cours).

14. Pour tout ¢ # 0,

2ite* 12 — 2t(e” — 1) 2,eit2 e’ — 1
= = Z1

') 4 t o

Comme |e*’| = 1 pour tout ¢t € R, on a

ror-o0()-0(2)-0(2) o
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15.

16.

Pour tout t # 0,

2itet’t — it 22ite“2t3 —3t2(e” — 1)

f,/(t) =2 2 16
2 .2 2
B 42 ) ezt ,6“‘/ ezt -1
= —4e** — 24 2 — 41 P +6 /i
2 )
it € et -1 (l)
= —4e 61 2 +6 m = —4e" + tﬁg:oo 2)

;2 . 1 - .2
ez — €' est continue sur le segment [0, 1], donc [ e**" dx converge.

e Soit u(z) = L, v/ (z) = —%, v'(z) = ze® y(z) = —%e”z.

u et v sont de classe C* sur [1,+o0].

limg oo w(x)v(z) = limg 400 —%ez =0 car || = 1.
+oo

D’ou, par intégration par parties, f1+°° e’ dy = u(z)v'(x)dz est de méme nature que

+oo 4 ix?
[ e g,

1

1 2 z2
2
et | 1
Or, 2 2 _I%OJFOO(ZQ)’
. ia? . L
donc, comme z — gﬂ% est intégrable sur [1, +oo|,  — § %5 est intégrable sur [1, +o0[, donc, en

ticulier, [;F i ei®?
particulier, [\" " 5%

. 400 ;2
dx converge, et, par suite, fl e dxr converge.
1 ix? +oo g2 oo g2
. fo edret [ e cjx convergent, doric fo ) e* dx converge.
) ) o
Comme de plus z — €' est paire, I = ffoo e dr converge.

e Comme f est continue et intégrable (car f(t) = . Oi ()) sur R, f est définie sur R d’aprés
—+oo

la question 3.

e Soit z € R*.

Posons u(t) = f(t), v'(t) = f'(t), v'(t) = e7™*, v(t) = Le~ ",
w et v sont de classe C! sur R.

limy 10 w(t)0(t) = limey oo —€™  f(t) = 0.
X
borné :O(%’A’)*}O

Enfin, 'intégrale fj;o u(t)v'(t)dt converge (et vaut f(x)), donc on peut intégrer par parties et
ona:

fla) = /;OO w(t)v' (t)dt = Ff(t)e*m} J_r: — /:O if’(t)e*”’fdt = /;OO —ée*mf’(t)dt.

e Posons cette fois u(t) = f'(t), v/'(t) = f"(t), V'(t) =
w et v sont de classe C! sur R.

eimt’ ’U(t) — %efimt.

_i
p

limg 400 w(t)v(t) = limy 400 —Qe*”t '@ =o.
€T N
bor'né —0 d’aprés 14

Enfin, lintégrale fj;o u(t)v'(t)dt converge (et vaut f(:r)), donc on peut intégrer par parties et
ona:

flay= [ Lot

— 00

{%f’(t)e*m} +Oo/%o ! "(t)e~ =t dt

)
—0o0 - X

1 +o00 )
=—— I (t)e "tdt.

2
€ —o00

e Enfin, pour tout x € R,
f//(t)efimt _ (_462'152 —|—j(t)) eIt _462'(15273015) +j(t)67izt
_ _4ei(t7:v/2)2 % efim2/4 _|_j(t)€7ixt _ _4672'932/467;@7&0/2)2 _|_j(t)€fixt

)
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17.

ou j(t) = f"(t) + de~it* = . 2 (t%) (et ne dépend pas de z).
— oo

Par suite, t — j(t)e” ™ est continue sur R et, comme |j(t)e” ™! = |j(t)] = (%), t—

t—doo M

j(t)e~™t sera intégrable sur R, et, en particulier, fjoo j(t)e~"tdt converge et

+o0 )
/ j(t)e tat

De plus, le changement de variable affine v = t — x/2 donne la convergence et la valeur de
I'intégrale suivante :

+oo
< / i@ldt=_ 0 (1).

o rz—+o0

+o0 . +oo
/ 74671‘12/462’(1571/2)2(# _ —4@’”2/4 / e’“‘Qdu _ 7467”2/4[7

— 00 — 00

car I converge d’aprés la question 15.
. i _ . o o
Finalement, [ 7;: f"(t)e~"tdt converge comme combinaison linéaire d’intégrales convergentes et

400 ) —+00 o, ) 2 400 )
/ f//(t)e—wtdt:/ — YT /4ez(t—m/2) dt-i—/ j(t)e—zztdt

—de /AT O )= 0 (1)

r—+o0 r—+oo

e On a donc bien

f(w):—l/+Oof”(t)e_iltdt:—1 O )= 0 (%)

5o T2 z—too r—+oo

e f est continue sur R.
De plus, comme f(t) = O (%), (t*+1)f(t) = t_}Oi (1), donc t + (24 1) f(t) est bornée au

t—too
voisinage de +o00 et de —oo, et sur tout fermé borné de R, donc il existe M € R tel que :
M

t)| < .
weR If(0l< o

1

De méme, fest continue sur R (d’apres la question 3) et f(t) = O (t2

16), donc il existe N € R tel que :

d’aprés la question
P q

~ N
vte R ] < —.
R, If0l <

On peut donc appliquer la formule sommatoire de Poisson a f. D’oul, pour tout z > 0, en prenant

a=+/z,ona
> v = = F(2F).

neZ

ie, comme f est paire et donc faussi (via le changement de variable u = —t),

. R | 1 [~ =X /onn
z+2;7n2x =7 (f(0)+2;f(ﬁ>> .

Comme toutes les séries suivantes sont absolument convergentes, on a

+oo einza: -1 +oo ein2$ +oo 1

3 - =Y - —ZE:F(m)—F(O).
On a donc
.2 1 [~ X fonn . VT~ ix =
i+ (Fl@) —F(0) = —= (f(@) + Q;f (ﬁ)> . de Fla) = F(0)+ (0)—2+ﬁ;f(
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Enfin, pour tout n € N*,
A( 27L7T) ‘ < Cg xC2 CQ

= <
o \2 x4+ 4n272 Tz
1+ (22)

Jz

donc, en sommant et en utilisant 'inégalité triangulaire généralisée,
X [ 2nm ~(2nm X2
—= fl—F7=) <=z
1 \/E n

NG — dn?7?’
donc Z:: f(znﬁ) = Ow(z:) et, par suite,

T—r

—+o0

1=1

constante

2nm

F(x) = F(O) + L F(0) - | +f§jf( ™) = )+ S0 - T 0 (ava),

2 z—0t

o~

On a donc b= —i/2 et a = $ f(0).
18. Pour tout z € R,

+oo einz(z+ﬂ')

Flx+m) =
(o +m) ~
n=1
+OO elnz‘f lfL ™ 7/71 xr ’L7L27T
=2 —m Z
n=1
n pair n lmpalr
+oo ein2x +oo ein2m L
= Z 5 = Z 5~ (carn et n? ont la méme parité, donc e ™ = (—1)")
n=1 n n=1 n
n pair n impair
too eik2(4x) +oo einzz too einzr
D =il D D=l Dl
k=1 n=1 n=1
n pair
1 I ik (4) T ik (4)
=N | F(2) = Z -
12 () 7R
k=1 k=1
1
= ZF(4I) - - fF — F(z).

19. Pour tout = > 0,

Rz +n)=Im(F(x+m)) = %Im(F(le)) —Im(F(x))

= %Im <F(0) +Vzf(0) — 2iz + $%+(mﬁ)> —Im (F(O) + 7.%’ F(0) — % + Igﬁ(x x)) (qu.17)
_ _%x + 0 (ava) (car F(0) €R)
- 751' + x~?0+( )

Comme R est impaire (somme de fonctions impaires) et 2w-périodique, on a, pour tout < 0,

R(x+a) = Rixta—2m) = R(~(n+(~a))) = ~Rr+(-2) =~ (2 (-0)+ o () =32+ o (a)

On a donc R(z) = —3z + oo(x).
z—

R est donc définie et continue en 7 (cf. qu. 1) et admet un développement limité a I'ordre 1 en
7, donc R est dérivable en 7 et R'(7) = —1.
% % %
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