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Corrigé du DS07 du 13/12/2025 (4h)
Sujet A (MPI*)

Exercice 1 : Approximation uniforme de fonctions périodiques

Partie I : Préliminaires

i R — C
1. La fonction f : {

Fle w— fa- o))
Elle est également périodique car pour tout x € R, on a

est bien définie car pour tout x € R, z — [z € [0,1].

fe+)=fle+1-lz+1])=fle+1-[z] -1) = fz - [z]) = f(2).

Montrons enfin que f est continue sur R : la fonction « — 2z — |z] est continue en tout point
a ¢ 7, donc par composition et continuité de f : [0,1] — C, la fonction f est continue en tout
point a ¢ Z. Montrons que f est également continue en tout point entier : si a € Z, alors par
continuité de fen Oet 1 :

Yz €la,a + 1], f(x)zf(a:—a) — f(O):f(a),

z—at

Ve €la—1Lal,  fl@)=flz—at+l) = f(1)=f(0)= fla),

T—a—

donc f est bien continue en a. ~
Finalement, f est périodique et continue sur R, donc f € Cper.

2. Soit f € Cper. La fonction f étant continue sur R, elle est uniformément continue sur tout
segment (d’aprés le théoréme de Heine). Fixons un réel € > 0 et appliquons le théoréme de
Heine sur un segment qui couvre strictement plus qu’une période, par exemple [0,2] (deux
périodes). Il existe donc un réel § > 0 tel que

V(u,v) € 0,2, Ju—v] <8 = [f(u) - f(v)| <e.

Montrons alors que le réel 6’ = min(d,1) > 0 convient a tous les couples de réels : soit z,y deux
réels tels que |z —y| < ¢’. On peut supposer z < y sans perte de généralité, donc 0 < y—x < 4.
Par périodicité de f, on a f(t + a) = f(t) pour tout t € R et tout a € Z, donc

[f (@) = f)l = [f(x = [2]) = fly = [=])]-

Mais0<z—|z|<y—|z|]<ax+d—|z] <14+ <2 doncu=2x—|z]etv=y—|z] sont
dans [0, 2] et vérifient |u — v| = | — y| < ¢’ <4, ce qui permet de déduire

[f(@x—[z]) = fly—[z])| <e.

Ainsi, on a bien |f(x) — f(y)] < e pour tous réels z,y tels que |z — y| < ¢, ce qui montre la
continuité uniforme de f sur R.

3. Lemme de Cesaro, exercice trés classique (voir exercices MP2I pour une démonstration directe,
ou alors voir CH1 MPI pour une démonstration a partir du théoréme de sommation des relations
de comparaison).

Partie IT : Théoréme de Fejér et applications

1 I p2imkz |1
/ er = / 2R qp = - =0
0 0 Ql'ﬂ'k 0

Corrigé du DS07 du 13/12/2025 (4h) 1/13
Sujet A (MPI¥)

4. Pour tout k € Z*, on a




Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

(par périodicité de exponentielle complexe), et pour k = 0, fol ey = fol dx =1, donc
1
Vk € Z, / er = 0k,0-
0

On déduit par linéarité de I'intégrale que pour tout NV € N :

N
/ Kn(y dy—mz 3 o= 3y Do1= 1.

n=0k=—n n=0

n
5. Soit N € Net z € R\ Z (ainsi, e*™ # 1). Pour tout n € [0, N], la somme Z ex () est

k=—n
géométrique de raison g = e?"®, donc
n . 2n . 1— q2n+1
> e quZq B B e e
k=—n k=—n k=0 q
o 1 —n n+1
=14 (¢ ",
donc en resommant :
N n N —N-1 N+1
1 -1y l—gq q(1—¢"*)
3 5 = (S e ) - o (S
n=0k=—n 1_q n=0 1_q 1_q ]-_q
_ 1 (q —q " N V2 q) " -2+ g (¥ =24 VD),
l—g\ ¢-1 1-gq (1-q)? (1-q)?

Il reste a expliciter les termes :

- N+1 - N+1

. . 2
qN+1_2_|_q7(N+l) — T T _g pmiTe T <61(N+1)7rz _ 671(N+1)7rx) _ —4Sin2((N+1)7TI);

q 27T el 2 1 2 1 2 1
(1—q)? - (1 — ei2me)2 - (1 - ei%x) - (e—i” - e”’”) - (—21’ sin(mc)) - _4sin2(7rx)'

D’ou le résultat :

KN((L')

an

5 3 a0 = vy (Mae™)

Remarque
L’intérét de ce calcul pénible est de montrer notamment que Ky est positive.

6. On fixe f € Cper, N € Net z € R.

(a) Par définition de o (f) et linéarité de l'intégrale, on a :

1 N 1 N n
on(f)(z) = N1 an(f) “NT1 Z Z cr(f)ex(z)
n=0

n=0k=—n

n

1 & L
= m;k;n </0 f(y)e—k(y)dy> ex()

- rw NHZM_Z”% eilw) | dy = [ 1)x(a =y

=er(z—y)

Corrigé du DS07 du 13/12/2025 (4h) 2/ 13
Sujet A (MPI¥)



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

Remarque
On reconnait la un produit de convolution sur le segment [0,1] : on(f) = f * K.

Puisque fol Ky(y)dy = 1, on a f(z) = fol f(z)Kn(y)dy donc d’aprés la question précé-
dente :

1 1
ox (@) = 5@ = [ W kxta -y - [ f@Kl)ds
0 0
En effectuant le changement de variable z = x — y dans la premiére intégrale, on obtient

/ fW)En(z —y)dy = / ' f(z — 2)Kn(2)dz.
0 rx—1

Mais la fonction z — f(x — 2) Kn(2) est périodique, donc

/:1 flx—2)Kn(2)dz = /01 Fz— 2)Kn(2)dz

(Uintégrale est la méme sur n’importe quelle période). Finalement, on obtient :

1 1 1
on (/) (@)~ f(z) = / Fa—y)Kn (y)dy— / @)Ky (y)dy = / (Fa—y)— f (@) Kn (v)dy.

7. Soit f € Cper-

(a)

On fixe un réel € > 0. La fonction f est continue et périodique donc uniformément continue
(cf 2.), d’ou lexistence d’un réel 6 > 0 (que 'on peut supposer < 1/2 quitte a le diminuer)
tel que

Y(u,v) € R? lu—v| <6 = |f(u)— f(v)| <e.
On a alors, pour tout x € Ret y € [0,6], [(x —y) —z| = |y| <4, donc |f(z—y) — f(z)] <e,
ce qui permet de majorer 'intégrale proposée :

) ) 1
/ @ —y) — F@)|Kn(y)dy < / Ky (y)dy < < / Kn(y)dy = <.
0 0 0

(n’oublions pas que Ky > 0). En outre, par périodicité de y — |f(x —y) — f(x)|Kn(y), on
a avec le changement de variable y <y — 1 :

/1 @ —y) — @) Kn(y)dy = / e =9) = F@)Kn iy

-0

donc on obtient de méme

1

/1 (@ —y) — F@)|Kn(n)dy < / K n(y)dy < /O Kn(y)dy = ¢

) 1-6
(puisque pour tout x € Ret y € [—§,0], ona |(z—y)—x| = |y| < d donc |f(xz—y)—f(z)| < e
comme dans le cas précédent).
Fixons un réel § > 0. Pour z € [§,1 — 6] C]0,1[,on a0 < 76 < 7z < 7(1 —§) < 7, donc la
fonction = +— m est continue sur [d,1 — d] (sin(wz) ne s’y annule pas). On peut donc
facilement majorer l'intégrale proposée :

< 2l /1—‘5 sin® (N +1)ry) - 20l lloe /1—5 dy
~ N+1 Js sin?(my) ~ N+1J;  sin®(my)

> 0 (qui ne dépend bien que de § et de f),

1-6
/5 =)~ (@) K ()dy

_ 1-6
En posant ks 5 = 1071 4 2|| fl|ls [ Sin;igfﬂy)

on obtient la majoration souhaitée :

1-6
VNN, Vo e R, /5 F@—y) — f@lEn()dy < 325
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(¢c) Montrons le théoréme de Fejér, c’est-a-dire la convergence uniforme de (on(f)) vers f sur
R. Pour € > 0 fixé, on choisir un réel 0 < § < % vérifiant la propriété de la question 7.(a).
D’apreés la formule obtenue en 6.(a) et la positivité de Ky :

1

; (fx —y) = f(2)Kn(y)dy

1 é 1-06 1
< [ e = f@lxmdy = [ 1@ - f@lExmdy [ [ e,

Les questions 7.(a) et 7.(b) donnent donc la majoration :

V(N,z) e NXR, |on(f)(z) = f(z)] =

V(N,z) e NxR, |on(f)(x)— fz)] <2+ %

Or, ;‘s—Jrfl v 0 donc il existe un entier Ny > 1 tel que
—+o0

N=Ny = Ve eR, |on(f)(z) - f(@)] <3 = [lon(f) = flloo < 3e.
On conclut que |lon(f) — flloo N 0 donc (on(f)) converge uniformément vers f.
— 400

8. Soit f € Cper NC™
(a) Pour k€ ZetneNon a

1 1
k(f(n)) :/0 f(n)(y>€7k(y)dy :/0 f(”)(y)e_%”kydy.

En effectuant une intégration par parties, on obtient

Ck(f(n)) _ {f(nfl)( ) 72m'ky _ 2271']43 / fn 1) 72i7rkydy.

Le crochet est nul par périodicité de y — f(”*l)(y)e*%’rky, d’ou la formule :

er(f™) = Qirk)er(fO).

On en déduit par récurrence simple la relation :

er(F) = (2imk) e (f).
(b) D’apres la question précédente appliquée avec n = 2 :

1

* 1 ' —247
e alf) = gapal) =~ | 7 we

donc )
1
* < 1 .
VkeZ ’ |ck(f)| = 47T2]€2/0 ‘f |

On en déduit par comparaison de familles a termes positifs que

17—y 15
> le(H) = leoDl + Y ler(H] < leoDl + Y s =1 Qﬂszg %,

kEZ kez* kezZ*

donc (cx(f))rez € £H(Z).

(¢) Montrons enfin que (S, (f))nen converge uniformément vers f (résultat qui améliore le
théoréme de Fejér puisque dans ce cas on a directement la CVU de (S, (f)), pas besoin de
reprendre la moyenne de Cesaro (on(f))).

Pour tout n € N*, on a
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et cette série de fonctions converge normalement sur R puisque

+oo too
Sl en(en(e) + e nlPew@)lloe < 3 er(H+ len(D) < 3] < +o0
k=1 k=1

kEZ

donc la suite (S, (f)) converge uniformément sur R, vers une fonction notée g : R — C.

A fortiori, la suite (S,(f)) converge simplement sur R vers g, donc la moyenne de Cesaro
(on(f)) converge simplement sur R vers g (d’aprés la question 3.)

Mais d’aprés le théoréme de Fejér (cf. 7), la suite (on(f)) converge uniformément, donc
simplement vers f. Par unicité de la limite simple, on en déduit que g = f, donc finalement,
(Sn(f)) converge uniformément sur R vers f.

Remarque
Résultat trés important dans la théorie des séries de Fourier : pour toute fonction périodique
de classe C*, la série de Fourier S, (f) converge uniformément vers f sur R.

X ok Xk
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Exercice 2 : Endomorphismes cycliques

Partie I : Matrices compagnons et endomorphismes cycliques

1. M et MT ont méme polynéme caractéristique car pour tout = € K, on a

xu(x) = det(xl, — M) = det((xl, — M)T) = det(xI, — M") = xpr(z).

Puisque sp(M) est ’ensemble des racines dans K de 7, on en déduit que sp(M) = sp(M7T).

. Si M est diagonalisable, alors il existe P € GL,(K) et D € M, (K) diagonale telles que
P~'MP = D. En transposant, on obtient

DT — PTMT(P—l)T _ Q_lMTQ,

ot Q = (P~HT = (PT)~! est inversible et DT = D est diagonale, donc M7 est diagonalisable.
En réappliquant ce raisonnement & M7, on obtient que si M7 est diagonalisable, alors (M7T)T =
M aussi. On a donc M7 diagonalisable si et seulement si M diagonalisable.

. Soit X € sp(Cg) = sp(Cq) (donc une racine de @ dans K), soit X = (z; -+ z,)7 un vecteur
colonne de K”. On résout :
o = )\iL’l
Ir3 = )\1'2
CHX =AX =

Tn = Axn—l

—agx1 — 1Ty — ** — Ap_1Tpn = ALy,

To9 = /\1‘1

Tr3 = AQ,Il 1
A

= — X ==z
T, = A"l ' y
(o +a A+ -4 ap A" Az =0 An—1
=Q())=0

Ceci montre que le sous-espace propre E) = K er(Cg — M) est de dimension 1, et a pour base
le vecteur (1,\,---, A" 1).

. ’endomorphisme f € L(E) est cyclique si et seulement s'il existe zg € F tel que la famille

B, = (w0, f(z0), -+, f* Y(x0)) = (€0, ,en_1) est une base de E. Dans toute base B,, de ce
type, on a f(e;) = e;41 pour tout 0 <i<n—1et f(e,—1) € Vect(eg, - ,en—1), donc

0 ... ... ... 0 b

1 0 ... ... 0 b

0o 1 " D by

Matho (f) = . . . )

: 010 by

0 ... oo 0 1 by
ou (bo, -+ ,bn—1) sont les coordonnées du vecteur f(e,—1) = f"(xo) dans la base By,.

Ainsi, tout endomorphisme cyclique se représente par une matrice du type C¢q (en posant a; =
—b; pour tout i € [0,n — 1]).

Réciproquement, s’il existe une base B = (eg, -+ ,en,—1) de E dans laquelle la matrice de f
est Cg, alors par lecture des colonnes de Cg, on a f(eg) = e1,---, f(en—2) = en—_1, donc
B = (eq, f(eo), -, f" (eo)), ce qui montre que f est cyclique.

On a ainsi I’équivalence voulue.

. Soit f un endomorphisme cyclique. D’aprés la question précédente il se représente dans une
base par une matrice du type Cq. Ainsi, f est diagonalisable ssi Cg est diagonalisable, ce qui
équivaut d’aprés la question 2. a C’g diagonalisable. En utilisant les résultats de la question 3.,
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C’g est diagonalisable ssi elle posséde n sous-espaces propres distincts (puisqu’ils sont tous de
dimension 1), ce qui revient & dire que Xcg est scindé & racines simples sur K.

Mais d’apreés la question 1., XcE = XCq = X donc finalement, f est diagonalisable ssi )¢ est
scindé a racines simples sur K.

6. Supposons f cyclique et fixons zg € E tel que (zo, f(z0), -, f* (z0)) soit une base de E.

e Montrons alors que la famille (Idg, f,--- , f*!) est libre dans L(E) :si Zz_é o f* = 0r(m)

avec les a;, € K, alors en évaluant en xy on obtient Ek 0 arf¥(zg) = 0, ce qui entraine
g = =q,_1 =0 car (f(k)(mo))0<;€<n 1 est libre par hypothése.

e Notons 75 = X%+ aq_1 X4 1+ +ap € K[X] le polynome minimal de f, de degré d € N*.
Puisque 74(f) = 0z(g), on a fé=—ag_1f¢ ' - —apldg, donc la famille (Idg, f,--- , f%)
est lie dans L(FE), ce qui impose d > n d’aprés le point précédent (qui implique que toute
sous-famille de (Idg, f,---, f"~') est libre). Ainsi, deg(m¢) > n, mais x s est annulateur de
f (théoréme de Cayley-Hamilton) de degré n, donc on a aussi deg(my) < n. Finalement,
deg(my) = n = dim(E).

Remarque
On a en fait mp = x5 (puisque w¢ divise x ¢ en général, et ces deux polyndomes sont unitaires
et de méme degré ici).

Partie IT : Etude des endomorphismes cycliques

7. Si f est nilpotent d’indice r € N*, alors pour tout vecteur zq tel que f"~!(xg) # Op (qui existe
car f71), la famille (xo, f(x0), -+, f""(z0)) est libre (exercice ultra classique, & savoir refaire
impérativement, et donc r < n au passage). Ainsi :

e si r = n, alors en choisissant un tel vecteur xq, on a (zo, f(zo), -+, f" 1(xg)) libre et de
cardinal n, donc c’est une base de E, ce qui montre que f est cylique.

e si 1 < r < n, alors pour tout vecteur x € E, la famille (z, f(z),---, f" 1(x)) est lide,
puisqu’elle contient le vecteur f"(x) = Og, donc f n’est pas cyclique, puisqu’il n’existe pas
de base de E du type voulu.

0 ... ... 0
1 0 0
0 1
On a donc bien f cyclique ssi = n. Dans ce cas, la matrice compagnon est
1
0 0 1

(puisque f(f"~!(z0)) = f"(z0) = 0p).
8. e Pour tout polyndome @Q € K[X], le SEV Ker(Q(f)) est stable par f : en effet f commute
avec Q(f) donc :

x e Ker(Q(f) = QU)(f(2) = f(QU)(x)) = f(0p) =0 = f(z) € Ker(Q(f)).

En appliquant ceci aux polynomes (X — A;)™*, on obtient que pour tout 1 < k < p, le
sous-espace caractéristique Fj, = Ker((f — \pIdg)™*) est stable par f.

o Les polynémes (X —Aq)™, .-+, (X —A\,)™» sont premiers entre eux deux & deux dans K[X]
(puisqu’ils n’ont aucune racine complexe commune), donc d’aprés le lemme des noyaux :

» P
Fo---0oF, = @Ker((f—)\kldE)m’” = Ker (H = eldg) k) = Ker(xs(f))-
k=1 k=1

Mais d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, xf(f) = 0z(g), donc

e -oF,= KGT‘(OL(E)) =F.
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9.

10.

11.

12.

Pour 1 < k < p, endomorphisme induit ¢y = (f — A\pIdg)p, vérifie :
Vo € Fy, @)% (x) = (f — \Mldp)™" (z) = 0g,

(par définition du noyau Fy), donc ¢]"* = Oz(p,), ce qui montre que ¢y, est nilpotent.

Comme expliqué dans la question 7., I'indice de nilpotence d’un endomorphisme nilpotent d’un
K — ev G est toujours inférieur ou égal a la dimension de G. En appliquant ce raisonnement &
Vinduit ¢y € L(F}) (qui est nilpotent d’indice vy), on obtient vy, < dim(F}).

On a supposé que la famille (Idg, f, -+, f*~!) est libre dans £(F). Comme montré dans la

question 6., cela entraine que le polynéme minimal de f est son polynome caractéristique, c’est-
P

a-dire 7y = x5 = H(X — X)L

k=1
En outre, puisque v, est I'indice de nilpotence de ¢y, on a Ty, = X" donc 7y, = (X — A )7"
pour tout k € [1,p] (en effet, pour tout @ € K[X], Q(X) annule l'induit fr, ssi Q(X + Ag)
annule o = fr, — Apldr,). Vu que 7y, divise 74 = X ¢, on obtient que (X — Ay)"* divise xy,

donc v, < my.
P

Enfin, le polyndme H(X — Ar)”* annule f, car chaque facteur (X — A;)”* annule 'induit fp,
k=1

et les Fj, sont supplémentaires dans E. Donc xy = s divise [[}_;(X — Ax)”* ce qui ameéne

my < Vg, et donc finalement my = vy, pour tout k € [1, p].

e Les questions 10. et 11. donnent my = v, < dim(F}) pour tout 1 < k < p. Mais on a aussi

P p
> my =deg(xy) = n=dim(E) = dim(Fy),
k=1 k=1

P
(puisque les F}, sont supplémentaires dans E) donc 0 = g (dim(Fy) — my,), et cette somme
—_—— ——

k=1 >0

nulle de réels positifs entraine dim(Fy) = my pour tout 1 < k < pT

e Pour tout 1 < k < p, endomorphisme ¢, € L(F}) est nilpotent d’indice v, = my =
dim(F}), donc est cyclique par la question 7. : il existe donc une base By de Fj telle que

0 ... ... ... 00
1 0 ... ... 00
0o 1 . © 0
MatBk(‘)Ok) = s .. . N I

donc

>
e

e
[en)

0 K 0
Matp, (fr,) = Matg, (pr + Meldp) = | . . . . . .| =Jk €M (C).

0 ... ... 0 1 X

Puisque Fi, - - - , I, sont supplémentaires dans I et stables par f, on obtient en concaténant
Bi,--- ,Bp une base B = (u1,--- ,u,) de E dans laquelle la matrice de f est de la forme
voulue :

Ji (0)
Matp(f) = -
(0) Jp
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Remarque
Encore un exemple de réduction de Jordan. ..

13. Le vecteur proposé par I’énoncé est zo = y1 + 42 + - -+ + v, avec

Y1 =1ur € Fla Y2 = Um,+1 € F27 0 Yp = Umgteedmp o +1 € Fp

(ce sont les premiers vecteurs des bases By, - - , B, précédemment construites). Pour tout poly-
noéme @ € C[X], on a

Q(f)(x0) = Q(f)(y1) + -+ Q(f)(yp)
avec chaque Q(f)(yx) dans chaque Fy (puisque Fy est stable par f, il est stable par Q(f)). Vu

que Fy,--- , F, sont en somme directe, on a donc
Q(f)(@o) =0p < Vk € [Lpl, Q(f)(yr) = Op.
Mais chaque base By, est "cyclique", c’est-a-dire de la forme By = (v, o (yk), - - ,gazl’“_l(yk)),

donc puisque f — ApIdg commute avec Q(f) :

VjeN, QN (e’ (yk)) = QUA(Sf — MeIdp) (i) = (f — Meldp)” (Q(f) (yr)),

et ainsi chaque condition Q(f)(yx) = O équivaut a 'annulation de Q(f) sur la base By, donc
sur Fy. Par supplémentarité des F} dans F, on en déduit

Q(f)(w0) =0r <= Q(f) =0, < 7/|Q.

Ainsi, les polynémes cherchés sont exactement les annulateurs de f.

14. Avec le vecteur zo précédemment construit, on obtient que la famille (zo, f(z0), -+, f" 1 (x0))
n—1 n—1

est libre : en effet, si Z akfk(xo) = 0 avec les ai, € C, alors le polynoéme @ = Z ap X * vérifie
k=0 k=0

Q(f)(xo) = O, ce qui entraine Q(f) = 0. (z) d’aprés la question précédente.

Mais deg(Q) < n = deg(my) donc Q = 0, c’est-a-dire (ag, - ,an—1) = (0,---,0).

Ainsi, (29, f(20), -+, f" 1(x0)) est une base de E (car libre de cardinal n), ce qui prouve la
cyclicité de f.

Partie III : Endomorphismes commutants, décomposition de Frobenius
15. Montrons que C(f) ={g € L(E), fog=go f} est une sous-algébre de (L(E),+,0,") :
e Le neutre multiplicatif Idg appartient & C(f) puisque foIdgy = f = Idgo f.

e Stabilité par produit : si g1, g2 sont dans C(f), alors g; o go aussi puisque :
folgioge)=(fogi)oga=(g10f)oga=gi0(foge) =gio(g20f)=(g1092)0f.

e Stabilité par combinaison linéaire : si g, g2 sont dans C(f), alors pour tout A € K, Ag1 + g2
aussi puisque :

foAgr+g2) =Afog1)+ (foge) =Mgiof)+(g20f)=(Ag1+g2)0f.

16. Dans cette question, on suppose que (zo, f(zo) -+, f* (o)) est une base de E.

e Si g € C(f), alors g commute avec toutes les puissances f/ (j € N), donc pour tout
0<j<n—1:

9(f(w0)) = F(glo)) = f (Z Akfk<xo>> = M) = 30 M (o).
k=0

k=0 k=0
n—1
Ainsi, les endomorphismes g et > A\xf* coincident sur la base (xo, f(xq), -+, f*"*(z0)),
k=0

n—1
donc ils sont égaux, ce qui montre que g = R(f) avec R = Y M. X* € K,,_1[X].
k=0
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e Réciproquement, si ¢ = R(f) avec R € K,,_1[X], alors ¢ € C(f) (tout polynéme en f
commute avec f).
On a donc bien I’équivalence voulue.
17. Montrons que si Fy,--- , F,. sont des SEV de F tels que Fy U---UF,. est un SEV de E, alors un
des F; contient tous les autres. On procéde par récurrence sur r > 2.

e Initialisation (cas r = 2 trés classique) : supposons que F; U Fy est un SEV de E.
Si i ¢ Fy et Fy ¢ F, alors il existe 21 € Fy \ Fo et z9 € Fy \ F1. Mais 1 et a2 sont
dans le SEV F; U F5, donc 1 + z9 € Fy U Fy. Si 1 + zo € F}, alors par différence,
x9 = (1 + x2) — 1 est dans F, ce qui est contradictoire. De méme, si x1 + x2 € Fy, alors
x1 = (1 + x2) — x2 € Fy, ce qui est contradictoire aussi. Donc Fy C F; ou F» C F;.

e Hérédité : Supposons la propriété vraie pour r > 2 fixé et montrons-la pour » + 1 SEV
Fy,--- ,Fr4q1. Notons ' = Fy U---U F,.;1 et supposons que F' est un SEV de E.
Plusieurs cas se présentent :

* sl Frpp C(FAU---UF,),alors F1U---UF, = F est un SEV de F donc par hypotheése
de récurrence, un des F; (avec 1 < i < r) contient tous les autres.

*si(FyU---UF,.) C F,41, alors F,. 1 contient tous les autres SEV.

*siFrp & (F1U---UF.) et (F1U---UF,) ¢ F.yq, alors il existe z € F, 1\ (F1U---UFE},)
etye (FAU---UF)\ Fry1.
Essayons alors d’adapter le raisonnement fait dans 'initialisation : il ne fonctionne pas
tel quel car F' = (F1U---UF,)UF,11, mais FyU---UF, n’est pas un SEV de E a priori.
Une solution est de considérer plusieurs combinaisons linéaires (au lieu de seulement
x +y) : puisque z et y sont dans F, alors pour tout A € K, \e +y € F.
Si Xt +y € Frpq, alors y = Az +y) — Az € F.41 (puisque z € F,41), ce qui est
contradictoire. Donc

VA eK, X+yeFLU---UF,..

Puisque A — Az + y est injective (en effet x # O sinon il serait dans Fy, exclu) et que
K est infini, on a nécessairement

Jiel,r], IN#XN, M+yeF, Nz+yekF,.
On en déduit par stabilité de F; que

Mr+y)—Ne+y)=AN=-N)zeF,
£0
et donc x € F; avec 1 < i < r, ce qui est 14 aussi contradictoire. Ce troisiéme sous-cas
est donc impossible.
On a donc montré qu'un des F; (avec 1 <i < r + 1) contient tous les autres.

Finalement, la propriété est vraie pour r = 2 et héréditaire, donc elle est vraie pour tout entier
r> 2.

18. Soit x # 0g.
e L’ensemble I, = {P € K[X], P(f)(z) =0g} est un idéal de K[X] car :
* Le polynome nul P = Ogx) est dans I, puisqu'’il vérifie P(f) = Oz(g) donc a fortiori

P(f)(x) = Op.
* Si P,Q sont dans I, alors P + Q aussi car
(P+Q)(N))(=@) = (P(f) + Q(N))(x) = P(f)(z) + Q(f)(z) = 0 + 0 = 0p.
* SiPel, et QeK[X], alors PQ € I, car
(PQ)(N)(x) = (P(f)eQ(f)(x) = (Q(f)oP(f))(x) = QU)(P(f)(x)) = Q(f)(0r) = 0r

(car Q(f) € L(E)).
e Cet idéal contient I'idéal I = {P € K[X], P(f) =0z} (formé des polynéomes annulateurs
de f). Puisque I = n;/K[X] # {0} (vu que deg(nry) = d 1), on en déduit que I, est non
nul.

Corrigé du DS07 du 13/12/2025 (4h) 10/ 13
Sujet A (MPI¥)



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

e Comme tout idéal non nul de K[X], I, est engendré par un (unique) polyndme unitaire

Tz On a alors
I = 1/K[X] C 7y K[X] = I,

donc 7y, divise 7y.

19. Suivant 'indication, considérons la famille de SEV (F,)zz0, = (Ker(mf,2(f)))zs0m-
Puisque chaque polynéme 7y, est un diviseur unitaire de 7y, on en déduit que la famille
de polynomes (7¢4 )20, est finie (en effet, comme tout polynéme non nul, 7 posséde
un nombre fini de diviseurs unitaires, d’aprés le théoréme de décomposition en facteurs
irréductibles). Ainsi, il existe ug,- - ,u, de E tels que

U Fo=F,u--UF,.
I;ﬁOE
Tout vecteur x € E \ {Og} est dans Ker(ms,(f)), étant donné que 7 ,(f)(x) = O par
définition de l'idéal I, et le vecteur nul aussi (puisque ce sont des SEV). D’ou I'égalité
E=|J Fo=F,U---UF,,.
I#OE
Ainsi, d’apreés la question 17., un des F,,, contient tous les autres, donc est égal a E.
Il existe donc 1 € F tel que
E=F;, = Ker(rsqs,(f)),
donc 7¢ 4, annule f. On en déduit que 7y divise 7y, dans K[X], mais on sait aussi (d’aprés
qu.18) que 7y ., divise 7f. Ces deux polyndmes étant unitaires, on en conclut 7f ,, = my.
Le vecteur z; vérifie deg(ms 4, ) = d, donc puisque 7 5, engendre I, , on en déduit que pour
tout polynome @ € K[X] de degré < d :
Q(f)(z1) =0r = @ = Og[x,
c’est-a-dire que la famille (x1, f(z1), -, f4 (z1)) est libre.
20. On pose (e1,ez- - ,eq) = (z1, f(x1), -+, f4 (1)) pour tout 1 < i < det By = Vect(er, - ,eq).
e Montrons que E; est stable par f en montrant que f(e;) € Eq pour tout 1 <14 < d.
Tout d’abord pour 1 <i <d—1, f(e;) = fi(z1) = e;41 € E1.
En outre, en notant
Tfax, = Xd + adledil + -+ ap,
on a
d—1 d—1
05 = Tpw, (F)(@1) = fHz0) + Y arff @) = f1(1) + ) akerta,
k=0 k=0
donc f(eq) = f¥(z1) € Vect(ey, -+ ,eq) = Ey.
Par linéarité de f, on en déduit que
f(Er) =Vect(f(er), -, f(ea)) C Ex.
Soit P € K[X]. Par division euclidienne il existe un unique couple (@, R) € K[X]| x Kg4_1[X]
tel que
P=7pQ+R=Qns. +R,
donc en évaluant en f puis en z :
P(f)(@1) = QU ) (s, (F)(@1)) + R(f) (1) = R(f)(w1) € Veet(ar, f(an), -+, [ an)),
—_——
=0g
ce qui montre {P(f)(z1), P € K[X]} C Ei. _
L’inclusion réciproque est évidente (puisque e; = f*~!(x1) pour tout 1 < i < d), donc on a
Pégalité Ey = {P(f)(z1), P € K[X]}.
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21. La famille (z1,11(21), -+, 9% (@1)) = (z1, f(21),- -, f4H(x1)) est une base de F; donc l'en-
domorphisme induit ¢, = fg, est cyclique.
22. Notons ® = e;* € E* la forme linéaire qui & un vecteur x € E associe sa d° coordonnée dans la
base (e1,- - ,en). Considérons ’ensemble
F={zcE, VieN, &(f(z)) =0} = (| Ker(®o f)
‘€N
(c’est bien un SEV de E en tant qu’intersection de SEV).
e [ est stable par f car si # € F, alors pour tout i € N, ®(f(f(x))) = ®(f**'(z)) = 0
(puisque ®(f7(z)) = 0 pour tout j € N) donc f(z) € F.
e Fy et F sont en somme directe car si x € E; NF, alors x = Z?:I Aie; avec les \; € K, ainsi
que ®(f7(x)) = 0 pour tout j € N donc
d
0=2%o(zx) =ej <Z /\iei> = A4,
i=1
donc z = 324" \e;, puis
d—1 d—1
0=2(f(z)) =€z (Z )\if(ei)> =€ (Z )\iei+1> = Ad-1,
i=1 i=1
et en itérant, on obtient \y = --- = A; = 0 donc x = 0g.
E — K4
23. L’application ¥ : { _ est linéaire et les calculs de la
P v o= (@), 2(f(@) - R(f (@)
question précédente montrent que si x = Zle Aie; € B, on a
U(z) = (B(2), D(f()), -, ®(f* (@) = Nas Aa—1,7 -+ s A1)
donc la restriction Vg, : By — K< est Iapplication qui a4 2 € E; associe ses coordonnées dans
la base (e1,---,eq) de Eq, c’est donc un isomorphisme linéaire.
24. On a clairement F' C Ker(¥) (par définition de F).
Montrons I'inclusion réciproque : si x € Ker(¥), alors ®(f!(z)) = 0 pour 0 < i < d—1, montrons
qu’il en est de méme pour k € N quelconque. Pour k € N, on a par division euclidienne
Xk = Qﬂ'f + R,
avec @ € K[X] et deg(R) < deg(ms) = d, donc
f*=Q(f) oms(f) + R(f) = R(f),
ce qui entraine f*(z) = R(f)(x) € Vect(x, f(z), -+, f41(x)), et donc par linéarité de ®, on
obtient ®(f*(x)) = 0, c’est-a-dire x € F. On a donc bien F = Ker(¥).
Ainsi, dim(F) = dim(Ker(¥)) = dim(E) — rg(¥), mais d’autre part :
K¢ =V¥(F,) C ¥(F) C K4,
donc rg(¥) = d, et on conclut dim(F) =n —d.
Finalement dim(F; @ F) = dim(E;) + dim(F) =d+ (n —d) =n, donc E, @ F = E.
25. Démontrons alors le théoréme de décomposition de Frobenius : d’aprés ce qui précede, on a (en
posant Fy = F) : E = E1 @ Fy avec F; et Fy stables par f, et I'induit 1 = fg, est cyclique.
e si F} = {0g}, alors c’est terminé (cela correspond au cas ou f est cyclique).
o si Fy # {0g}, alors 1 < dim(F}) < dim(FE), et on applique ce qui précéde a ’endomorphisme
induit fr, € L(Fy) : il existe deux SEV FEy et Fy stables par fr, (donc par f), tels que
Fy = Ey @ Fy, dim(F) < dim(Fy) et Vinduit ¥2 = (fr, )5, = fE, est cyclique.
On a donc E = E; ® E» @ Fy, avec 91 = fg, et 12 = fg, cycliques. De plus, my, divise 7y,
mais ¢y étant cyclique en dimension d, on a d’aprés la question 6. deg(my, ) = d = deg(ny),
donc my, = ms. Puisque my, divise 7¢, on en déduit que my, divise my, .
Corrigé du DS07 du 13/12/2025 (4h) 12/ 13

Sujet A (MPT*)



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

26.

27.

e On poursuit cet algorithme tant que dim(Fj) > 0, et il se termine car la suite (dim(Fy))
est une suite d’entiers strictement décroissante. On obtient donc Iexistence d’un rang r ou
les propriétés souhaitées sont vérifiées.

Reprenons les notations de la question précédente pour la décomposition de Frobenius de f.

. - L(E) XX L(E.) —> L(E) P
Considérons 'application A : { définie par
PP (917"' ag’l‘) — A(gla 797‘) P
VJIEE7 A(glvn'agr)(x):gl(x1)+"'gT(l‘7‘)v

oux = ka et les z € Ey (ce qui a du sens puisque E = FE1 @ -+ ® E,.).

k=1
Remarque
Alg1,--+ ,gr) est Vunique endomorphisme de E obtenu par "recollement” de g1, , gy

Ainsi définie, A est linéaire de L(FE) X -+ x L(E,) & valeurs dans L(E).

De plus on montre facilement que A est injective et que A (C'(¢1) x -+ x C(3,)) C C(f).

Ainsi dim (C(f)) > dim (C(1) x -+ x C()) = dim (C(t)) + - + dim (C(8)).

Or pour i € [1,7], en notant n; = dim E; on a C(v;) = Vect(¥?, 4}, ..., M~ ") d’aprés la
question 16.

Comme v; est cyclique alors (19,41, . .. ,1/);“71) est libre d’aprés 6.

Donc dim (C'(¢;)) = n; = dim (E;), d’ou

dim (C(¢1))+- - -+dim (C(¢,)) = dim (Eq)+- - -+dim (E,) = dim (B, & - -- @ E,.) = dim(E) = n.

Ainsi dim(C(f)) > n.

On a C(f) = K[f], donc dim(C(f)) = dim(K[f]) = deg(my) (résultat du cours) et par la question
précédente, deg(ms) > n.

Mais 7¢ divise x s (qui est de degré n) donc par suite deg(my) = n, c’est-a-dire d =n et E = Ej.
Ainsi, f = 1 est cyclique.

X 3k Xk
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