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DS07 du 13/12/2025 (4h)
Sujet A (MPT*)

Le sujet se compose de 2 exercices indépendants.
Calculatrice interdite.

* ok Xk

Exercice 1 : Approximation uniforme de fonctions périodiques

Pour tout y € R, on notera |y] la partie entiére de y, c’est-a-dire I'unique entier relatif |y| € Z tel
que |y| <y < |y] + 1. Pour tout sous-ensemble A C R, on notera 14 sa fonction caractéristique.

Pour tout z € C, on notera |z| le module de z. On notera ¢!(Z) I’ensemble des suites de nombres

complexes (zr)rez telles que > |z| < +o0.
keZ

On dira qu’une fonction continue f : R — C est périodique de période T > 0 si pour tout = € R,
on a f(x+T) = f(z). Dans ce probléme, on supposera toujours que 7' = 1 et on dira simplement
qu’une fonction continue f : R — C est périodique si pour tout © € R, on a f(xz + 1) = f(x). On
notera Cper l'espace vectoriel de toutes les fonctions f : R — C continues et périodiques muni de la
norme ||.||o définie par

[flloe = sup | f(z)].
zeR

Si f € Cper est une fonction continue et périodique que I'on suppose de plus de classe C* sur R,
on notera f("™) pour tout m € N, la dérivée m-iéme de f qui appartient encore a I'espace Cper- On

rappelle qu’une suite (fy,)nen de fonctions de Cper converge uniformément vers f € Cper lorsque
lim ||fn — flleo = 0.

n——+00

Pour tout k € Z, on notera e € Cper la fonction définie par
er(x) = exp(2mikx) pour tout z € R.

Soit une fonction f € Cper. Pour tout k € Z, on définit ¢x(f) € C, le k-iéme coefficient de Fourier
de f, par

elf) = /0 F)e—r(y)dy.

Pour tous n, N € N, on définit les fonctions Sy, (f) € Cper €t on(f) € Cper par

n N
Suf) = 30 elher et onlh) = 5 D Sall).
n=0

k=—n

I. Préliminaires

Le but de cette partie est d’établir des résultats préliminaires qui seront utiles dans la partie II.

1. Soit f: [0,1] — C une fonction continue telle que f(0) = f(1). Soit f: R — C la fonction définie

par f(z) = f(x — |z]) pour tout x € R. Montrer que f € Cper.
2. Montrer que toute fonction f € Cper est uniformément continue sur R.

3. Soit (z,)nen une suite de nombres complexes qui converge vers z € C. Montrer que la suite de
nombres complexes (Zy)nen définie par

1 N
Iy = —— n
N N+17;)Z

converge aussi vers z.

DS07 du 13/12/2025 (4h) 1/5
Sujet A (MPI*)



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

I1. Théoréme de Fejér et applications

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme de Fejér qui affirme que toute fonction f € Cper
est la limite uniforme de la suite de polynomes trigonométriques (S, (f))nen.
Pour tout N € N, on définit la fonction Ky € Cper par

1 N n
KN - m ;k:z:nek.

4. Soit N € N. Montrer que
1
/ Kn(y)dy =1.
0

5. Soient N € N et z € R\ Z. Montrer que

Kn(z) = N:— 1 (Sin((sﬁ(jml))m) )2 '

=2}

. Soit f € Cper. Soient N € Net z € R.
(a) Montrer que

on(f)(x) = / ) K — y)dy.
(b) En déduire que
on(F)(@) - () = / (f(x— ) — F(2) Kn(y)dy.

7. Théoréme de Fejér. Soit f € Cpe,.

(a) Montrer que pour tout € > 0, il existe 0 < § < % tel que pour tout V € N et tout z € R,
on a

1

)
/0 @ —y) - @) En@)dy < et / @ — ) — F@)| K (y)dy < e.

-8

(b) Montrer que pour tout § > 0, il existe une constante xs s > 0 (qui dépend de § et de f)
telle que pour tout N € N et pour tout x € R, on a

1-9 o
/5 1= 9) — F@) Koy < 2

(c) En déduire que la suite de fonctions (on(f))n>1 converge uniformément vers f.

8. Soit f € Cper une fonction que 'on suppose de plus de classe C*° sur R.
(a) Soient k € Z et n € N. Etablir une relation entre les coefficients de Fourier ¢y (f) et cx(f™).
(b) En déduire que (cx(f))rez € (*(Z).

(c) Montrer que la suite de fonctions (S, (f))nen converge uniformément vers f.

* 3k Xk
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Exercice 2 : Endomorphismes cycliques

Notations et définitions

Dans tout le probléme, K désigne R ou C, N désigne I’ensemble des entiers naturels et n est un entier
naturel.

On note K,,[X] le sous-espace vectoriel de K[X] des polynémes de degré inférieur ou égal a n a co-
efficients dans K et, pour n > 1, M, (K) la K-algébre des matrices carrées de taille n a coeflicients
dans K. La matrice unité est notée I,, et on désigne par GL,,(K) le groupe des matrices inversibles de

Mo (K).

Pour toute matrice A de M,,(K), on note A" la transposée de la matrice A, rg(A) son rang, tr(A) sa
trace, x4 = det(XI,, — A) son polyndme caractéristique, 74 son polyndéme minimal et sp(A) I’ensemble
de ses valeurs propres dans K.

Dans tout le probléme, E désigne un espace vectoriel sur le corps K de dimension finie n supérieure
ou égale a 2, et L(E) est 'algébre des endomorphismes de E. On note f un endomorphisme de E.

On note fO =1Idg et Yk € N, fFtl = fFo f.

SiQ e K[X] avec Q(X) =ap+ a1 X + -+ + an X™, Q(f) désigne endomorphisme aoldg + a1 f +
-+ an f™. On note K[f] la sous-algébre commutative de L(E) constituée des endomorphismes Q(f)
quand @ décrit K[X].

De méme, on utilise les notations suivantes, similaires & celles des matrices, pour un endomorphisme
fde E :rg(f), tr(f), x5, 7 et sp(f).

Enfin, on dit que f est cyclique si et seulement s'il existe un vecteur zq dans E tel que (zo, f(xo), ..., f* (z0))
soit une base de E.

Partie I. Matrices compagnons et endomorphismes cycliques
I.A.
Soit M € M,,(K).

1. Montrer que M et M" ont méme spectre.

2. Montrer que M' est diagonalisable si et seulement si M est diagonalisable.

I.B. Matrices compagnons

3. Soit (ag,a1,...,an_1) € K* et Q(X) = X"+ a, 1 X" 1 +---+ap. On considére la matrice

0o ... ... ... 0 —ag

1 0 ... ... 0 —a

0o 1 . D —ay
CQ: . 9

. . 1 0 —an_o

0o ... ... 0 1 —Aan—-1

appelée matrice compagnon associée au polyndéme (. On admet que
Xeg =Q=X"+an, 1 X" "+ +a1X + ao.

Soit A une valeur propre de CQT. Déterminer la dimension et une base du sous-espace propre
associé.
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I.C. Endomorphismes cycliques
4. Montrer que f est cyclique si et seulement s’il existe une base B de E dans laquelle la matrice
de f est de la forme Cgp, ot () est un polynéme unitaire de degré n.

5. Soit f un endomorphisme cyclique. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si x; est
scindé sur K et a toutes ses racines simples.

6. Montrer que si f est cyclique, alors (Id, f, f2,..., f*!) est libre dans L(E) et le polynome
minimal de f est de degré n.

Partie 1I. Etude des endomorphismes cycliques

II.A. Endomorphismes cycliques nilpotents

Dans cette sous-partie, on suppose que f est un endomorphisme nilpotent de E. On note r le plus
petit entier naturel tel que f” = 0.

7. Montrer que f est cyclique si et seulement si r = n. Préciser alors la matrice compagnon.

I1.B. Une condition suffisante de cyclicité lorsque K = C.

Dans cette sous partie I1.B, on suppose K = C.

On suppose que (Id, f, f2,..., f*1) est libre et on se propose de montrer que f est cyclique.
On factorise le polynéme caractéristique de f sous la forme

Xf(X> _ H(X _ )\k)mk
k=1

ou les A\ sont les p valeurs propres deux & deux distinctes de f et les my de N* leurs ordres de
multiplicité respectifs.

Pour k € [1,p], on pose Fy, = ker((f — A\ Idg)™*). Cest le sous-espace caractéristique associé a \j.
8. Redémontrer que les sous-espaces vectoriels F, sont stables par f et que E=F; @ --- @ F},.

Pour k € [[1, p], on note @, 'endomorphisme induit par f — AgId sur le sous-espace vectoriel Fj,

. F, — Fy
ok x = f(z) — Mg

9. Justifier que @y est un endomorphisme nilpotent de Fj.
On note vy, le plus petit entier naturel tel que ;* =
10. Pourquoi a-t-on vy, < dim(F})?
11. Montrer, avec I’hypothése proposée, que pour tout & € [1,p], on a v, = my.

12. Déterminer la dimension de Fj pour k € [1,p], puis en déduire l’existence d’une base B =

(u1,...,u,) de E dans laquelle f a une matrice diagonale par blocs, ces blocs appartenant a
M, (C) et étant de la forme

A O ... ... ... O
1 X

0 1 A

. . VA 0
o ... ... O 1 X

On pose 2o = U1 + Uy +1 + ** + Uy 4oty +1-
13. Déterminer les polynomes @Q € C[X] tels que Q(f)(zo) = 0.
14. Justifier que f est cyclique.
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Partie II1I. Endomorphismes commutants, décomposition de Frobenius

On revient au cas général (K = R ou C). Le polynéme Xy n’est donc plus nécessairement
scindé dans K. On appelle commutant de f 'ensemble C(f) = {g € L(E)/ fog=go f}.

15. Montrer que C(f) est une sous-algébre de L(E).

ITI.A. Commutant d’un endomorphisme cyclique

On suppose que f est cyclique et on choisit un vecteur ¢ dans E tel que (zo, f(z0), ..., f* (o)) est
une base de E. Soit g € L(F) un endomorphisme quelconque de E. On note (Mg, A1,..., A\p—1) € K"

n—1
les coordonnées du vecteur g(xo) dans cette base : g(xg) = Z MefF(20).
k=0

16. Montrer que g € C(f) si et seulement s’il existe un polynoéme R € K,,_1[X] tel que g = R(f).

ITI.B. Décomposition de Frobenius

On se propose de démontrer le théoréme de décomposition de Frobenius : toute matrice est semblable
a une matrice diagonale par blocs, ces blocs étant des matrices compagnons.

17. Montrer que si la réunion d’'un nombre fini de sous-espaces vectoriels Fy,..., F,. de FE est un
sous-espace vectoriel, alors I'un des sous-espaces F; contient tous les autres.
On commencera par le montrer pour r = 2.

On note d € N* le degré de 7.

18. Pour tout z non nul de E, montrer que I, = {P € K[X]/ P(f)(z) = 0} est un idéal de K[X]
engendré par un polynéme unitaire 7y, diviseur de 7.

19. En appliquant la question 17. aux sous-espaces vectoriels (ker(m¢ o (f)))z-05, €n déduire I'exis-
tence d'un vecteur z1 de E tel que m; = 7y 4, puis que (z1, f(z1),..., f471(x1)) est libre.

On pose e; = 1, e3 = f(x1), ..., ea = f¥ 1 (x1) et E; = Vect(ey,ea,...,eq).
20. Montrer que E; est stable par f et que E; = {P(f)(z1)/ P € K[X]}.
On note 1, ’endomorphisme induit par f sur le sous-espace vectoriel E; :

E1 — E1
P o
"
21. Justifier que 17 est cyclique.
On compléte, si nécessaire, (e1,ea,...,¢e4) en une base (eq,ea,...,¢e,) de E. Soit ® la d-iéme forme

coordonnée qui & tout vecteur x de F associe sa coordonnée suivant e, .

Onnote F ={z € E/Vie N, &(f*(x))=0}.
22. Montrer que F' est stable par f et que F7 et F sont en somme directe.
Soit W P’application linéaire de E dans K¢ définie, pour tout x € E, par

V() = ((f'(2)))oziza—1 = (P(x), ®(f(2)), ... ([} (2)))
23. Montrer que ¥ induit un isomorphisme entre E; et K%.
24. Montrer que E = F1 G F.

25. En déduire qu’il existe  sous-espaces vectoriels de E, notés FE1,..., F,, tous stables par f, tels
que :
— E=E,® - ®E,;
— pour tout 1 < ¢ < 7, 'endomorphisme ¢; induit par f sur le sous-espace vectoriel F; est
cyclique;
— si on note P; le polynéme minimal de t;, alors P;;; divise P; pour tout entier ¢ tel que
1<i<r-—1

ITI.C. Commutant d’un endomorphisme quelconque

26. Montrer que la dimension de C(f) est supérieure ou égale a n.

27. On suppose que f est un endomorphisme tel que l'algébre C(f) est égale a K[f].
Montrer que f est cyclique.

k 3k Xk
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