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I-Décomposition polaire d’un endomorphisme de R™

I-A I-A-1) Montrons que u est autoadjoint, si, et seulement si sa matrice est dans S, " (R)
Soit B = (u4, ..., u,) Une base orthonormée de R™, u € L(R™) et A = (a; ;);,; Sa matrice dans dans la
base B et notons < .,. > le produit scalaire canonique sur R™.
. u est autoadjoint <= Vz,y € R, < u(x),y >=< z,u(y) > <
Vi, j e [[1,n]] <ule;),e; >=<ej,ule;) > a;j =a;; — A="A.
. Supposons que u est défini positif, et soit A € Sp(A) alors, 3z € R* tel que u(z) = Az, donc Vz €
R", < u(x),z >= A|z|* >0, donc A > 0.
. Supposons que Sp(A) = {Ai,...,A\,} C R et choisissons grace au théoréme spectral une base

orthonormée (e, ..., e, ) de vecteurs propres de f, alors Vo = Zmiei non nul
k=1

(prenons par exemple z; # 0) ona < u(z),x >= Y Ay > A3 > 0.
k=1
I-A-2) Montrons que si S € S (R), alors S~! € S (R)

Soit S € ST (R), alors Sp(S) = {1, ..., \n} C R*, donc det(S) = H Ar > 0, d’ou S est inversible, de
k=1

plus si u est son endomomorphisme canonigue associé, alors

Va,y € R*, < ul(2), (y) >=< u " (z),u(u(y) >=< u(u'(2)),u"(y) >=< x,u"'(y) >, donc u~*

1 1
est symétrique et puisque Sp(u~!) = {)\—, - )\—} CR*, St e ST (R).
1 n

I-B I-B-1) v induit un endomorphisme de Ker(u — Aid)

. Légalité v?> = u entraine que uov = v2ov = vov? = vou, donc Ker(u — \id) est stable par v, c'est a
dire v induit un endomorphisme de Ker(u — Aid).
.\ > 0,donc X — v\ et X + /) sont premiers entre eux, et le théoréme de décomposition des noyaux
entraine que Ker(u—\id) = Ker(v?—\id) = Ker(v—v/Xid)® Ker(v—+/Xid), or v est défini positif, donc
Ker(v +V/Xid) = {0}, ce qui entraine que Ker(u — Xid) = Ker(v — v/Aid), donc v = v/ Xid g er(u—ria)-

I-B-2) Expression de v et conclusion
. Soit A € Sp(u) et py la projection sur Ker(u — \id) parallélement a @Ker(u — pid), alors u =

JTEN
> Apaetparsuitev= > Vp,, ce quitraduit que si v existe, il est unique.

AeSp(u) AeSp(u)
. Si v est donné par I'égalité précédente, alors Vo € Ker(u— id),v(z) = v Az, donc v? = u sur chaque
sous-espace Ker(u — Aid) et puisque R™ = @ Ker(u— X\id), on aura v? = u sur R”.

AESP(u)
n n
. Soient 2 = > ax,y = » _yi les décompositions de z,y € R dans la somme directe orthogonale
k=1 k=1
n
—@Ker u — Apid), alors < v(x) Z\/ < Ty Yk >= Z\/ o < Yk, T >=< z,v(y) > de
k=1 =1

plus si x est non nul, il existe j € [[1,n]] tel que z; # 0, donc

<w(z),z >= Z VRIzR][? > Ajllz;]1? > 0, ce qui montre que v est symétrique défini positif.
k=1
I-B-3) v est un polynéme en u
. Soient Ay, ..., A, les valeurs propres distinctes deux & deux de w, alors il existe un unique polynéme

p
Q € R,_1[X]telque VEk € [[1,p]], Q(A\x) = Q(V\i,) & savoir Q = Z vV AxLg ou Ly, ..., L, les polyndbmes
X =\

xi—x]-'

de Lagrange donnés par L; = [ |
J#i
On peut aussi justifier 'existence de @ grace a 'automorphisme

Onav= Y Vi;= Y Qn=0Q( > ) =Q(u).

AESP(u) AESP(u) AESP(u)

RP

Rp_l[X] —
P — (P(A1), ..., P(Np))



I-C I-C-1) 'AA est symétrique définie positive

Soit u I'endomorphisme canonique associé a A, alors (f*of)* = f*o(f*)* = f*of, donc f est autoad-
joint, de plus f inversible (A € GL,(R)), et par suite Vo € R™ non nul, f(z) est aussi non nul et on a
< frof(z),r >=< f(x), f(x) >= | f(2)||* > 0, ce qui entraine que f*of est autoadjoint défini positif,
cestadire ‘tAA € S;FH(R).

I-C-2) Décomposition polaire
.TAA € ST (R) et la traduction matricielle de 7— B assure I'existence d’une matrice unique S € S (R)
tel que S? = tAA.
On pose O = AS~1!, alors d’aprés (I — A —2) S~ € S+ (R), donc
t00 =18711AAS~t = §-1525-1 = [,,, et par suite O € O(n), ce qui assure I'existence.
. Si on a deux décompositions A = OS = O'S’ , alors tAA = S? = 52, donc (S — S')(S + S') = O, or
HS+8) =tS+18 = S+.5 etsiu,v sont les endomorphismes canoniques associés respectivement a
S et S, alors Vo € R™ non nul,< (u+v)(z),z >=< u(z),z > + < v(z),x > > 0,donc S+ 5’ € ST (R)
et par suite S + 5’ € GL,(R), ce qui entraine que S — S’ = O, d'ou l'unicité.

I-C-3) Un cas particulier de décomposition polaire

10 0 -6
tAA = ( 0 3 0 ) , on vérifie que Sp(*AA) = {16, 36,4} et A = PD'P avec

-6 0 10
o, L
NRRERYG) 3 .0 -1
pP= 0 1 0 |etD=diag(16,36,4),donc S = Pdiag(4,6,2))P=[ 0 6 0
1, L (—1 0 3 )
V2 V2
1 0 0
V2 V2
etparsuite O = AS~1=| 0 > i
0 V2 V2
2 4

I-D I-D-1) O(n) est une partie compacte

v: M,(R) — M,(R)
M — MM

donc continue et par suite O(n) = ¢~ 1({I,,}) est image réciproque du fermé {I,,} par I'application

continue ¢, donc O(n) est un fermé.

. Soit M = (my ;)i,; € O(n), alors Vj € [[1,n]], Zmij =1,donc Vi, j € [[1,n]], |m; ;| < 1, et par suite

. Lapplication est a composantes polyndmiales en les coéfficients de M,

=1
M| = sup (Im;;|) <1,douO(n) estune partie bornée.
1<i,j<n
. O(n) est une partie fermée bornée en dimension finie, donc O(n) est un compact.
I-D-2) S (R) est un fermé
. ... nn+1)
. S, (R) est un sous-espace de M, (R) de dimension finie —5

. Soit (A,,)» une suite de matrices de O(n) convergente vers A € S, (R) et soit X € M, 1(R).
, . . Yx Mn(]R) — R
Lapplication M — <MX,X>='XMX
donc elle est continue, or (A4,,), converge vers A, et par continuité de ¢x, on aura (px(Am))m
converge vers px (A) et puisque Vm € N, px (4,,) > 0, on obtient ¢ x (A) > 0, c’est a dire

VX € M,1(R),< AX,X > > 0, ce qui traduit que A € S,/ (R).

I-D-3) GL,(R) est une partie dense
. . 1
Soit A € M, (R), on sait que card(Sp(A)) < +oo, donc Ing tel que Vm > ng € N A,, = A — EI’” est

, donc c’est un fermé de M, (R).

est polynémiale en les coordonées de X,

. . 1 1 . .
inversible, de plus || A, — 4| = E”I"” = tend vers 0, lorsque m tend vers +oo, ce qui entraine que
toute matrice de M, (R) est limite d’'une suite de GL,,(R).

I-D-4) Une décomposition polaire qui n’est pas unique
. Soit A € M,,(R), alors d’apres la question précédente, 3(A4,,)., C GL,(R) convergente vers A, et par
la question (I — C' — 2), (O, Sin)m C O(n) x ST (R) tel que A, = O,
. O(n) étant compact, donc on peut extraire de (O,,),,, une sous suite (O, ))» convergente vers un
élément O € O(n), et par continuité du produit matriciel, 1a suite (Sy(m))m = (‘Ou(m)Apm))m CONVErge
vers S = 'OA, or d’aprés la question (I — D — 2), S;"(R) est un fermé de M, (R), donc S € S,/ (R) et
ona bien A = OS.



. Soit A = ég),onaA:(é?)(ég):(é01>(ég>mais
10 1 0
(o 1)7(o %)

I-E ¢ est un homéomorphisme
. La question (I — C —2) assure que VA € GL,(R), 3'(0, S) € O(n) x S,/ (R) tels que A = OS, donc ¢ est
bijective.
. ¢ est continue comme restriction d’'une application continue, a savoir le produit matriciel.
. Soit (A,,)m C GL,(R) convergente vers A. Posons ¢~ !(A,,) = (O, Sn) et o~ 1(4) = (0,9), alors
Ap = 0,5, et A=0S.
- La compacité de O(n) nous permet d’extraire une sous-suite (O, m))m C O(n) convergente vers O' €
O(n), or (Sy(m))m = (tOw(m))mAw(m) converge d'une part par continuité du produit matriciel vers ‘O’ A,
et d'autre part vers S’ € S;F(R), car S;/(R) est un fermé, donc S’ = 'O’ A qui devient inversible, donc
S e SFT(R).
- Lunicité de la décomposition A = OS = O’S’ entraine que O’ = O, ceci affirme que la suite (O,,),, admet
une seule valeur d’adhérence dans O(n), donc (O,,),, converge vers O et par suite (S,,)m = (‘O Am)m
converge vers tOA = S.
- On vient de montrer que ¢~*(A,,) = (O, S;n) converge vers (0, S) = ¢~1(A), donc ¢~ est continue.

ll-Deux applications

II-A Premiére application

II-A-1) Justifions I’égalité
En transposant et en prennant le conjugué de 'égalité¢ A= UBU !, onaura’A = T BT et légalité
U'U = I,, entraine que ‘A = U'BU 1.
II-A-2) La semblabilité dans C I’entraine dans R
R — R
—  det(X +2Y
det(X + 1Y) # 0, donc 3 € Rtel que X + pY € GL,(R).
b) Légalité AU = UB entraine que (AX — XB) +i(AY —YB) = O,, or AX — XB € M,(R) et
AY —YB € M,(R),donc AX — XB =AY —YB =0,.
o Enposant P = X + uY € GL,(R), on aura avec les égalités précédentes AP = A(X + puY) =
AX 4 pAY = XB + puY B = (X + uY)B = PB, et de méme ‘AP = P'B.
II-A-3) Existence de O
a) .Ona P =0S,donctPP = S?etdapres (I — A—2), AP = PBet!AP = P'B,donc ‘PA = B'P
et par suite S2B = {P(PB) = !P(AP) = ({PA)P = (B'P)P = B(*PP) = BS2.
. 8% € S (R), donc d’aprés la question (I — B —3), S est un polyndme en S? et S? commute avec
B, donc aussi S commute avec B.

b) Avec cette derniére égalité, on aura A = PBP~! = OSBS~''0 = OBSS~'*0 = OB'0.

, L P N . . A
a) Lapplication ) est un polynéme réel, qui est non nul grace a

II-B Seconde application

I1-B-1) I’existence d’une solution entraine Sp(*AA) C [0, 1]
Soit X € GL,(R) une solution du systéme (x), alors 't AA+!X X = I,,, donc Sp(I,, —t*AA) = Sp(* X X),
ordaprés (I —C —2),'XX € S;/*(R) et par suite Sp(I,, —"AA) C R%, c’est a dire VA € Sp(*AA),
1—X>0etpuisque *AA € S;F(R) on aura A > 0, ce qui entraine que A € [0, 1[.

II-B-2 Existence d’une solution du systeme

a) X € GL,(R), donc il existe un couple unique (U, H) € O(n) x S; 7 (R) tel que X = UH, et par suite
chercher X revient & chercher U et H.

b) En écrivant X = UH, I'égalité 'AA +'XX = I, s'écrit H? = I,, — 'AA, or d'aprés (II — B — 1),
I, —tAA € STT(R) et puisque H € S+ (R) on aura H est 'unique élément de S;F+(R) vérifiant
H? =1, —tAA.(C'est |a racine carrée de la matrice I,, — tAA).

o A € M,(R), donc dapres (I — D — 4) il existe U € O(n), S € ST (R) tel que A = US et soit
H € ST (R) l'unique racine de I,, — *AA, alors X = UH € GL,(R) est solution du systéme (x).
En effet :
VGAA+CXX =1, — H? + H? = I, ce qui entraine que X vérifie la premiére équation du systéme.
JGAX - 'XA = S'UUH — H'UUS = SH — HS, or H est un polynéme en I,, — tAA qui est un
polynéme en t AA = S? qui est donc un polyndme en S, ce qui entraine que H est un polynéme en
S, donc HS = SH et par suite la deuxiéme équation du systéme est vérifiée.



lll-Valeurs propres d’une matrice

III-A Une relation de récurrence
Pi(z)=2-2, Py(z) = (x —2)? — 1.

x—2 1 0 0
1 0 0
1 z—2 1 .
. 1 z—2 1 :
. Soitp > 2, alors P,(z) = 0 1 r—92 - 0 = (2—2)Pp_1(x)— =
. . 1
R 0] 1 z-2
0 0 1 z-2

= (z = 2)Pp—1(x) — Ppa(a).
. La relation de récurrence estdonnéepar Py =1, P =z —2etVp>2,P, = (x —2)P,_1 — P,_s.

III-B Existence de 0 et expression de P,

. 2—x . I 10, 7] — ]—-1,1] I
. Soiz € R, tel que |2 — z| < 2, donc 2’ < 1, or I'application 0 — cos(d) est une bijection,
d’ol 'existence d’un unique 6 €]0, 7| tel que =—— - cos(0).
_ sin(26) sin(30)

. Pi(z) = —2cos(0) =

, Pa(z) = 4cos*(0) — 1 = Sin(@)
p Sin((k+1)0)

sin(0)

. Soit p > 3 et supposons que Py (z) = (—1) pour tout k& < p, alors

' sin'(ﬁ) . .
Pyor(x) = —2c05(0)(~1)? smi(j:lg;)l)e) (1 S;;(é@)) _ (c1pt 2008(6)8“1((;:(29) - sm(pH), or

((p+2)0)

2cos(a)sin(b) = sin(a +b) — sin(a — b), donc P,y (x) = (—1)P*! smsm(e) , Ce qui étabilit la récurrence.

ITII-C Valeurs propres de 4,
.zestracinede P, <= (p+ 1) = kn <0 = p—ﬁ, or 0 €]0, [, donc k €]0,p + 1], et par suite les racines

+1
km . km .
km
. - )
. En conclusion Sp(4,) = {4sin (2(p+ 1)) / k€ [[1,p]]}.

ITII-D Une base de vecteurs propres
. A, est symétrique réelle, donc d’aprées le théoréme spécitral, elle est diagonalisable.(on peut aussi dire
puisqu’elle admet p valeurs propres distinctes).
Z1
T2
. Soit z € Sp(4,), 0 €]0, 7] tel que 2 — = = 2cos(6) et soit . un vecteur propre associé a la valeur

Tp
0 . .
propre x = 4sin? (2) alors on obtient le systéme

—Tp_1 + 2c08(0)xy — z1p1 =0 Vk € [[1,p]]
To=Tpt1 =0
. la suite (z)1<k<p Vérifie la relation de récurrence précédente d’équation caractéristique
cos?(0) — 1 = (isin(0))?, donc de racines +e', et par suite z;, = ae’*? + Be~™*? et puisque zo = 0 on

obtient x;, = —2iasin(k6), ce qui entraine que le vecteur propre associé a la valeur propre x = 4sin? (2)
sin(0)
sin(26) T 27 pT
estV = ) oud e , Sy
: {p +1p+1 "p+ 1}
sin(ph)

IV- Un équivalent d’un maximum

IV-A Existence de la matrice A

v: M,(R) —
. On considére I'application A —  o(A4):  M,(R)
M



. La linéarité de ¢ est immédiate.

. Soit A = (a;)i,; € Ker(yp), alors VM € M,(R), ¢(A)(M) = tr(AM) = 0, ce qui donne en particulier

pour M =tA, tr(*AA) = Z a;; =0,donc Vi, j € [[1,n]],a;; = 0, c'est a dire A = 0, et par suite ¢ est

1<i,j<n

injective et vu que dim(M,(R)) = dim((M,(R))*), ¢ devient un automorphisme.

. © étant bijective, donc pour toute forme linéaire f de M, (R), il existe une unique matrice A € M, (R) tel

que f = ¢(A), cestadire VM € M,(R), f(M) = tr(AM).

IV-B IV-B-1) Existence de ),

[ étant linéaire et dim (M, (R)) < +o0, donc elle est continue a valeurs réelles, et O(n) est un compact,
ce qui assure I'existence de M,,.

IV-B-2) ‘AA admet n valeurs propres positives
La matrice AA € S;7(R), donc diagonalisable et Sp(fAA) C R™.
IV-B-3) Une autre expression de 1,
. "AA € S5} (R), donc d'apres le théoreme spectral 3P € O(n), 3D = diag(\/fi1, -, /Iin) tel que
tAA = PD?'P = (PD!P)? = S? et soit A = QS la décomposition non nécessairement unique de A ou
Qe O(n)etS=PD'P.
. soit O € O(n), alors f(O) = tr(AO) = tr(Q2S0) = tr(QPD'PO) =
= tr(D'POQP) < sup({tr(DO) / O € O(n)}), donc
sup({£(0) / O € O(n)}) <sup({tr(DO) / O € O(n)})
. Soit O € O(n), alors tr(DO) = tr(* PSPO) = tr* PIQAPO) = tr(APOQIPIQ)) <
< sup({tr(AO) / O € O(n)}), donc sup({tr(DO) / O € O(n)}) < sup({tr(AO) / O € O(n)}).

IV-B-4) Expression de ), en fonction des ;i
Ar(DIL,) = tr(D) = > \/jir < M.
k=1

. S étant symétrique réelle positive , donc R™ admet une base orthonormée (ey,...,e,) de vecteurs
propres de S associés aux valeurs propres /i1, ..., /fn-

. Soit O € O(n), tr(AO0) = tr(Q2SO) = tr(ONS) = Z < 00NSe;,e; >=

i=1

n n
= Vi < 0Q¢i,e; > <Y/l 0Qe;i|||es]|, or OQ € O(n), donc ||OQe;|| = |le;|| = 1, donc
i=1 =1

YO € O(n),tr(A0) < _ /jii, ce qui entraine que M, < > \/i; et par suite M, = Y /i
=1 =1 =1

IV-C IV-C-1) La matrice A tel que f(M)tr(AM)

B 7 [0 s 1<i<j-1
f(M)legajyimi_jftr(AM) ouQ“{ L i P> , donc
j=li=
1 1 ... 1
0 1
A= (ai;)i;=
S |
0o ... 0 1
IV-C-2) Inverse de la matrice A
X1 Y1
Soient X = |, Y= : |, alors
In Yn
r1 + X2 ... + TR, = Y1
o + ... + xHn = Y2 — =
AX =Y . @»{Vke[l’nﬂ b’“b bi1 - xo’“
: n+1 -
Tn = UYn
1 -1 0]
. . 0 1
donc l'inverse de Aest A=' =
o
(0] 0 1

IV-C-3) Valeurs propres de A=t A~!



-1 2 -1
B=ATMAT =1 o 1 0
.20 1
0 0o -1 1
Tz —2 1 0 0
1 z—2 1
. Soit pour tout z € R, Q,,(z) = det(xl,, — B) = 0 1 0
; -2 1
0 0 1 r—1
Une décomposition par rapport a derniére ligne entraine que, avec 2 — x = 2cos(0)
r—2 1 0 ... 0
1 :
Qn(x) = (& = 1) Po(x) — 0 o =2 1 0|=@—-1)Pa(z) = Pr2=
: . 1 z—2 0
0 0 1 1
in(no) sin((n —1)0)
_(_1y-1(]— 9 sin(n _(_pyn2sin(n=1)0) _
(1)1 = 2e08(0)) 1 B — (CDM

(=1)"(2cos(8)sin(nd) — sin(nd) — sin((n — 1)8))  (=1)"(sin((n + 1)8) — sin(nd))

sin(0) sin(0)

) (—1)"(2cos <(n + ;) 9> sin (Z))

sin(6) a o (0 )>

2
L Qu(z) =0 = 0 = % =z = 2(1—003(%)) = 2(1+cos<2(;l_+k1)7r>) =
deos? (W) ol k € [[0,n — 1]], donc Sp(A~1tA~1) = {4cos? (2;1 o)/ kel

IV-C-4) Calcul de M,
. Linverse de ‘fAA est A=t A~1, donc Sp(*AA) = {u1, ..., fin}
- 1

1
Z—k_ﬂ_,donCMn—kZ:l2 . .
cos | 5 cos | 57

IV-C-5 Un équivalent simple de 1\,
2(n — 1
. Pour tout & € [[1,n]], cos ( wm > = sin (ﬂ- __km ) = sin (W—w), donc

avec py, =

2n+1 2 2n+1

n—1

M":Zn: (2(n1—k)+1 )Zzsm< 22+1 )
3o 1)

k=1 2gj =
M\ 2@n+ ) T Cnt1)
. Légalité de taylor a l'ordre 1 et 3, appliquée a la fonction ¢t — sin(t) sur l'intervalle [0, z] pour  €]0, g[,
s’écrit. Lo .
.sin(z) = x + T (x —t)sin” (t)dt = x — / (z —t)sin(t)dt < z
*JO 0
3 1 T 3 1 T 3
Lsin(x) =x — % + 3/ (z —t)%sin™ (t)dt = 2 — % + 3/ (x —t)3sin(t)dt > x — %
a3 T w2 . ,
. De plus =z — 5= xz(1— F) >x(l— ﬂ) > 0, ce qui donne I'encadrement
s (IJB
vz €]0, 5[, 0<z-— - < sin(z) < .
. Lencadrement précédent fournit
m + 1 n—1 1 n—1 1
™ ];) 2k+1 7 kZ:o 2k + )7 (2k+1)373

n+1  242n+1)3



2n n
. 2n+1 1 1 nin(n)
. C’est clair que S,, = - - — | ~ , I
9 ) 7 ( k Z 2k m de plus
k=1 k=1
(2k+ D7 km
n—1 T 20 T
2n +1 v 12(2n +1) 2n+1 v 12(2n + 1) I
Y =S, = < On a ajouté
2 2n +1 ;} 2k +1)%7% | = 2n 2n +1 ’; 1 k22 ( jou
24(2n +1)2 24(2n +1)2

les termes paires).
. La quantité entre crochets est une somme de Riemann associée a la fonction définie sur [0, 7] par

t t
— s — t2 ™ 2
t— —12 5-,» donc convergente vers / 12 sdt = |—=In(1— — ——in(1-=
t 0 t 24 )], 24
1-— 1-— =
24 24 )
. N -1 .
ceci montre que ¥, — S, ~ Knou K = —lIn (1 - 72T4> or Kn = o(S,,), donc ¥,, ~ S,, et pa suite
s
M, ~ nln(n)
™



