Un corrigé de ’épreuve
CCP MP Maths 2 2014

Partie I : EXERCICE 1
L.1.

I.1.a La matrice A est symétrique a coefficients réels donc elle est diagonalisable d’apres le théoreme
spectral.

I.1.b On calcule le polyndme caractéristique x 4(t) = det(tI3 — A) : la calculatrice fournit
xa(t) =13 —3t2 — 22t + 24 = (t — 1)(t — 6)(¢t + 4), donc le spectre de A vaut Sp(A) = {1,6, —4}.
Pour chacune des valeurs propres A de A, on résout avec la calculatrice le systéme linéaire AX = A X,
ou Iinconnue X € R3.
1 0 O -4 3 3
On en déduit que A = PDP lavecD=| 0 6 0 et P= 0 5 -5
0 0 —4 3 4 4
I.l.c Si A® = PD"P~1 alors A" = (PD"P~1)(PDP™') = PD""1P~! or A = PD°P~! donc
d’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N, A» = PD"P~1,
-8 0 6
La calculatrice fournit P~ = %0 3 5 4 | (en normalisant les vecteurs colonnes de P, on
3 -5 4
aurait pu remplacer P par une matrice @) orthogonale, auquel cas Q~1 = 'Q),
1 324+9(—=4)"+9 6™ —15((—4)" —6") 12(—2+ (—4)" +6")
puis, A" = PD"P~! = — —15((—4)™ — 6™) 25((—4)™ + 6™) —20((—4)™ — 6™)
S0\ 12(-24 (Z4)" +67) —20((—4)" — 67) 18+ 16((—4)" + 67)

Un,
I1.2. D’apres I’énoncé, pour tout n € N, si 'on pose X,, = vn |, ona X,1; = AX,, donc par récurrence,
Wn,
1
on montre que X, = A"Xg,ou Xg=1| 0
1
Apres simplifications, on obtient :

= %(8 +20((—4)" + 6)), v = %((—4)” —6") ot wy, = %(—3 +14((—4)" + 6")).
Partie II : EXERCICE 2

II1.1.

IL.1.a Lemme : Commencons par montrer que Im(p) = {x € E/p(x) = z}.
En effet, si € Im(p), alors il existe y € E tel que = p(y), donc p(x) =pop(y) = p(y) = x.
Et réciproquement si z = p(z), alors « € Im(p).
p est annulé par le polynome X? — X = X(X — 1) et X et X — 1 sont premiers entre eux, donc
d’apres le théoreme de décomposition des noyaux,
E =Ker(X(X —1))(p) = Ker(p) @ Ker(p — Idg) = Ker(p) ® Im(p) d’aprés le lemme.
II.1.b Notons (e, ...,e,) une base de Im(p), ou r = rg(p) et (€,41,...,e,) une base de Ker(p).

Alors e = (e1,...,e,) est une base de E et d’apres le lemme, la matrice de p dans la base e se
, I —r N - . .
décompose par blocs selon mat(p,e) = ( 0 " 06’” ! ), ou 0, , désigne la matrice nulle a p

n—r,r r,r

lignes et g colonnes.
Ainsi Tr(p) = Tr(mat(p,e)) = r = rg(p).



II.1.c Prenons f une base de F et considérons ’endomorphisme u de F défini par :
3 0 0
mat(u, f) = M = 0 -1 2,n—2 (on a bien n > 2).
0p—22 ‘ O0p—2,n—2
Alors Tr(u) = 2 = rg(u), mais M? # M, donc u n’est pas un projecteur. Ainsi un endomorphisme u
de E vérifiant Tr(u) = rg(u) n’est pas nécessairement un projecteur de E.

1 00
I1.2. A= 0 0 0 | est diagonale, donc diagonalisable, et son rang vaut 1.
0 0 0
010
Posons B=| 0 0 0 |. Ainsi B est aussi de rang 1.
0 00

Si B était diagonalisable, comme xpg = X3, B serait semblable & la matrice nulle, donc on aurait B = 0
ce qui est faux. Ainsi B n’est pas diagonalisable.

I1.3.

I1.3.a D’apreés la formule du rang, dim(Ker(u)) = n — 1, donc il existe une base de Ker(u) de la forme
(e1, -+ ,en—1). On peut la compléter en une base 5 = (e, -+ ,e,) de E.

n
Pour tout i € {1,...,n — 1}, u(e;) = 0, donc en posant u(e,) = Zaiei,
i=1

0 -+ 0

0 -+ 0 as

on a bien Matg(u) = .
0 - 0 a,

I1.3.b Supposons d’abord que Tr(u) = 0. Alors a,, = 0 et la matrice de u étant triangulaire supérieure,
Xu(X) = X™, donc Sp(u) = {0}. Alors si u était diagonalisable, il existerait une base dans laquelle
la matrice de w serait nulle, ce qui est faux car rg(u) = 1. Ainsi u n’est pas diagonalisable.
Supposons maintenant que Tr(u) # 0. Alors a, # 0 et x,(X) = X" (X — a,), donc il existe un
vecteur propre f, associé a a,. Les sous-espaces propres étant en somme directe, on sait alors que
(e1,...,en—1, fn) est une base de vecteurs propres de E, donc u est diagonalisable.

I1.3.c Avec les notations de la question précédente, a, =1 # 0

et mat(u, (e1,...,€n—1,fn)) = = M. On a M? = M, donc u est un projecteur.
1
I1.3.d Les trois colonnes de A étant 2 a 2 colinéaires et non nulles, rg(A) =1 et Im(A4) = Vect [ 1
1

De plus Tr(A) = 1, donc d’aprés la question précédente, A est une matrice de projecteur.
Par la formule du rang, dim(Ker(A4)) = 2, or on vérifie que A annule les deux vecteurs indépendants

1 1 1 1
—1 Jet| O |, donc Ker(A)= Vect -1 1,10
0 1 0 1

Partie IIT : PROBLEME

Questions préliminaires
II1.1.
ITI.1.a Soit s € S(F). Selon le théoréme spectral, il existe une base orthonormée de E constituée de
vecteurs propres de s : s est orthodiagonalisable.

Traduction matricielle : si S € S, (R), il existe une matrice P orthogonale et une matrice D diagonale
telles que S = PDP~!' = PD'P.



IIL.1.b xs(X) = X2 —Tr(S)X +det(S) = X?, donc Sp(S) = {0} et, & nouveau, si S était diagonalisable,
elle serait semblable & la matrice nulle, donc elle serait nulle, ce qui est faux.
Ainsi S est symétrique a coeflicients complexes sans étre diagonalisable.

I11.2.

III.2.a Notons z = Z xi€;. Alors s(z) = Z Aixi€;. Or la base f est orthonormée, donc Rq(x) = Z )\le
i=1 i=1 i=1

I11.2.b Supposons que x € S(0,1). Alors 1 = ||z||?> = Zx

Ainsi, Ry( Z)\IE <Z)\xf)\ et Rg( Z)\x >Z)\1w = A

On a bien montre que, pour tout x € 5(0,1), Rs(x) € [)\1, An)

I11.3.

IT1.3.a Supposons que s est symétrique défini positif.
Soit A une valeur propre de s. Il existe un vecteur propre x : x est non nul et s(x) = Az.
Ainsi 0 < (s(z)|z) = A||z|* et ||z|| > 0, donc A > 0.
Si maintenant s est seulement symétrique positif, on a 0 < A||x||? donc A > 0.

IT1.3.b s; ; est la i-éme coordonnée dans la base B du vecteur s(e;), or B est orthonormée, car on utilise
le produit scalaire canonique de R, donc s; ; = (e;|s(e;))-
En particulier, s;; = (e;|s(e;)), or e; est un vecteur unitaire, donc d’aprés la question 2.b,
sii = Rs(e;) € [M, An).

Un maximum sur O, (R)

II1.4. Les coefficients de MM — I,, sont des fonctions polynomiales des coefficients de M, donc d’apres le
cours, I'application M > ‘MM — I,, est continue.

II1.5. D’apreés le cours, les colonnes de A forment une base orthonormée de R™, donc pour tout j € {1,--- ,n},
n
Za?’j =1, ce qui implique : pour tout i € {1,--- ,n}, |a; ;| < 1.
i=1
IT1.6. Si, pour tout M = (m; ;) € M,(R), on pose | M| = max |m; ;|, on définit d’aprés le cours

(¢,7)€{1,...,n}?
une norme sur M, (R), pour laquelle O, (R) est bornée d’aprés la question précédente. En dimension
finie, toutes les normes sont équivalentes, donc O, (R) est encore bornée quelque soit la norme utilisée sur
M (R).
De plus, si l'on note f lapplication M — MM — I,, de la question 4, alors O, (R) = f~1({0y,n}), or le
singleton {0,, ,,} est un fermé et f est continue, donc O, (R) est un fermé borné de M,,(R), or M,,(R) est
de dimension finie, donc O, (R) est une partie compacte de M, (R).

II1.7.a D’aprés la question 1.a, il existe une matrice P orthogonale telle que S = PAP~! = PA'P.
Ainsi, T(A) = Tr([APA]P~1) = Tr(P~}[APA]) = Tr(BA) en posant B = P~1AP.
A et P sont toutes deux orthogonales et O, (R) est un groupe multiplicatif, donc B est orthogonale.
II1.7.b On vérifie que, pour tout (C, D) € M,,(R)? et pour tout o € R,
Tr((aC + D)S) = aTr(CS) + Tr(DS), donc 'application C' — Tr(CS) est linéaire de M,,(R) dans

R, or M,,(R) est de dimension finie, donc c’est une application continue. Sa restriction T sur O, (R)
est donc aussi continue. Mais O, (R) est compact, donc T' admet un maximum sur O, (R).

ITI.7.c Avec les notations de la question 7.a, T'(A) = Tr(BA), donc en convenant de noter M; ;

n n n

le (4, j)-éme coefficient d’une matrice M, T(A) = Z(BA Z Z B; jA; ;, mais A est diagonale,

1=1 1=15=1

donc T(A) = Z )\131’1

D’apres la question 5, et les A; étant positifs, T'(A) < Z A = Tr(S).

Ainsi t < Tr(S), mais de plus Tr(S) = T'(I,,) et I, est une matrice orthogonale, donc ¢t = Tr(.S).



Inégalité d’Hadamard

ITI.8. L’inégalité demandée est une conséquence de I'inégalité aritmético-géométrique, car on sait

que det(S) = HAi et Tr(S) = Z)‘i'
=1 i=1

ITI1.9. On identifiera M,, 1(R) avec R™.
Soit X € R™. XS, X = {DX)S(DX) >0 car DX € R" et car S est symétrique positive. Ceci montre
que S, € S;F(R).

n

Tr(Sy) = Z tDSD Z Z [tD] iS;. kD i, mais D est diagonale, donc Tr(S, Za Sii-
i=1 =1 (j,k)e{1,...,n}2

II1.10. On peut appliquer I'inégalité () & la matrice S, car elle est bien dans S, (R),

n

1 1 1
a) = 2 % - a) = — i, = 17
or det(S,) = det(D)*det(S (I | o ) det(9) et o Ir(Sa) E S,

N S

donc det(S) < i

onc det( )_<i1_[104m> Hs

III.11. Pour tout X € R™, 75XSEX = XSX + ¢[|X|]? > 0, donc S. € S (R). De plus d’apres la question
3.b, pour tout i € {1,...,n}, 0 < A\ <s,;,, donc s;; —|— € > 0, ce qui permet d’appliquer I'inégalité de la

question précédente & S. : pour tout € > 0, det(S:) < H Sii+€)

De plus il existe P € O, (R) telle que S = PAP~!, ou A = diag(A1,...,\n), donc S. = P(A +¢el,) P71,

ce qui prouve que det(S.) = H()\i + ). Ainsi, pour tout £ > 0, H()‘l +e) < H(s” + ) et on conclut
i=1 i=1 i=1
en faisant tendre € vers 0.

Application de I’inégalité d’Hadamard : détermination d’un minimum

II1.12. Soit X € R™\ {0}. 'XBX = (QX)A(QX) > 0, car A € ST (R) et QX € R™\ {0} (Q est orthogonale,
donc elle est inversible). Ainsi B € S;F T (R).
De plus Q est orthogonale, donc d’apres le cours, |det(2)] = 1. Or, det(4) =1,
donc det(B) = det(Q2)%det(A) =1 : on a prouvé que B € U.
Tr(AS) = Tr([AQA] Q) = Tr('Q[AQA]) = Tr(BA).
II1.13. D’apres la question précédente, {Tr(AS)\ Ae U} C {Tx(BA)\ B € U}.

Réciproquement, soit B € . On pose A = QB Q. En adaptant la démonstration de la question précédente,
on montre que A € U et que Tr(AS) = Tr(BA), donc {Tr(AS)\ A e U} = {Tr(BA) \ B € U}.

Prenons z € {Tr(BA) \ B € U}. Il existe B € U telle que x = Tr(BA) Z)\ B; ;. Mais B € S§;(R),

donc d’aprés 3.b, pour tout i € {1,...,n}, B;; > 0. Ainsi « > 0. Ceci prouve que {Tr(BA)\ B € U} est
une partie non vide de R minorée par 0. Elle possede donc une borne inférieure.

IT1.14. Par application de I'inégalité arithmético-géométrique,

1/n
on obtient fTr BA) Z Aibi i > (H Aib; Z) , ce qui fournit 'inégalité demandée.

n n 1/n
II1.15. Soit B = (b; ;) € U. D’apres la question 11, Hb” > det(B) =1, donc (H b“> > 1.

i=1

n 1/n
Ainsi, d’apres la question précédente, Tr(BA) > n (H )\i> = n(det(9))*/".
i=1
IT1.16. Ainsi n(det(S))"/" est un minorant de {Tr(BA) \ B € U}, or la borne inférieure est le plus grand des

minorants, donc m > n(det(S))/™.
I n
Pour tout X = : e R"\ {0}, '’XDX = Zule > 0, donc D € §;+(R).
i=1
Tn



& det(S . n
De plus det(D) = H“i = )\167()\) =1, donc D € U. Or Tr(DA) = Z“i)‘i = n(det(S))/™, donc
i=1 " i=1

m = n(det(S))/™.

Fin du corrigé



