Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026)

Mathématiques (D. Broizat)

DS05 du 22/11/2025 (4h)
Sujet B (MPI)

Le sujet se compose de 3 exercices indépendants.
Calculatrice interdite.
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Exercice 1 :

On note FE l'espace vectoriel des applications continues sur [0, 1] & valeurs dans R.
1
On pose V1 € E, |l = sup |F@)] et [l = [ I£(0]ar
te[0,1] 0

1. Les normes || ||oo €t || ||1 sont-elles équivalentes ? Justifier.
2. Dans cette question, on munit F de la norme || ||co-
E — R
a) Soit v : {
@ ;o= J0)
Prouver que u est une application continue sur F.

(b) On pose FF ={f € E/ f(0) =0}.

Prouver que F' est une partie fermée de F pour la norme || ||oo-
3. Dans cette question, on munit E de la norme || ||;.

Soitc:{ 0.1 —
z

1
(@) nr si 0<z < —
, ainsi que Vn € N*, f, 1 n
— 1 1 s —<a<l
n
(a) Soit n € N*. Calculer ||f, — ¢||1.On pourra s’aider d’un dessin!

(b) On pose F ={f € E/ f(0) =0}. F est-elle une partie fermée de E pour la norme || |1 ?

* % %

Exercice 2 :

On note [? I'ensemble des suites © = (1, )nen de nombres réels telles que la série Zm% converge.

1. (a) Démontrer que, pour & = (2, )nen € 12 et y = (yn)nen € 12, la série anyn converge.

+oo
On pose alors (z|y) = Z TnYn-
n=0

(b) Démontrer que [2 est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel des suites réelles.
(c) Montrer que ( | ) est un produit scalaire dans 2.

On suppose maintenant que [ est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne associée,
notée || || :

Vr € 13 lz]| = +/(x]x).

2. Soit p € N. Pour tout = = (x,,) € [, on pose ¢(z) = z,.
(a) Démontrer que ¢ : > — R est une application linéaire et continue.

(b) Déterminer la norme d’opérateur ||¢].

3. On considére 'ensemble F' des suites réelles presque nulles c’est-a-dire I’ensemble des suites
réelles dont tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes.
(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de 2.

(b) Déterminer F+ (au sens de (| )).
(c) Comparer F et (FL)l.
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Exercice 3 : Polynémes de Hermite

Les deux premiéres parties du probléme sont indépendantes. La deuxiéme partie étudie un exemple
d’interpolation de Hermite et la troisiéme partie quelques propriétés d’une famille de polynémes qui
portent le nom de ce méme mathématicien.

On note R[X] l'algébre des polynomes a coefficients réels et, pour tout entier naturel n, R,[X] le
sous-espace vectoriel de R[X] constitué des polynomes de degré inférieur ou égal a n. On note R(X)
le corps des fractions rationnelles & coefficients réels.

Pour tout polynéme P € R[X], on note P’ le polynome dérivé de P et, pour tout entier naturel n,
on note P(™ le n-iéme polynéme dérivé de P. Pour tout entier naturel non nul n, on note M, (R)
I’algébre des matrices carrées d’ordre n a coeflicients réels.

Premiére partie : questions préliminaires

Soit n un entier naturel non nul.
1. Soit P et @) deux polyndmes non nuls & coefficients complexes.

1.a. Démontrer que si P et Q n’ont aucune racine complexe commune, alors P et () sont
premiers entre eux (on pourra raisonner par I’absurde).

1.b. On suppose que P et ) sont premiers entre eux. En utilisant le théoréme de Gauss,
démontrer que si P et @) divisent un troisiéme polynéme R & coefficients complexes, alors
il en est de méme pour le polynome PQ.

2. Soit (P;)1<ign une famille de polyndmes non nuls de R[X]. On considére le polynéme P € R[X]

et la fraction rationnelle @ € R(X) définis par P = ﬁPi et Q = %’
0 i=1

Démontrer par récurrence que Q = ; FZZ

Deuxiéme partie : interpolation de Hermite

Soit I un intervalle non vide de R, p un entier naturel non nul, (z;), <igp une famille d’éléments de T
distincts deux a deux et (a;);¢;¢, €t (bi),¢;<, deux familles de réels quelconques.

3. Définition du polyndéme interpolateur de Hermite
3.a. Soit P € R[X] et a € R. En utilisant la formule de Taylor, démontrer que :
si P(a) = P'(a) = 0 alors (X — a)? divise P.

3.b. En utilisant la question préliminaire 1, démontrer que l'application ¢ de Ry,_1[X] vers
R2P définie par

@(P) = (P(wl)’P(x2)"" 7P(atp),P/(x1),Pl(a;’2),-~- 7P/('T:D))

est une application linéaire bijective de Rop,_1[X] sur R?P.

3.c. Démontrer qu’il existe un unique polyndéme Py € Rgp_1[X] tel que, pour tout entier ¢
vérifiant 1 <i < p, on a Py(z;) = a; et Py(x;) = b;.
Le polynéme Py est appelé polynéme interpolateur de Hermite.

4. Etude d’un exemple
Déterminer le polynéme d’interpolation de Hermite (défini a la question 3) lorsque p = 2,
T = —1,332 = 1,a1 = 1,a2 = O,bl =—1et b2 =2

5. Une formule explicite

P 2
X —xj
Pour tout entier i tel que 1 < i < p, on considére le polynéme Q; = | I (7J> .
. T — Ty
Jj=1
J#i

DS05 du 22/11/2025 (4h) 2/3
Sujet B (MPI)



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

5.a. Soit ¢ un entier vérifiant 1 < ¢ < p. Calculer Q;(zy) pour tout entier k tel que 1 < k < p
et démontrer qu’on a

P

zp) =0sik#i et Qi(z;) =

Gim) =0si k£ et Qo) = 3o
J#i

On pourra utiliser la question préliminaire 2.

5.b. Démontrer que le polyndéme P défini par la formule

P = Z [(1 = Qi(%)(X — xi)) ai + (X — 2:)b; | Qs
i=1
est le polynéme d’interpolation de Hermite défini & la question 3.

5.c. Retrouver le polynome de la question 4 en utilisant cette formule.

Troisiéme partie : polynémes de Hermite

Soit (Hp,)nen la famille de polyndmes définie par Hy = 1 et, pour tout n € N, H,,.1 = XH,, — H/,.
6. Démontrer que, pour tout n € N, H,, est un polynéme unitaire de degré n.
7. Démontrer que, pour tout n € N, H, | = (n+ 1)H,.
Pour tous polynémes P et Q a coeflicients réels, on pose
+oo

(PlQ) = P(2)Q(x) f(x)dz,

— 00

2

\/%exp (—%) On admettra que [m flx)dz = 1.

+oo
la fonction f étant définie sur R par f(z) =

8. Un produit scalaire sur R[X]

8.a. Justifier, pour tous polynomes P et @ dans R[X], lexistence de I'intégrale qui définit
(P[Q).

8.b. Démontrer que l'on définit ainsi un produit scalaire sur R[X].

9. Une famille orthogonale

Dans la suite, R[X] est muni de ce produit scalaire et de la norme associée notée ||.||.

9.a. Démontrer que, pour tout P € R[X] et pour tout n € N, (P | H,) = (P™ | Hy).

9.b. En déduire que, pour tout n € N, la famille (Hy, Hy, ..., H,) est une base orthogonale de
R, [X].

9.c. Calculer ||H, || pour tout n € N.

9.d. Soit P = X3 + X2 4 X + 1. Préciser les polynémes Hy, Ho et Hz puis déterminer quatre

3

réels a; (0 < ¢ < 3) tels que P = ZaiHi. En déduire la distance d du polynéme P au
i=0
sous-espace Rg[X] des polynomes constants, c’est-a-dire la borne inférieure de ||[P — Q||
quand @ décrit Ro[X].
10. Etude des racines des polynémes H,,
Soit n € N. On note p le nombre de racines réelles (distinctes) d’ordre impair du polynéme H,,,
a1,az,...,ap ses racines et S le polynéme défini par

P
S=1sip=0 et S:H(Xfai)sinon.

i=1

10.a. Démontrer que, si p < n, alors (S | H,) = 0.
10.b. Démontrer que, pour tout x € R, S(z)H,(x) > 0.

10.c. En déduire que H,, a n racines réelles distinctes.
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