Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2023-2024) Mathématiques (D. Broizat)

DS05 du 20/01/2024 (4h)
Sujet A (MPT*)

Le sujet se compose d’un probléme.
Calculatrice interdite.

X ok Xk

Dans tout le probléme, I désigne 'intervalle ]0, +oo].

A Une intégrale & paramétre

Pour tout z € R on pose, sous réserve d’existence,

+oo e U +oo
F(z) = ——du et K :/
0

o Vulutw)

Ju

Déterminer les valeurs de x pour lesquelles F'(x) est définie.

—Uu

e
—d
N

—_

Démontrer que 9 : u > est intégrable sur I.

Montrer que la fonction F est de classe C! sur I et exprimer F'(z) sous forme intégrale.

En déduire que pour tout = € I, zF'(z) — (z — 3)F(z) = K.

Pour tout € I, on pose G(z) = /xe *F(x). Montrer qu’il existe une constante réelle C' telle
T ot

ANl

que pour tout x € I, G(x) :C’fK~/ ¢ _ar.

o Vi

6. Déterminer les limites de G en 0 et +o00, et en déduire la valeur de K.

B Etude de deux séries de fonctions

€

+oo
N et g(x) = nz:% Ve ",

+oo
Dans toute cette partie, on pose f(z) = Z
n=1

7. Montrer que f et g sont définies et continues sur I.
+oo | —ux too —uw

e
8. Montrer que pour tout z € I —du < f(z) < —du.
que p N v flz) < Ay
En déduire un équivalent de f(x) lorsque = — 0.

"1
9. Montrer que la suite — —2v/n converge.

n>1

n
1
10. Démontrer que pour tout = > 0, la série Z (Z ) e~ " converge et exprimer sa somme
k=1

n>1 = \/E

h(z) en fonction de f(x) pour tout = € I.

11. En déduire un équivalent de h(zx) lorsque = — 0. Montrer alors que g(z) est équivalent & 2737;2
x
lorsque = — 0.
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C Séries de fonctions associées a des ensembles d’entiers

A tout ensemble A C N on associe la suite (a,) définie par

a _{1 sin€A,
"7 | 0 sinon.

Soit I4 Vensemble des réels x > 0 pour lesquels la série Zane_m

n=0

converge. On pose fa(z) =

+oo

Z ane” " pour tout x € I4. Enfin, sous réserve d’existence, on pose ®(A4) = lin%) xfa(z) et on note
T—r

n=0

S Tensemble des parties A € N pour lesquelles D(A) existe.
12. Quel est I'ensemble I4 si A est fini? Si A est infini, montrer que 'on peut extraire une suite
(bn) de la suite (ay,,) telle que pour tout n € N, b,, = 1. Déterminer 14 dans ce cas.
13. Soit A € S et (ay) la suite associée. Pour tout entier naturel n, on note A(n) Pensemble des
éléements de A qui sont < n. Vérifier que pour tout = > 0 la série Z Card(A(n))e™"" converge
n=0
et que
fa(z)

1—e%

“+oo
Z Card(A(n))e " =
n=0

Dans la question suivante, A = A; désigne I’ensemble des carrés d’entiers naturels non nuls.

“+o0
fa, (@) = Z |v/n]e ™" ot |-| désigne la partie entiére.

14. Montrer que si x > 0,

l1—e"® —
S S, ()
En déduire un encadrement de g Vne ™ — 0 A —» buis un équivalent de fa, en 0. Prouver
—e
n=0

alors que A; € S et donner ®(A4,).

Dans la question suivante, A = A, désigne ’ensemble constitué des entiers qui sont la somme des
carrés de deux entiers naturels non nuls. On admet que A, appartient a S, et on désire majorer
D(As).

Soit v(n) le nombre de couples d’entiers naturels non nuls (p, q) pour lesquels n = p? + ¢>.

15. Montrer que pour tout réel x > 0, la série Z v(n)e™ ™" converge et établir que

n=0
+oo
Yo v(n)e™ = (fa,(2))".
n=0

Montrer alors que pour tout > 0, fa,(z) < (fa, (z))?. En déduire un majorant de ®(A,).

D Un théoréme taubérien

Soit (ay)n>0 une suite de nombres réels positifs tels que pour tout réel = > 0, la série Z ape” ™
n=0
converge. On suppose que

—+oo
: —nx _
ili% <xz%ane ) =/{ € [0,+o0[.

On note F Despace vectoriel des fonctions de [0,1] dans R, E le sous-espace de F des fonctions
continues par morceaux et Ey le sous-espace de E des fonctions continues sur [0, 1]. On munit E de

la norme || ||oo définie par la formule |40 = sup |9(t)].
te[0,1]
Si ¢ € E, on note L(v) application qui & x > 0 associe

+o00
(L) (x) = Y ane ™ (™).
n=0
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16. Montrer que L(v) est bien définie pour tout ¢ € E et que 'application L est une application
linéaire de E dans F'. Vérifier que pour tous 1,9 dans E, 11 < 92 entraine L(v1) < L(12).

On note E; ensemble des ¥ € E pour lesquels lin%) x(L(v))(z) existe et si 1 € Eq, on pose
z—
AQ) = lim 2(L(%))(x)

17. Vérifier que E; est un sous espace vectoriel de E et que 'application A est une forme linéaire
continue de (E1, || ||oo)-

18. Montrer que pour tout p € N, ¢, : ¢ € [0,1] — ¥ appartient & E; et calculer A(e,). En déduire
que Ey C Fj et calculer A(e)) pour tout ¢ € Ey.

Pour tous a,b € [0,1] tel que a < b, on note 1f, 3 : [0,1] — {0, 1} la fonction définie par

1 siz€la,b
La) () = { 0 sinon.

Soit a €]0,1[ et € €]0, min(a, 1 — a)[. On note

1 sixz €[0,a— ¢
a—x
g—(z) = siz €la—e¢,a]
€
0 siz € a,1]
et
1 siz €0, da
at+e—x
g+(x) = —— siz €la,a+¢[

0 siz € [a+e,1].
19. Vérifier que g_ et g, appartiennent a Ey et calculer A(g_) et A(gy). Montrer alors que 1j ) €
E; et calculer A(1jg ). En déduire que E; = E et donner A(v)) pour tout ¢ € E.

On considére maintenant la fonction ¢ définie sur [0, 1] par la formule :

(théoréme taubérien).

On rappelle que v(n) est le nombre de couples d’entiers naturels non nuls (p, q) tels que n = p? + ¢°.
n

1 1
21. Si A€ S, que vaut lim — Card (A(n))? Déterminer alors lim — Z’U(k)

n—+oco n n—+oco n —1
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