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Premiére partie

1. Par hypothése, h s’annule a l'ordre N 4+ 1 (avec N > 1) dans [a, b] donc il existe des réels
a<c <cy<--<cp < betdesentiers ki, , ki > 1 tels que ky + -+ -+ ki, = N + 1 et chaque
¢; annule h, k', - hki—1) (on dira que ¢; est un "zéro de h de multiplicité au moins k;", méme si
h n’est pas un polynéme).

la. Par hypothése, h' vérifie
Vi€ [L,m], Vk € [0,k —1[, () ®(¢;) = R+ (¢;) = 0.

Montrons qu’elle posséde des zéros supplémentaires.

Par le théoréme de Rolle appliqué a h sur chaque intervalle [¢;, ¢;11] (pour 1 <i<m —1), la
fonction dérivable h vérifie h(c;) = h(c;y+1) (= 0) donc A’ s’annule au moins m — 1 fois (0 fois
si m = 1), en des points ¢, - ,c,,_; vérifiant

a<ce < <<y << <o < Cmo1 < g < 0y <.

Ces zéros de I/ sont différents des (¢;)1<i<m et sont dans [a, ], donc en les ajoutant aux zéros
initiaux de A/, on obtient que h’ s’annule a ’ordre

k-4 +kn—-1D+m-1)=k+ +k,—1=N

dans lintervalle [a, b].

1b. Puisque h est de classe C*°, on peut itérer le raisonnement précédent.
Par récurrence immeédiate, on obtient que A(N) s’annule & l'ordre N +1 — N = 1 dans [a, b],
cest-a-dire que h(N) s’annule au moins en un point ¢ € [a,b] (c’est le cas m = 1 et ky = 1
dans la définition donnée).

Dans la suite de cette partie, f : [a,b] — R est de classe C* et par hypotheése :
P=XX—t)k . (X —t,,)k

avecm EN  ANER*  a<t; < - <ty <betk + -4k, =deg(P) > m (en effet, la liste des
zéros du polynome P est donnée, ainsi que leurs multiplicités k; > 1).

2. 2a. Supposons que @ € R[X] vérifie 'hypothése donnée, c’est-a-dire que deg(Q) < deg(P) et Q
s'annule en ti,--- ,t,,, avec chaque t; de multiplicité au moins k;. Alors (X — t;)* divise Q
pour tout 1 <4 < m, donc [[/~,(X — t;)** divise @ (puisque ces polynomes sont premiers
entre eux deux & deux). Finalement, P divise @ avec deg(P) > deg(Q) donc nécessairement
Q =0.

2b. Notons d = deg(P) > m > 1. L’application

. { Rg-1[X] — RE1++hm — R
: Q — Q1) QED(),  Qtm)s -+ QEm =D (1))

est un isomorphisme d’espaces vectoriels : la linéarité est évidente (par linéarité de I’évaluation
et de la dérivation), I'injectivité vient du fait que si Q € Ker(p), alors @ vérifie les conditions
de la question précédente, donc Q) = 0, et la bijectivité résulte alors de I’égalité des dimensions
de Ry_1[X] et R% Ainsi, la liste (f(t1), -, fF=D(t), -, fltm), -, fEn=D(t,,)) € R?
posséde un unique antécédent par ¢, c’est-a-dire qu’il existe un unique H(f, P) dans Ry_;[X]
tel que

vie[l,m], Vke [0,k —1],  H(f,P)®(t:) = fP(t).

Dans la suite, on pose

wte o\ b ta) QULPI = _fffl))k .h.[.({; f)ti))km _ M) Pf(ftgf, P)(t))
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3. 3a.

3b.

4. 4a.

En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a la fonction g = f — H(f, P) (qui est
C>) en chaque point t;, on obtient pour tout ¢ € [1,m] et pour tout z € [a, b] :

S () — H(S P (1
8 e - U PR )
=0

(r—t)f b / (x— )% gt (1),

f()~H(f. P)(x) A

k=0

donc par changement de variable affine ¢t = vt; + (1 — v)z, il vient

0
1 i [ (U(l’ — ti))ki*lg(ki)(tiv + I(l — 1})) X (ti _ l’)dv,

f(ﬂﬂ)*['[(f,P)(x):(kif1

c’est-a-dire

L
f(x) = H(f, P)(x) = (x — t;)" /O mg(k")(tiv + (1 — v))dv.

La fonction Q(f, P) est clairement de classe C* sur 'ensemble [a, b]\ {1, - ,tm } (en tant que

quotient de fonctions C*°). Fixons 4 € [1,m] et montrons que Q(f, P) se prolonge au point ¢;.
1 k;—1
Notons ¢;(z) = / hg(ki)(tiv—kx(l—v))dv, on a donc pour tout = € [a,b]\{t1, - ,tm}:
o (ki—1)!

x—t;) ki (x (o
O P)(a) = 1) ei@) _ i)

m k.
(x —t;)k H(x_tj) ’
I

J#i

Nous admettons comme indiqué que ; est de classe C* sur [a, b] (cela se démontre facilement
en appliquant le théoréme de dérivation d’une intégrale & paramétre, qui sera étudié dans le
@i(x)
[[@—t)~

J#i

est de classe C™ sur [a,b] \ {t1, - ,ti—1,tit1, - ,tm} (qui est un voisinage réel de t;) et
prolonge Q(f, P) au point ¢;. En appliquant ce raisonnement en chaque point ¢; (pour 1 < i <
m), on obtient que Q(f, P) posséde un prolongement de classe C* sur tout lintervalle [a, b].
De plus, en tant que prolongement continu en des points adhérents au domaine de définition
de Q(f, P), il est unique (la valeur aux points ¢; est nécessairement la limite de Q(f, P) en ces
points).

CH.12 "interversion limite-intégrale"). Ainsi, par quotient, la fonction v; : x —

f(z) — H(f, P)(x)

(x — so)™

Dans le cas ot P = (X —sg)™ avec n > 1l et 59 € [a,b], ona Q(f,P) : x —

qui d’apreés la question précédente admet un prolongement C* a [a, b].
D’aprés 3a., le numérateur se réécrit :

Veelwb,  f@)— H(f,P)(x) = (& — 50)" / %g%mxu—v»dv,

donc
Un—l

Vs € [a,b] \ {so}, QUf, P)(z) = / mg(")(sov + (1 —v))dv,

0
vnfl

(n—1)!
d’aprés ce qui était admis a la question précédente, on en déduit par passage a la limite :

1
et puisque l'intégrale & parameétre = — / g™ (sov+x(1—v))dv est continue sur [a, b]
0

1 n—1 1 n—1 (n)
QP e0) = Jim [ g Gt o= oo = [ g sy = T

Tr—So 0 (n-—l.

Enfin, ¢ = f) — g (f, P)(") = f(" puisque deg(H(f, P)) < deg(P) = n, donc finalement

S (s0)
n!

Q(f, (X = s0)")(s0) =
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4b. Soit Pi, P, € R[X] unitaires et scindés dans |a,b[, notons d; > 1 et do > 1 leurs degrés
respectifs. Par division euclidienne, il existe un unique couple (@, R) € R[X] tels que

H(f,PiP;) = PIQ + R, deg(R) < deg(P)) = d; (%).

On va maintenant identifier le quotient et le reste en évaluant en les racines de P, P et
utilisant le principe d’interpolation montré en 2b..

Notons
mi ma
p=][xX-t)%,  P=][(xX - )k,
i=1 i=1

avec my,mg > 1,a <ty < - <tp, <bja<ty<---<t, <b ki>1 k>1
e En dérivant (%), on a pour tout 1 <7 < mj et pour tout 0 < k < k; :

k
H(f,PLP)P(t;) =" ( > PO () Q¥ (t;) + RM (t;) = RM(t,).
=0

7=0

Mais t; étant racine de Py P, on a aussi H(f, P, Py)(k) (t;) = f®(t;), donc R¥)(t;) =

f®)(t;) avec deg(R) < deg(P1), ce qui montre par 2b. que R = H(f, P).
e Analysons ensuite P1Q = H(f, Py P2)— H(f, P1) : ¢’est un polynome de degré strictement

inférieur a deg(P1 P2) = dy + da, et il vérifie :

Vi<i<m, YO<k<k, (PQ)®(t)=0
(car (X —t;)* divise Py, qui divise P,Q), ainsi que
VI<i<me, VO< k<K, (PQW()=H(f PR)W(t)—H(f, P)) () = f& (1)) —H(f, P)® (L))

C’est 1a qu’on fait intervenir la fonction Q(f, Py) :

k
f(k)(t;) — H(f, P1)(k)(t;) = (P x Q(f, P)) (k) Z ( ) Q(f, pl)(k ])( t),

j=0

mais la fonction Q(f, P1) coincide avec le polynome H(Q(f, P1), Py) en les ¢, (avec mul-
tiplicités), donc on peut réécrire

k k
Z() Q(f, P)*=9)( Z() H(Q(f, Pr), Po)*9)(#})

J 7=0
= (P x H(Q(f, P), P))™ (8-
En résumé, le polynéme P;Q vérifie
VI<i<my, WO<k<k, (PQ®(t)=0=(PxHQ P)P)"Y (1),

VI<i<mg, YO<k <Kk, (PQ)M ()= (P xHQf P),P)"™ (t).

Les polynomes P;Q et Py x H(Q(f, P1), P») coincident donc (avec multiplicités) en di +ds
points, et ils sont de degrés < d; +ds, donc ils sont égaux (toujours par 2b.). On a montré :

H(f,P1Py) — H(f, P1) = P1 x HQ(f, P1), P»),

ce qui est la premiére égalité voulue.
e La seconde s’en déduit par calcul direct : par définition de @, on a

PiRQ(f, P1P2) = f— H(f,Pi1P) = f— H(f, P1) — Pr x HQ(f, P1), P»)

=P (Q(f, P1) — H(Q(f, 1), P2))
En notant f = Q(f, P,), on a donc

PiP,Q(f, PLPy) = PL x (f — H(f, P2)) = PLP2Q(f, P2).
Vu que P Py # 0, on en déduit par intégrité de R[X] :
Q(f, PLP2) = Q(f, P2) = Q(Q(f, 1), P).
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5. On fixe t € [a,b] \ {t1, - ,tm} (rappelons que t1,--- ,t,, sont les racines de P, de multiplicités
k1, ,km > 1) et on pose

m

Vs € b, Quls) = (f = H(f,P))(s) = QUf, P)(&) [ T(s — ta)",

i=1
c’est-a-dire 1
Vs €la,bl,  Qu(s) = (f — H(f. P))(s) — 1 Qf, P)(t) P(s),
ou A est le coefficient dominant de P. On a Q; € C*([a,b],R).
5a. Pour tout 1 <47 < m et pour tout 0 < k < k; :
1
QY () = fW (1) — H(J. P) W (1) =1 Q(F. P)(1) PP (1) = 0.

——
=0 =0

De plus, Q.(t) = f(t) — H(f, P)(t) — +Q(f, P)(t)P(t) = 0 (par définition de Q(f, P)(t)) avec
t ¢ {t1, - ,tm}, donc au vu des zéros trouvés, la fonction @, s’annule a l'ordre
k14 +kn+1=deg(P)+1=d+ 1 dans lintervalle [min(¢, 1), max(¢, tm,)] C [a, ).

5b. Si on suppose de plus P unitaire, alors A = 1 donc Q(s) = (f — H(f, P))(s) — Q(f, P)(t)P(s).
D’aprés la question précédente, Q; s’annule a Uordre d+1 dans l'intervalle [min(¢, 1), max (¢, t,,)]
donc d’apres 1b., il existe £ € [min(¢, ¢1), max(t, t,,)] tel que

0=Q"(©) = D) — H(LP)VE —QUP() x P
=0 car deg(H(f,P))<d =d! car P=Xd+...

Ainsi, f@ (&) = d! Q(f, P)(t), c’est-a-dire

I piy,

f) = H(f, P)(t) = P()Q(f, P)(t) 7

Remarque
Le réel & dépend du réel t initialement fiz€, ce qui n’apparait pas dans la notation employée!
Avec une notation plus explicite, on a donc montré que :

(d)
Yt € [a,b]\ {t1, - ,tm}, FE(E) € [min(t,t1), max(¢t,t,,)], f(E)—H(f,P)(t) = %P(t)

6. On suppose f absolument monotone sur [a,b] (i.e. f > 0 pour tout n € N).
Montrons que pour tout P € R[X] scindé sur |a, b[, Q(f, P) est absolument monotone.

e Tout d’abord, on peut se ramener au cas ot P est unitaire car le polynéme d’interpolation
H(f, P) ne dépend que des racines de P et de leurs multiplicités, pas du coefficient dominant
de P : en notant P = £, on a P unitaire et H(f, P) = H(f, P) donc

P P P

e Procédons ensuite par récurrence sur le degré de P :

* Initialisation : si P est unitaire de degré 1, il est de la forme P = X —t; avec a < t; < b.
Dans ce cas, H(f, P) est le polynome constant égal & f(¢;) donc en réutilisant la formule
intégrale de la question 3a. :

Q(f,P):z— fo) =t = /0 ' (tv+ z(1 —v))dv.

I*tl

En admettant la dérivation sous le signe intégrale (cf. CH.12), on a alors

1 n
Vn €N, Vz € [a,b], Q(f,P)™(z) = /0 4 (f'(t1v + x(1 — v)))dv

dam
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= /1(1 —0)"f D (t0 + 2(1 — v))dv > 0,
0

(car f(*+1) > 0 par hypothése et (1 — )" > 0 pour tout v € [0,1]), donc Q(f, P) est
absolument monotone.

Heérédité : soit d > 1. Supposons que pour tout polynéme R unitaire de degré > d scindé
dans ]a, b[, on ait Q(f, R) absolument monotone, et montrons que cette propriété reste
vraie au degré d + 1.

Soit donc P unitaire de degré d+ 1, scindé dans ]a, b[. En notant t; €]a, b[ une des racines
de P,on a P = (X — )R avec R unitaire de degré d, scindé dans ]a, b[. Par hypothése
de récurrence, la fonction ¢ = Q(f, R) est absolument monotone. On en déduit par la
formule de la question 4b. que :

Q(f, P) = Q(f, R(X — 1)) = Q(Q(f, R), X —t1) = Q(g, X — 1)

est elle-méme absolument monotone d’aprés I'initialisation puisque g l’est.

* ok ok
Deuxiéme partie

On fixe I = [—1,1], n > 2 entier et f: I —]0,+oo[ une fonction continue.
On pose aussi pour tout P,Q € R[X] :

1
(P.Q) = /_ Pos

cela définit un produit scalaire sur R[X] (la définie-positivité est vraie notamment grace a la stricte
positivité de f) et par restriction sur R, [X].

On fixe également D = A(X —r1) - (X —r,) €R,[X],avec AER* et 1 > 1y > - > 1, > —1.

On suppose aussi D € R,,_1[X]*.

Remarque
L’énoncé ne suppose pas a priori que D # 0 mais je me permets de le faire car on effectue une division
euclidienne par D dans la question 7b. (donc jimagine que D # 0 dans l'idée du concepteur).

R, 1[X] — R

P — [l Pf
R,.1[X] — R
Pour cela, il suffit de montrer que (¢1,--- ,¢,) est une base du dual L(R,,—1[X],R).

n
Montrons que cette famille de formes linéaires est libre : si Z Aili = 0w, [x],r) avec les \;
i=1

7. 7a. Il s’agit ici de décomposer la forme linéaire ¢ : { en fonction des

formes linéaires "évaluations" ¢; : { (1 <i<n).

réels, on a

VP € Ry a[X], > AP(ri) =0.
i=1

Hj;ék(X —7;)
Hj;ék(rk = 75)
aux points rq,-- -, 7y, qui vérifie Ly(r;) = §; 1 et deg(Ly) = n — 1), on obtient A, = 0, et ce
pour tout 1 < k < n, donc la famille (¢1,--- ,¥¢,) est bien libre. De plus, elle est de cardinal
n = dim(L(R,,—1[X],R)) donc c’est une base de L(R,,_1[X],R), ce qui montre l’existence (et

En évaluant en P = Ly, = (le k¢ polynéme interpolateur de Lagrange associé

n
l'unicité) de coefficients (A1, -+, \,) réels tels que ¢ = Z Ail;, c’est-a-dire
i=1

VPERnfl[X], /1 Pf:i)\zp(rz)
1

- =1
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7b.

7c.

Remarque
En fait, la base (£y,--- ,£,) est la base duale de la base de Lagrange (Ly,--- ,L,) de R,_1[X] :
en effet, on montre facilement que pour tout P € R,,_1[X] :

P = P(’I"l)L1 + -+ P(T7L)L7La

donc par définition d’une base duale : P(r;) = L¥(P) pour tout i et tout P, c’est-a-dire {; = L.

Soit P € Ry, _1[X]. Par division euclidienne, il existe un unique couple (Q, R) € R[X]? tel que
P =DQ + R et deg(R) < deg(D) = n. D’ou

/lleZ/_llDQer/_llRf: <D’Q>+i>\iR(n)

(d’apreés la question précédente puisque R € R, _1[X]).
Enoutre, D € R, _1[X]* et Q € R,,_1[X] (puisque deg(Q)+deg(D) = deg(P)), donc (D, Q) =
0. On en déduit

n

[1 Pi= Z A (i) = Z AiP(r;)

1=

—

puisque pour tout i, P(r;) = D(r;) Q(r;) + R(r;) = R(ry).
——
=0
Soit 1 <4 < n. Le polynéme P; = []; (X — r;)? est de degré 2(n — 1) = 2n — 2 donc la
formule de la question 7b. s’applique :

1 n
/ Pif =Y M\ Pi(re) =NPi(r).
-1 k=1 Y
=0 si ki
Or, P;(r;) > 0 car P; est a valeurs positives (facteurs carrés réels) et r; n’est pas racine de P;.
Enfin, fil P;f > 0 car la fonction P; f est positive sur [—1, 1], continue et non identiquement

nulle puisque P;(r;)f(r;) > 0. Donc \; = ﬁ fi1 Pf>0.

Dans la suite, on considére les fonctions polynomiales

fo:t—1, Vi<j<n-—1, fjit'—>(7“1—t)"-(7”j—t),

(on a deg(f;) = j pour tout j) et pour tout P, @ € R,[X], on pose

7d.

1
(P.Q); = PQs) = [ PQsT
-1
Soit 0 < j < n — 1. L’application (P, Q) — (P, Q); est clairement une forme bilinéaire symé-
trique sur R, [X] (par bilinéarité du produit de fonctions et linéarité de 'intégrale), donc par
restriction c’est aussi une forme bilinéaire symétrique sur R,,—;_1[X].

ATTENTION !

Les propriétés de positivité et définie-positivité ne sont pas a priori vraies sur R, [X] (puisque
la fonction f;f sous l'intégrale n’est pas positive), mais on va montrer qu’elles le sont sur le
sous-espace R,,_;_1[X].

Pour tout P € R,,_;_1[X], on a
1
wry= [ P
—1
avec deg(P?f;) <2(n—j—1)+j=2n—j—2<2n—1 donc par 7h. :

(P,P); = Z)‘ip2(ri)fj(ri)'

=1
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Or, f; admet pour racines rq,--- ,7; donc f;(r;) =0si¢ < j. D'on

(P,P)j= Y NP(ri)f(ro).

i=j+1

En outre, pour ¢ € [j+1,n], f;(r;) = (r1 —7i)--- (r; — ;) > 0, ainsi que A; > 0 (d’aprés 7c.)
et P%(r;) > 0, donc par somme de réels positifs (P, P); > 0.

Enfin, si (P, P); = 0, alors on a une somme nulle de réels positifs donc A\; P%(r;) f;(r;) = 0 pour
tout ¢ € [j 4+ 1,n], ce qui revient & P(r;) = 0 (les autres facteurs étant strictement positifs).
Donc P posséde n — j racines (41, -+ ,7y) avec deg(P) < n — j, donc P = 0, ce qui montre
la définie-positivité.

On a montré que l'application (P, Q) — (P, Q); est un produit scalaire sur R,,_;_1[X].

Remarque
Meéme si elle est bien définie sur R,,[X]?, Uapplication (P, Q) — (P,Q); n'est pas un produit
scalaire sur R,[X], c’est une simple forme bilinéaire symétrique.

Dans les questions 8. a 12. on fixe j € [0,n — 1].

8. 8a. On procéde par récurrence forte, en orthogonalisant la base monomiale (1, X,--- , X"~9~1) de
R,,—;—1[X] pour le produit scalaire ( , );.
e [’unique polynoéme unitaire de degré 0 est ¢p = 1.
e Soit0<k<n-—j—2.
Supposons construits qo, - - - , g unitaires, deux & deux orthogonaux pour ( , );, et tels
que deg(g;) = i pour tout 0 < ¢ < k. Les polynomes unitaires de degré k + 1 sont de la

forme qp 1 = X!+ Z’gzo ayqe avec les ay réels (puisque (qo,- - ,qr) est une base de
Ry [X]). Un tel polynome g1 est orthogonal & go, - - , gk si et seulement si

Vi € [0, k], (@k+1,4:); =0,
ce qui équivaut a
vie[0,k], (X" )+ ailg @) =0,

(puisque (gr, ¢;); = 0 pour tout 0 < ¢ # ¢ < k). Puisque les ¢; sont dans R, _;_1[X] et
que (, ); est un produit scalaire sur R,,_;_1[X], on a par définie-positivité (g;,¢;); # 0,
et donc les conditions d’orthogonalité précédentes sont équivalentes a

Xt gy
Ve [0k, ai= i 4l
(9is i)
Ainsi, le seul polynéme g1 qui convient est :
b1y~ (X ),
Gr+1 = X - 7’(]1-
; (9is i) 7
Ceci prouve l'existence et 'unicité de la famille de polynémes (qo,- - ,gn—j—1) vérifiant les

conditions voulues.

8b. On compléte la famille précédente en posant

Gn—j = (X —rjp1) - (X — ).

Ce polynéme est unitaire, de degré n — j.

e Montrons que ¢,,—; est orthogonal & (qo, - - , ¢n—;—1) pour la forme bilinéaire symétrique
(, ); (attention, on ne la considére plus comme un produit scalaire ici car g,—; ¢
R,—;—1[X]) : pour tout i € [0,n — j — 1],

(Gis@n—j)j = (Qis@n—j fj),
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9. 9a.

9b.

9c.

mais gu—; f; = (X =r541) - (X =) (r1 = X) -+ (r; = X) = (=1 []1 (X =) = 52D,
donc _1)j

(Gisan—j); = (T<Qi7D> =0,

puisque ¢; € R,,—;_1[X] C R,_1[X] et D € R,,_1[X]* par hypothése (on parle ici de
I'orthogonalité au sens du produit scalaire ( , ) et non pas (, );).

e Montrons que ¢,—; est l'unique polynéme unitaire de degré n — j qui soit orthogonal &
(g0, s gn—j—1) pour la forme bilinéaire symétrique (, );. Puisque (qo,- - ,¢n—j—1,qn—j)
est une base de R,,_;[X] formée de polynomes unitaires, tout polynome unitaire de degré
n — j s’écrit :

n—j—1

Q=qnj+ > o
=0

On a alors, pour tout ¢ € [0,n—j —1] :

n—j—1
(@Q.ai); = (an—jr )i+ Y o {ae, i) = i (6i,qi);
—_— s —— —_——
=0 =0 si £#i #0

donc (@, ¢;); =0 <= «; =0, ce qui montre que le seul polynome unitaire de degré n— j

qui vérifie les conditions d’orthogonalité voulues est @ = ¢n—; + Z?;gil 0ge = Gn—j.
Soit 2 < i < n — j. Le polynéme ¢; — X¢;—1 est de degré < ¢ — 1 (vu que les coefficients
dominants de ¢; et X¢;—1 sont égaux). Vu que (qo,- - ,¢;—1) forme une base de R;_1[X], il

existe des réels fg, -+, 8;_1 tels que

¢ — Xqi—1 = Bi—1qi—1 + Bi—2qi—2 + - + Boqo-
Or, pour tout £ <i—1<n—j—1, on a par "j-orthogonalité" de (qo, - ,¢i—1,¢) :

(¢ — Xqi-1,40)5 = Be (ae, )
——
#0
ainsi que
(0 — Xqi-1,90);5 = (@i, q0); —(Xqi-1,90); = —(¢i-1, X q0);
——
=0
(la derniére égalité est directe en examinant I’expression intégrale de ce produit scalaire).

De plus, si £ < i—2, on a deg(Xqr) < i—1, donc X gy est combinaison linéaire de (go, - , gi—2)
et donc (g;—1,X¢qe); = 0. Ainsi V0 < ¢ < i —3, B, =0, ce qui entraine

¢ — Xqi—1 = a;qi—1 + bigi—2,

en posant a; = [3;_1 et b; = B;_o.
Par bilinéarité de (, ); et orthogonalité des (g¢)o<¢<n—j, on obtient & partir de la relation
précédente :

<Qi>q2'72>j —<qu'71, Qi72>j =a; <qi71a qi72>j +bi<q2'727 qi72>j7

—_——— —_——

=0 =0
c’est-a-dire
bi(qi—2,Gi—2); = —(Xqi—1,¢i—2);j-

Vu que ¢i—2 € R,,_;_1[X], on obtient par définie-positivité du produit scalaire { , ); que
<qi727qi72>]‘ > 0. En outre :

(Xqi-1,qi-2)j = (¢i-1, X qi—2);.
Or, le polynéme Xq;_o est unitaire de degré i — 1, donc X¢;_o = ¢;—1 + R avec R €
Vect(qo, -+ ,qi—2), ce qui donne par orthogonalité :
(Xqi-1,qi-2); = (¢i—1,qi-1)j + (@1, R); = (¢i-1,Gi—1); >0
—_———
=0

(%—17 Qi—1>j

< 0.
<¢I¢—2, Qi—2>j

(puisque g;—1 € R,,—j_1). On en déduit finalement b; = —
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10. 10a. Evident : gg = 1 posséde exactement 0 racines dans R et g1, qui est unitaire de degré 1, est
de la forme X + « donc posséde exactement une racine dans R : —a.

10b. Montrons par récurrence forte que pour tout 1 < i < n — j, le polynéme ¢; a exactement ¢
racines réelles simples et qu’entre deux racines consécutives de ¢;, il y a strictement une seule
racine de ¢;_1.

e Initialisation : la propriété est vraie pour ¢ = 1 d’apreés la question précédente.

e Hérédité : supposons le résultat vrai jusqu’a un rang i — 1 € [1,n — j — 1], et montrons-
le au rang 7. Par hypothése de récurrence, ¢;_1 posséde ¢ — 1 racines simples, notées
y1 < -+ < yi_1, et il y a dans chaque intervalle |y, yx+1[ une seule racine de g;_2, notée
zi. Les réels (zx)1<k<i—2 sont les seules racines de ¢;—o (puisque deg(g;—2) = i —2), d’on

Qi = (X —21)- - (X — zi_9) (%),
avec
Y1 <21 <Yz <22 <--<Yi—2<2zi—2 <Yi-1-

Cherchons maintenant des racines de ¢; en utilisant le théoréme des valeurs intermé-
diaires.

* En évaluant la relation obtenue en 9a. en les y; (qui s’applique car 2 < i < n — j),
on a

Vk e [1,i—1], qi(yr) = bigi—2(y)-

D’autre part :
Gi—2(yk) = (Ye — 21) -+ (Y& — 26—1) (Y& — 28) (Uk — 2641) -+ (Y& — 2i—2),

Gi—2(Wrr1) = Werr —21) - Wkt — 26) Wrrr — 2o41) (Uka1 — 2e12) - (Yoto — 2Zio2)

donc g;_2(yr)qi—2(yx+1) < 0 (compter le nombre de facteurs < 0). On en déduit :

Vk € [1,i—1], @i (k) (Y1) = b7 qim2(yk)qi—2(yks1) <0,
~—
>0
donc la fonction continue ¢; s’annule en un point & €|yk, yr+1[, et ce pour tout

k € [1,%—2]. On a ainsi trouvé ¢ — 2 racines distinctes de ¢;, il nous en faut encore
deux.

Pour tout = € [y;—1,+00[, gi—2(x) > 0 (d’apreés la factorisation (x)), donc

¢i(Yi—1) = bigi—2(yi—1) < 0.

Puisque ¢; est unitaire, g; e xt +—> 400 donc le TVI fournit une racine &_1 > y;1
oo o0

pour g;.

Pour tout = € | — 00,41], ¢i—2 est du signe de (—1)*~2 (toujours d’aprés (x)), donc
¢i(y1) = bigi_2(y1) est du signe de (—1)"%. Or ¢; ~ 2% donc ¢; est du signe de
— 00

(—1)* (I'opposé donc) au voisinage de —oo, ce qui donne (toujours par le TVI)
I’existence d’une racine &y < y; pour g;.

Au total on a trouvé ¢ racines distinctes (€, -+ ,&;—1) pour g;, il n’y en a pas d’autres
car deg(q;) =i et elles vérifient

o<y <& <y < - <&a<yi1<&iot

d’ot1 la propriété d’entrelacement voulue par rapport aux racines de ¢;_1.

Remarque
Cette preuve par récurrence montre également que vu l’entrelacement, les racines des poly-
nomes qo, - - - , qn—j—1 Sont strictement comprises dans l’intervalle délimité par les racines de
Gn—j, qui sont connues (rjy1 > --- > 1y ). Ainsi, les racines de (qo,- -+ ,qn—j;) sont contenues
dans Uintervalle [ry,,7j41] C I =[—1,1].
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10c. Immédiat d’aprés ce qui précéde :

Vieﬂoanfjfl]la QZ:(Xfé'O)(X*gz—l)a

i—1

donc ¢;(rj41) = H(er — &) > 0 (tous les facteurs étant strictement positifs puisque les
k=0

racines § sont dans |7y, 7j41[)-

Qi1 (rj+1)
qi(rj+1)
Il s’agit de 'unique réel tel que r; 4 soit racine de g;11 + o;q;.
i1+ ;q; . .. -
On pose également p; = %, c’est un polynome (puisque X — 7,1 divise gi+1 + a;¢;) unitaire
T+
et de degré i, il se décompose donc sous la forme :

Posons, pour 0 <i<n—j—1, o; =

Pi = Coqo + -+ Cigi, ¢ =1

qe — qe(rj+1)

X —rjp
unitaire (si non nul) et de degré £ — 1 < i. Il est donc orthogonal & Vect(g;,qi+1) par
construction de (qo, - - ,gn—;), ce qui entraine :

11. 11a. Pour tout 0 < ¢ < 4, X — rj4 divise g — g¢(rj41), donc est un polynodme,

a0 — qé(?“j+1)> _0

<Qi+1 T Qigi, = —

11b. Le résultat précédent se réécrit, pour tout 0 < ¢ < i :

0= <P¢7QZ - QZ(Tj+1)>j = <pi7QZ>j - (M(Tjﬂ) X <pi7(I0>j~

En décomposant p; = coqo + - - - + ¢;q; et en développant les produits scalaires, on obtient
alors par orthogonalité de (go,- - ,¢;) :

0= ce(qe, qe)j — qe(rj+1) X co{qo,90);,

ce qui montre

VO<O<i, = (IE(TJ'H)M%
<QZaC]Z>j

(q0,q0);

> 0 (d’aprés 10c. et la définie-positivité de
(g0, q0);

d’olt ¢g = 7eco en posant ve = qe(rj41)

(, ); sur Ry[X] C Ry—j—1[X]).
Ainsi, (cp,- -+ ,¢;) ont tous le méme signe, mais ¢; = 1 donc ¢, > 0 pour tout 0 < £ < 4.

12. Supposons ici que 0 < j < n — 2. L’application (, );;1 est donc un produit scalaire sur R,,—;[X].
Pour0<i<n—j—1et0<k<i—1, calculons :

(pis qi)j+1 = (Pis aufi+1)
On a f1(t) = f;(8)  (rys1 — #) donc
(pisar)j+1 = Pi(rjrr — O, awfi) = Pi(rje1 — t), a);-
De plus, pi(t) x (t = 7j+1) = ¢i+1(t) + @igi(t) donc

(Pis qk)jr1 = —(qit1 + @igi, qr)j =0

toujours par j-orthogonalité de (qo, - - , gn—j)-
Ainsi, p; est orthogonal & (qo,--- ,¢;—1), donc & R;_1[X] pour le produit scalaire ( , };41.
13.
k ok %
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