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Corrigé du DS03 du 30/11/2024 (4h)
Sujet B (MPI)

X 3k Xk

Exercice 1 : Questions de topologie
(comportant ’exercice 1 de la banque INP)

1. On obtient facilement par croissance de l'intégrale que

1
VFEE  Ifli < [ Iflle =10
mais il n’existe pas de constante C' > 0 telle que

VieE,  |fllc <Clflh-

En effet, si c¢’était le cas, on aurait en particulier pour f = (¢t — t") :

C
n+1’

1
Vn € N, ISC/ th =
0

ce qui est impossible puisque HLH "
n—-+0oo

Ainsi, ‘les normes || oo €t || |1 ne sont pas équivalentes ‘

2. (a) L’application u : { ? : f}ﬁ)) est

(puisque u(Af + g) = Af(0) + g(0) = Au(f) + u(g) pour tout (A, f,g) e Rx E x E).

De plus, Vf € B, |u(f)| = |f(0)] < || f]l-c donc et flul = sup X < 4

70 1 fllo —
Si on choisit f constante égale a 1, on a f € E\{0g} et [u(f)] =1 =] f]loo donc | |Juf| =1

(et le sup est atteint).
(b) On a F = u~1({0}). Puisque u est continue et que {0} est un fermé de (R, | |), on en déduit
que ‘ F est un fermé de (E, || ||co) ‘

3. (a) Soit n € N*. On a

1 l/n 1
fo=clh= [ V=11= [ (0 =naae = 5.

(b) Chaque f,, est dans F' (puisque f,, est continue et f,,(0) = 0) et ||fn — c|l1 WS 0 donc la
fonction ¢ est limite d’une suite (f,,) d’éléments de F dans l'evn (E, || ||1).
Alnsi, (par caractérisation séquentielle de ’adhérence), et ‘ F n’est pas fermé dans (F, || ||1) ‘
puisque les f,, sont dans F' mais pas leur limite ¢ (vu que ¢(0) = 1 # 0).

FE — R

fo— (0
fermé de (R,| |) alors que u=1({0}) = F n’est pas un fermé de (E, || ||1).

(¢) L’application w : { ) ‘n’est pas continue pour la norme || |1 ‘car {0} est un

* 3k Xk
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1.

2.

3.

Exercice 2 : Questions sur les espaces préhilbertiens
(comportant ’exercice 77 de la banque INP)

Pour montrer que | (A1)1 = A |, voir le cours. L’inclusion A C (A1)1 est triviale (par définition
de lorthogonalité). Pour 'autre inclusion, on peut soit utiliser ’égalité des dimensions (valable
seulement si E est de dimension finie), ou alors utiliser le fait que E = A® AL dés que A est de
dimension finie (méme si E ne 'est pas), mais c¢’est un peu plus compliqué dans ce cas.

(a) Ona FCF+Get GCF+Gdonc (F+G)tC Ftet(F+G)*tcGt.
Ceci montre que (F +G)*+ c FX NG+,
Réciproquement, si € F- NG+, alors x est orthogonal a tout f € F et tout g € G, donc
par bilinéarité du produit scalaire, (x|f + ¢g) = 0 pour tout (f,g) € F x G, ce qui montre
que r € (F+ G)*.
Finalement, ‘ (F+G)t=Fr+tnGt ‘

(b) On applique la question précédente avec les SEV F+ et G+ a la place de F et G :
(FL 4+ GHt = (FHE n(ehHE.
Puisque (A*+)* = A pour tout SEV A de E (d’aprés la question 1.), on en déduit que
(Ft+GH*t=Fna,

donc en reprenant 1'orthogonal :

[FL+Gh=(FnG)t|

Notons s : R? — R? la réflexion d’axe F : y = 3z. Puisque s € O~ (R?) et la base canonique
(e1,e2) est orthonormée, on en déduit que S = Mat (., .,)(s) est dans O; (R), donc de la forme

S:(“ b ) a?+ b2 =1.
b —a

De plus u = (1,3) € F donc s(u) = u, ce qui donne les équations
S(l)_(l)@{cw%i&b =1 <:>{a —4/5
3/ \3 —3a+b =3 b= 3/5

Finalement, | .S = %( _34 i ) .

4. Notons (eg, es,e3) la base canonique de R3 et pr la projection orthogonale sur la droite F' =
Vect(1,1,1). Le vecteur e = %(17 1,1) forme une base orthonormée de F', donc on dispose de
la formule

1 1 1 r+y+z
Yu = (z,y,2) € R, pr(u) = (ule)e=-(z+y+2)| 1 =—-| z4+y+z
3 1
rT+y+z
1 1 1
On obtient donc | Mat (e, e, eq)(PF) = % 1 1 1
1 1 1
o~
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Exercice 3 : Etude de deux suites récurrentes
Extrait du sujet E3A MP 2013 Math A

1. On a ug > 0 et u; > 0 par hypothése.

Pour n > 2, si on suppose ug, - ,u,—1 bien définis et strictement positifs, alors le terme
2

Up = g, est bien défini et strictement positif. Par récurrence forte, on obtient que
n—1FUn—

‘ (Un)nen est bien définie et a valeurs dans ]0, +00] ‘ ‘Idem pour (vy,) ‘

2. Si (vn) converge vers £, alors £ € RT U {+oco} (puisque v, > 0 pour tout n € N). Vu que (v,41)
et (vn12) convergent aussi vers ¢ et que

Vn € N, Unt24/Unt10n = 1,
on obtient par produit et composition de limites :

e =1,

donc ‘ la seule limite possible de (vy,) est £ =1 ‘ (puisque £ > 0 et £ = 400 est impossible).

3. (a) En passant au logarithme dans la relation

VTLEN, ’Un+2\/’lm:1,
on obtient 1 1
Vn € N, In(vy42) + 3 In(vpy1) + 3 In(v,) =0,

c’est-a-dire

’Vn eN, 2Wp 42 + Wpy1 +w, =0 ‘

(b) D’apres le cours de premiére année, il suffit de résoudre 1'équation caractéristique
272 + 7 4+ 1 = 0 pour déterminer une base de ’espace vectoriel

F={we CN, Yn €N, 2wnio + wpir + wy, = 0}.
—1+iV7

Puisque 2r2 +r+1=0 < r = 1 , on obtient que

les deux suites ((_1_4“ﬁ)n , (_“ff‘ﬁ)n) forment une base de F' |

(c) ‘ Toute suite (x,,) de F' converge vers 0 ‘ puisque ces suites sont de la forme

Ty = A" + ﬁX”,

ol « et [ sont deux constantes complexes et A\ = #ﬁ est de module @ < 1.
4. La suite (w,) est dans F' donc d’aprés la question précédente, on a w, — 0, donc par continuité

de I'exponentielle, , ce qui montre que ‘ la série > v,, diverge grossiérement ‘

De plus, v, — 1 = e“ — 1 = wy, + o(w,) ~ wy et Y w, converge absolument puisque
s
|wn| = @A™ + BA| = O(|A|™) avec |A] < L.

Donc par comparaison de séries a termes positifs, ‘ > (v, — 1) converge absolument, donc converge ‘

5. (a) La suite (z,,) ne converge pas vers A, donc on a
non (¥r >0, AN €N, Vn > N, |z, — A| <71),

c’est-a-dire

\3r>0, VN eN, In>N, |xn—A|>r\.

Cela permet de construire par récurrence une suite extraite (z,(,)) telle que

Vn € N, |z,m3) — Al > 7. Cette suite extraite étant bornée (car (x,) 'est), elle admet
elle-méme une suite extraite )y convergente vers un réel X', qui est différent de A car
Vn € N, [Zy(yp(n)) — Al > 7 donc en passant a la limite, [\ — A[ > r > 0.

Alnsi, ‘1a suite (z,) posséde une valeur d’adhérence \' # A ‘

Corrigé du DS03 du 30/11/2024 (4h) 3/ 8
Sujet B (MPI)



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

(b)

()

Si (zn) est bornée et posséde une seule valeur d’adhérence, alors la divergence de (z,,)
impliquerait ’existence d’au moins deux valeurs d’adhérence d’aprés la question précédente,

ce qui est contradictoire. Donc ‘ (zy,) est convergente ‘

Si (x,) converge vers £ € R, alors toute suite extraite de (x,,) converge aussi vers £, donc £
est la seule valeur d’adhérence de (), ce qui implique que {_ = ¢, = {.

Réciproquement : si {_ = ¢, alors (x,) posséde une seule valeur d’adhérence, et elle est
bornée par hypothése, donc convergente d’aprés la question précédente.

On conclut que ‘ pour toute suite (x,,) bornée, (z,) converge ssi £_ = (. |.

Montrons par récurrence forte que |Vn € N, a < u, < é .

e (C’est vrai pour n = 0 car @ = min{ug, u1, 17107 u%} vérifie notamment o < ug et a < u%]

e C’est vrai pour n =1 car a < u; et a < u%

e Soitn>2. Sia<u, < i pour tout k < n, alors 2o < up_1 + Up_o < % donc

Le réel £_ est une valeur d’adhérence de (u,) dont il existe une suite extraite (wy(y))
qui converge vers ¢_. En posant y(n) = ¥(n + 2) — 2, on a bien v : N — N strictement
croissante (puisque ¥ : N — N est strictement croissante et Vn € N, ¢p(n +2) > n+2 > 2)
et Uy(n)12 = Uy(nt2) = l_.

Par ailleurs, la suite (u,(,)) est bornée donc posséde une suite extraite (u(y,(n))) qui
converge vers un réel Aj.

De méme, la suite (- (y, (n))+1) est bornée donc posséde une suite extraite (- (p, (ps(n)))+1)
qui converge vers As.

Il ne reste plus qu’a poser ¢ = 7y o ¢ 0 (o pour obtenir le résultat : on a bien ¢ : N -+ N
strictement croissante et

| tp) = U oatan) = M1 |

\%(n)ﬂ = Uny(py (2(n))+1 — A2 \

]%<n>+2 = Us(p1 (a(n)))+2 > €= \

(on a reproduit ici la technique d’extraction commune vue en cours pour démontrer qu’un
produit fini de compacts est compact).

On a en outre Vn € N, (g (n) + Up(n)+1)Up(n)+2 = 2 donc en passant a la limite, on obtient
(A1 4+ A2)l— = 2. Enfin, \; et Ay étant des valeurs d’adhérence, elles sont inférieures a £,

donc puisque £_ > a > 0, on obtient l'inégalité 2 < 2/, ¢_, soit .

On peut de méme obtenir une suite extraite u,(,) telle que
U (n) —7 )\Il, U (n)4+1 — )\/2, U’ (n)+2 — £+,
et dans ce cas, on obtient aprés passage a la limite dans la relation précédente :

(A1 + M)l =2,

et donc puisque A}, A, > ¢_ et £ > 0, on déduit 2 > 2¢_{ ., soit .
On a finalement montré .

De méme que précédemment, on peut construire une suite extraite (uw(n)) telle que
Ugp(n) —7 A1, Up(n)+1 — Aa, Ugp(n)+2 — A3, Up(n)+3 /_.
En passant & la limite dans les relations :

VneN,  (Upm) + tpm)+1)tpm)+2 =2, (Upm)+1 + Upn)+2)Upn)+3 = 2,
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on obtient
A+ 2A2)A3=2= (A2 + A3)l_,

avec 0 < a <07 < A, Az, A3 < 44 et €4 = -, donc

2
)\2+/\3:7:2Z+,
ce qui entraine Ay = A3 = ¢4 (puisque tous deux inférieurs ou égaux a £, ).
Ensuite,
2 2
MtA=—=—=20_
1+ 2 )\3 £+ )

donc A; = Ay = ¢_ (puisque tous deux supérieurs ou égaux a £_).
Finalement, .
(e) La suite (u,) est bornée et {_ = ¢, donc d’aprés 5.(c), ‘ (un,) converge vers £ = (_ = { ‘

De plus, d’aprés les relations précédemment obtenues, £2 = 1 et £ > 0 donc .

X 3k Xk

Exercice 4 : Etude de normes matricielles
Extrait du sujet E3A MP 2013 Math A

1. Pour A, B dans M,,(C) et X,Y dans C", on a :
[BXloo < IBlloollXlocs  [[AY [loe < [ Allsol[Y lloos
donc avec Y = BX :

[(AB) X [loo = [|A(BX) oo < [|Allocl[BX [loo < [|Alloo I Blloo | X lloo

. AB)X
co qui prouve que | [AB]. = sup 1B e < pay |
x#0 [ Xl
miy 121
m2 222
2. (a) Ona DZ = . donc || DZ||ec = max |m; ;2| < m max |z| = m||Z] .
: 1<i<n i<n
My, nZn
| IDZ]|oc < m]1Z] |
(b) Si||Z]|lec <1, alors on a |[|[DZ]|ec < m d’ot |||D|||ee = sup IDX||oo < m.
XeCm || X]l<1
De plus, il existe un entier j € {1,--- ,n} tel que m = |m; ;|. En prenant z; = 1 et pour
21
22
k#j, 2z, =0et Z = . yona ||DZ]|ec =m et ||Z]|o =1 d’0ot |||D]||cc = m.
Zn

Finalement | |||D|||cc = m |

3. (a) Np(X) =[[PX|c-
Si P n’est pas inversible, en prenant X € ker P non nul, on a Np(X) =0 et X # 0 donc
Np n’est pas une norme.
Si P est inversible, alors
— Np est une application de C" dans R
— VX e C", VA € C, Np(AX) = ||APX |00 = [MN||PX|lco = [N Np(X).
— V(X,Y) € (C")*, Np(X +Y) = |[P(X +Y)|loc = [PX+PY ||oc < [PX|loc +[|PY ] =
Np(X) + Np(Y).
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— VX eC", Np(X)=0= |[|PX]looc =0=PX =0= X =0 (car ||.||oo est une norme et
P est inversible).
donc Np est une norme.

Finalement, ‘N p est une norme si et seulement si P est une matrice inversible ‘

(b) Par définition :

Alllp = sup |AX][p = sup [PAX o0 = sup |[PAP™H(PX)]|oo-
XeCn, || X|p<1 XECn,[|[PX <1 XeCn,|PX <1

Or P est inversible, donc X — PX est une bijection de C™ sur C” donc

sup IPAPTH(PX)oc =  sup  [PAPT'Y||o = [[[PAP™|||o,

XeC[|PX|loo<1 YeCn,|[Yleo <1

On a done bien | [[|All|p = [||IPAP ||| |

4. (a) Soit P € GL,(C). Etant semblables, les matrices A et PAP~! ont le méme spectre et donc
p(4) = p(PAP)|

(b) On fixe P € GL,(C). Soit A € sp (A4) et X # 0 un vecteur propre associé. On a AX = \X,
donc en passant & la norme || ||p :

[AX][p = [AXI][p = XX,

et on déduit : H I | |
AX | p AY || p
Al = < sup =l Allp.
[Xllp ~ vz [IY]lP

Ceci étant valable pour toute valeur propre A, on conclut | p(A) < || 4| p |

(¢) On suppose A diagonalisable. Il existe une matrice diagonale D et une matrice inversible
P telles que D = PAP~ 1.
Attention, il s’agit de la convention inverse de la convention habituelle, c’est-
a-dire que l’on a échangé les roles de P et P~! (pour coller aux formules de
I’énoncé) !
Daprés 3.(b), [I[4]l|p = [IPAP~ ||« = [[IDlllcc. d’aprés 2.(b), [[ID]loc = p(D) et comme
A et D sont semblables, p(D) = p(A).

‘Il existe donc P € GL,(C) tel que |||A]||p = p(A) ‘

0 0 1
(d) Considérons A= 1 0 0
01 0
On trouve facilement x4(X) = X3 — 1, les valeurs propres de A sont 1, j et j2 donc
p(A) =1|
1 1
Des vecteurs propres associés & 1, j et j2 sont 1 |, 52 et
1 J 7
1 1 1 1 0 0
Si|P~!= 1 452 4 et D = 0 j 0 |,alors D= PAP~! et d’aprés 4.(c)
1 4 4 0 0 42
[|Alllp = p(A) |

Attention, comme dit précédemment, la matrice P~! s’obtient "comme la ma-
trice de passage P habituelle", c’est la matrice qui exprime les vecteurs propres
en fonction de la base canonique.

En aucun cas, on ne calcule un inverse de matrice! C’est pourquoi 1’énoncé
demande P! et pas P.
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1 2 n
1 2 n
(e) Considérons A =
1 2 --. n
A est de rang 1 et Ey a pour équation x1 + 2x5 + - -+ + nx, = 0.
2 g n
-1 _1 0
Une base de Ej est : 0 , 0 R )
: ; 0
0 0 -1
! 1
D’autre part, est un vecteur propre de A associé a la valeur propre @
1
A est donc diagonalisable (la somme des dimensions des sous-espaces propres est n)
2 3 - n 1 0 -« --- 0 0
-1 0 0 1
Si|P~l= 0 -1 . o et D=1 - S : )
' ' 0 0 -+ --- 0 0
. n(n+1
0 . 0 -1 1 0 0

alors D = PAP~! et toujours d’aprés 4.(c) | |||A]||p = p(4) |

Cc

5. (a) SoitAz(a b)etZ:(Z1 ).Ona
d zZ9

azi + bzo
cz1 + dzo

1421 = | (

)H = max(|az1 + bza|, |cz1 + d2a|)
o0

< max(|azi| + [bz2], [ez1] + |dza]) < max(|a| + [b], [¢] + |d]) max(|z1], |22]) = m[|Z]|oo-

On a done| [|AZ] s < m||Z] |

On en déduit |[|A]||ec < m.

Si on suppose que m = |a| + |b|, alors on choisit z; et zo de module 1 tels que |a| = az; et
|b] = bzs (toujours possible). On a alors

|AZ||oo = max(|az; + bzal,|cz1 + dza]) = max(m, |cz1 + dza|) = m, I1Z]lco = 1.

De méme si m = |¢| + |d|.
On en déduit |||A]||ec > m.

On a donc | |||A]||cc =m |

(b) i. A€ M3(C), non diagonalisable.
On travaille dans C, donc sp (A4) # 0.
Si sp (A) possédait deux éléments, alors le polynome caractéristique de A serait scindé

a racines simples et A serait diagonalisable, donc ‘ sp (A) ne contient qu’un élément |.

ii. On choisit une base e = (e, e2) de E, avec e; un vecteur propre de f associé a la valeur
propre .

La matrice dans la base e de f est alors triangulaire supérieure, avec les valeurs propres

sur la diagonale. Elle est donc de la forme | Mat.(f) = ( g g > )
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()

iii. B est non nul car A n’est pas diagonalisable.
Posons e] = Zep et ey = es.
e = (€},¢eh) est une base de C?, f(e}) = ae, f(eh) = f(e2) = Ber + aez = g€} + aeh,.

On a donc Mat. (f) = ( g ; )

!
Il existe donc une base ¢’ de C? telle que Mat. (f) = ( g N ) ou |f| <el

o
0

On a alors [||A]llp = [[[PAP |l = 1T llc = || + 8’| < |o| + & = p(A) +e.
‘Il existe donc une matrice P € GLy(C) telle que |||A]||p < p(A) + ¢ ‘

/
iv. Notons T' = ( N ) Il existe une matrice P € GL3(C) telle que T = PAP~.

D’aprés 4.(b), on a
VP € GLy(C), [[[Alllp = p(A),
donc p(A) est un minorant de ’ensemble {|||Al||p, P € GL2(C)}.

Si A est diagonalisable, alors ce minorant est atteint (cf. 4.(c)), c’est donc la borne inférieure
du dit ensemble.

Si A n’est pas diagonalisable, alors d’aprés 5.(b) iv., on a pour tout réel € > 0 :
3P € GLx(C) [|Alllp < p(A) +e/2 < p(A) + ¢,

donc p(A)+e ne minore pas ’ensemble en question, ce qui est la caractérisation de la borne
inférieure.

Finalement, on a dans tous les cas inf |||Alllp = p(A4) |
PEGL:(C)

-3 8

Considérons A = ( 9 5

).Ona

[ Allloo = max(| — 3] +[8], | — 2| + |5]) = 11}

Ona xa(X) = (X —1)% et dim(F;(A)) = 1 donc A est non diagonalisable et sp (A) = {1}.
On a donc p(A) = 1 et d’aprés 5.(b) iil., A est semblable & une matrice de la forme

!
T= ( (1) [i ) avec || < 1. Il existe donc P € GLy(C) telle que T = PAP~!. Dot :

1Alllp = [[IPAP™ lloo = [[|T]llec = 1+ || < 2.

‘H existe donc une matrice P € GL3(C) telle que |||A]||p < 2 ‘

Supposons p(A) < 1.
1—p(A)

On utilise la question 5.(c) avec € = > 0. Par définition de I'inf, il existe une

2
matrice P € GL2(C) telle que
1+ p(A)
IIAlllp < p(4) +e= —5— < 1|
Or, on sait que la norme subordonnée ||| |||p est sous-multiplicative, donc

n < n
Al < 4l — o,

ce qui montre que ’ la suite (A"),en converge vers 0y, (c) ‘

Ici, on a donc du choisir "la bonne norme" pour pourvoir montrer la conver-
gence vers 0. Bien sir, la suite (A™) converge vers 0 pour toute norme sur
M2 (C), puisqu’elles sont équivalentes, mais la norme ||| |||p précédemment
choisie est la mieux adaptée pour faire le calcul.

* 3k Xk
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