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DS03 du 04/10/2025 (4h)
Sujet B (MPI)

Le sujet se compose de 4 exercices indépendants.
Calculatrice interdite.
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Exercice 1 : Questions sur les Z/nZ

Pour tout n € N*, on note (Z/nZ)* le groupe multiplicatif des éléments inversibles de 'anneau Z/nZ.
1. Déterminer (Z/10Z)*. Est-il cyclique ?
2. Déterminer (Z/127Z)*. Est-il cyclique ?

3. Parmi les deux groupes précédents, un seul est isomorphe & (Z/47Z,+).
Lequel 7 Exhiber un isomorphisme.

4. Démontrer que anneau Z/nZ est un corps si et seulement si n est un nombre premier.
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Exercice 2 : Sous-groupes distingués

Soit G un groupe (pas nécessairement commutatif, dont la loi est notée multiplicativement, et le neutre
est noté e). On dit qu’'une partie H C G est un sous-groupe distingué dans G si

(i) H est un sous-groupe de G
(ii) Vg€ G, VYhe H, g 'hgeH.
1. Montrer que {e} et G sont des sous-groupes distingués dans G.

2. Si G est commutatif, alors quels sont les sous-groupes distingués de G 7
A partir de maintenant, on ne suppose plus G commutatif.

3. Soit (H;);es une famille de sous-groupes distingués dans G.
Montrer que ﬂ H; est un sous-groupe distingué dans G.
i€l
4. On considére I’ensemble
Z(G)={x € G,Vy € G, zy = yx}.
Montrer que Z(G) est un sous-groupe distingué dans G.

5. Soit H et K sont deux sous-groupes de G. On suppose que H est distingué dans G. Montrer
que ’ensemble

HK :={hk,he H ke K} ={z € G, 3h € H, 3k € K, x = hk}

est un sous-groupe de G.

6. Si G et G’ sont deux groupes et f : G — G’ un morphisme, alors montrer que le noyau Ker(f)
est un sous-groupe distingué dans G.

7. Si G est un groupe, on appelle automorphisme de G tout morphisme G — G bijectif. On note
Aut(G) 'ensemble des automorphismes de G.

(a) Montrer que Aut(G) est un groupe pour la loi o (composition des applications).

(b) Pour tout a € G, on note f, application G — G définie par Vz € G, f.(x) = a~'xa.
Montrer que f, € Aut(G). On dit que f, est un automorphisme intérieur de G.

(¢) On note Int(G) 'ensemble des automorphismes intérieurs de G
(on a donc Int(G) = {fa, a € G}).
Montrer que Int(G) est un sous-groupe distingué dans Aut(G).
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Exercice 3 : Approximation d’une intégrale impropre par une
série

On considére un réel o €]0; 7], et la fonction h :]0; +00[— R définie par

Vr €]0;+oo[,  h(z) = sin(z)

Le but est de montrer que

+o0
1. Montrer que l'intégrale impropre I = / h(z)dx converge.
0

2. Montrer que Vz €]0; +o00l, |h'(z)] < 7

Indication : on pourra séparerles casx > 1 et 0 < x < 1, et pour le second cas, utiliser [’inégalité
|sin(z)| <  pour tout x > 0.

3. Montrer que pour tout entier N > 1 et pour tout « €]0; 7] :

(N+1)()/ N
/ dw—zsm na) Z/ h(na +t) — h(na)) dt.
@

4. Montrer que

41
VYn € N*, Vo €]0; [, Vt € [0; ], |h(na +t) — h(na)| < ——.
(na)3/2
5. En déduire que
(N+Da al sin?(na) AR
VN e N*, Va €)0; 7], /a h(:c)dac—z1W SN&Z;W'

6. Justifi les séries ) L et > sin®(na) t ( €]0; 7)), et
. Justier que les series € convergent (avec « (T ), € ue
a n>1 n3/2 n>1 7”L2Oé ® a

+oo too 51n2(
/ h(z)dx — Z -

n=1

Va €]0; 7, < 2fz

7. Conclure que :
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Exercice 4 : La constante d’Euler

Les parties I et II de ce probléeme sont largement indépendantes.
Partie I : La constante 7. Une expression sous forme de série.

On pose pour tout entier naturel n > 2,

1
Sy = Z T Uy, =S, —Inn, v, =5S5,_1—Inn.
k=1
1. (a) Montrer que : Vx € [0,1], x +In(1 — z) < 0.
(b) Montrer que : Vz € [0,1],  —In(1+ ) > 0.

2. Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

Etant adjacentes, les suites u et v convergent donc vers une limite commune, que ['on appelle
la constante d’Euler, et que l’on note 7y :

lim u, = lim v, =7.
n—-+o0o n—-+oo

3. Pour tout entier n > 1, on pose :

s ()
Tn=—+1In .
n n+1

(a) Montrer que la série E X, converge.
n>=1

(b) En déduire que
+o00o 1 1
=S (Em(ie ).

Partie IT : Une expression intégrale de la constante ~.

On pose pour tout z > 0,
1 1

l—e® g’

g(z)

4. (a) Montrer que g se prolonge en une fonction continue sur R (encore notée g).

(b) Montrer que g est bornée sur RT. On notera K un réel tel que pour tout z > 0, |g(x)| < K.

+oo
I= / e Tg(zr)dx.
0

Montrer que l'intégrale I est convergente.

+oo —z —nx
(& — €
I, = A
1 :I/.

(a) Montrer que 'intégrale I,, est convergente.

5. On pose

6. On note pour tout n € N*,

(b) On note, pour tout n € N* et pour tout réel X > 1 :

X e~ T X e~ N7
J(X) = —dz et K,(X)= dz.
1 1 T

i. Montrer que J(X) et K, (X) ont des limites finies lorsque X tend vers +oc.
nX 671‘
dx.

ii. Montrer que K, (X) = /

n

X
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iii. En déduire que I, = / —dx.
1

xT

(¢) En utilisant 6.(b).iii, montrer que

n 1_ —x
Inzlnn—/ 7edx.
1

xT

1 —x _ _—at
7. Posons F(t) = / £ "¢ 4
0 x

(a) On pose pour t € R et x € R*,

Montrer que ¢; peut étre prolongée par continuité en 0.
On continuera de noter ¢, la fonction continue sur R ainsi déterminée.
(b) Montrer que la fonction F' est définie sur R, c¢’est-a-dire que l'intégrale impropre F(t) est
convergente pour tout ¢ € R.
On admet dans la suite que la fonction F' est dérivable sur R et que

1 —x _ —xt 1
VieR,  F'(t) :/ 4 <i) dx:/ etdy
o dt x 0

(c’est-a-dire que l'on peut "dériver sous le signe intégrale”).
On démontrera ce résultat a la fin du probléme.

t —
1 _ T
(¢) En calculant F’(t), montrer que F(t) = / —c dx pour tout réel t > 1.
1 x

—nx

+oo —x
e
8. (a) Montrer que 'intégrale / —— dx est convergente pour tout n € N*.
0 x

1 e~T _ g~z
(b) Montrer que Vn € N*, I, =lnn — / —dz.
O x

(¢) En déduire que pour tout entier n > 1,

+oo —x —nx
(& — €
——dx =1Inn.
T

(=)

9. Pour tout n > 2, on pose

K
(a) Montrer que pour tout entier n > 2, |L, — I| < —.
n
On rappelle que la constante K a été définie en 4.(b), et lintégrale I a été définie en 5.
(b) Montrer que la suite (L,,),>2 converge. Donner sa limite.

(c) Montrer que pour tout entier n > 2, L,, = v,,.
On rappelle que la suite (vy,) a été définie dans la partie I.

(d) En déduire que
—+o0
~ :/ e Tg(x)dx.
0

10. Pour terminer, nous allons démontrer le résultat qui a été admis (entre les questions 7.(b) et

7.(c)), a savoir :
—xt

1 —x _ 1
la fonction F : ¢ +— / € Tz est dérivable sur R et F'(t) = / e “dz.
0 x 0

(a) A T'aide d’intégration par parties, montrer que pour toute fonction ¢ € C(R;R), et pour
tout réel x :

o(a) = o0+ /0 + [ “(@ — ) (t)dt

(c’est la formule de Taylor avec reste intégral a lordre 2).
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(b) A P'aide de la formule précédente, montrer qu’il existe une constante M (& déterminer) telle
que :
2,.2

h
Vh e [<1,1),Vz € [0,1], [e™" — 1+ ha| < " M.

(c) Soit t € R et h € [—1,0[U]0, 1], montrer que :

F(t+h) = F(t) /dx
0

1
< / M2 ot p

(d) Conclure.
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