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Question préliminaire

1) Pour tout λ réel, la fonction φλ est continue sur [0, 1]. D’un autre coté, si λ1, . . . , λn sont des réels tels que
λ1 < · · · < λn et α1, . . . , αn des réels non tous nuls tels que :

α1φλ1 + α2φλ2 + · · ·+ αnφλn
= 0,

alors pour tout x de [0, 1], on a :
αpx

λp + · · ·+ αnx
λn = 0

où p est le plus petit entier vérifiant αp 6= 0. En divisant par xλp , pour x 6= 0 et on fait tendre x vers 0, on
trouve αp = 0, ce qui constitut une contradiction. La famille (φλ)λ > 0 est donc libre.

A. Déterminants de Cauchy.

On pose, pour 0 < m 6 n :

Dm =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

a1+b1
1

a1+b2
. . . 1

a1+bm
1

a2+b1
1

a2+b2
. . . 1

a1+bm

...
...

. . .
...

1
am+b1

1
am+b2

. . . 1
am+bm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
qui est défini mais avec l’hypothèse

(Hn) : ∀ (i, j) ∈ [[1, n]]2 , ai + bj 6= 0

et R(X) =

n−1∏
k=1

(X − ak)

n∏
k=1

(X + bk)

qui est une fraction rationnelle de degré −1. Les pôles de cette fraction sont −b1, . . . ,−bn

et ils sont simples à cause de l’hypothèse (Hn). Donc R(X) =
n∑
k=1

Ak
X + bk

avec Ak =
P (−bk)
Q′(−bk)

, P =
n−1∏
i=1

(X − ai) et

Q =
n∏
i=1

(X + bi). En particulier, P (−bk) = (−1)n−1

n−1∏
i=1

(bk + ai) et (−1)n−1
n∏

i=1,i6=k

(bk − bi) pour tout k ∈ [[1, n]].

2) Notons, pour k ∈ [[1, n]], Ck =


1

a1 + bk
...
1

an + bk

 de sorte que

n∑
k=1

AkCk =


R(a1)

...
R(an−1)
R(an)

 =


0
...
0

R(an)
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Par suite,

AnDn = AnDetB(C1, . . . , Cn−1, Cn)
= DetB(C1, . . . , Cn−1, AnCn)

= DetB(C1, . . . , Cn−1,

n∑
k=1

AkCk)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a1+b1

. . . 1
a1+bn−1

0
...

...
. . .

...
1

an−1+b1
. . . 1

an−1+bn−1
0

1
an+b1

. . . 1
an+bn−1

R(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= R(an)Dn−1

où B est la base canonique de Rn.

3) On a An =
P (−bn)
Q′(−bn)

=

(−1)n−1
n−1∏
k=1

(bn + ak)

(−1)n−1

n−1∏
k=1

(bn − bk)

=

n−1∏
k=1

(bn + ak)

n−1∏
k=1

(bn − bk)

(6= 0) et R(an) =

n−1∏
k=1

(an − ak)

n∏
k=1

(an + bk)

. D’où

Dn =
R(an)
An

Dn−1

=

n−1∏
k=1

(an − ak)

n∏
k=1

(an + bk)

n−1∏
k=1

(bn − bk)

n−1∏
k=1

(bn + ak)

Dn−1

=

n−1∏
k=1

(an − ak)

n∏
k=1

(an + bk)

n−1∏
k=1

(bn − bk)

n−1∏
k=1

(bn + ak)

· · · · · · (a2 − a1)
(b2 + a2)(b2 + a1)

(b2 − b1)
(b2 + a1)

D1

et avec D1 =
1

a1 + b1
, on trouve : (ou encore par une récurrence remplaçant les · · · · · · )

Dn =

∏
1 6 i<j 6 n

(aj − ai)(bj − bi)∏
1 6 j 6 n
1 6 i 6 n

(ai + bj)

B. Distance d’un point à une partie dans un espace normé.

A étant une partie non vide de E espace vectoriel normé. Pour x dans E, la distance de x à A est :

d(x,A) = inf
y∈A
‖x− y‖

4) Notons B(x, r) la boule ouverte, au sens de la norme ‖ · ‖, de centre x et de rayon r. Par la caractérisation de
la borne inférieure, on a :

d(x,A) = 0 ⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃ y ∈ A, ‖x− y‖ < ε

⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃ y ∈ A, y ∈ B(x, ε)
⇐⇒ ∀ ε > 0 A ∩B(x, ε) 6= ∅ (c’est à dire x est adhérent à A)
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5) Soit (An)n > 0 une suite croissante (au sens de l’inclusion) de parties de E telle que
⋃
n > 0An = A. Remarquons

que si X et Y sont deux parties non vides de E avec X ⊂ Y , alors d(x,X) > d(x, Y ). La suite
(
d(x,An)

)
n > 0

est donc décroissante et que d(x,An) > d(x,A) pour tout n. Soit ε > 0, il existe y ∈ A tel que d(x,A) 6
‖x − y‖ < d(x,A) + ε. Mais

⋃
n > 0An = A, donc il existe N ∈ N tel que y ∈ AN . Pour tout n entier naturel

tel que n > N , on a :

d(x,A) 6 d(x,An) 6 d(x,AN ) 6 ‖x− y‖ < d(x,A) + ε

ceci montre que la suite
(
d(x,An)

)
n > 0

a pour limite d(x,A).

Soit V un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et B la boule fermée de centre x et de rayon ‖x‖.
6) La partie B ∩ V est bornée car B est bornée. En plus, l’application : y 7→ ‖x − y‖ est continue sur V , donc

B ∩V est aussi femée. C’est donc compacte de V car c’est un espace vectoriel de dimension finie. Elle est alors
(par définition séquentielle d’un compact par exemple) compacte de E.
Notons C le complémentaire dans V de B ∩ V . Il est facile de voir que :

d(x, V ) = min(d(x,B ∩ V ),d(x,C))

D’une autre part, 0E ∈ B ∩ V car V s-e-v de E et ‖x − 0E‖ 6 ‖x‖. Pour y ∈ C, on a ‖x − y‖ > ‖x‖ >
d(x,B ∩ V ). En d’autres termes, d(x,B ∩ V ) < d(x,C) et, par suite, d(x, V ) = d(x,B ∩ V ).

7) L’application y 7→ ‖x−y‖ est continue sur le compact B∩V , elle est donc bornée et atteint sa borne inférieure. Il
existe alors y ∈ B∩V (donc y ∈ V ) tel que ‖x−y‖ = d(x,B∩V ) et par la question précédente, ‖x−y‖ = d(x, V ).

C. Distance d’un point à un sous-espace de dimension finie dans un
espace euclidien.

L’espace E est supposé muni d’un produit scalaire (· | ·) avec ‖x‖ =
√

(x |x).

8) Le sous-espace V étant de dimension finie, la question précédente assure l’existence de y dans V tel que
‖x− y‖ = d(x, V ). Soit z la projection orthogonale de x sur V . En particulier, on a ‖x− y‖ 6 ‖x− z‖. D’un
autre coté, (x− y) = (x− z)

∈V ⊥
− (y − z)

∈V
et par le théorème de Pythagore :

‖x− y‖2 = ‖x− z‖2 + ‖y − z‖2

ce qui montre que ‖y − z‖2 = 0 et par suite y = z.

Pour (x1, x2, . . . , xn) ∈ En, on note G(x1, x2, . . . , xn) le déterminant de la matrice de Gramm :

M(x1, x2, . . . , xn) =


(x1 |x1) (x1 |x2) . . . (x1 |xn)
(x2 |x1) (x2 |x2) . . . (x2 |xn)

...
...

. . .
...

(xn |x1) (xn |x2) . . . (xn |xn)


9) Notons V le sous-espace vectoriel engendré par la famille (x1, . . . , xn). Puisque V ∩ V ⊥ = {0E} et V ⊥ =
{x1, . . . , xn}⊥, alors on a

∀ x ∈ V, (x = 0E ⇐⇒ ∀k ∈ [[1, n]] , (x |xk) = 0)

Notons aussi Lk la k-ième ligne de la matrice de Gramm ci-dessus, vue comme élément de Kn. Une combinaison

linéaire de type
n∑
k=1

αkLk est une ligne de type :

L =

((
n∑
k=1

αkxk |x1

)
,

(
n∑
k=1

αkxk |x2

)
, . . . ,

(
n∑
k=1

αkxk |xn

))
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Cette ligne est nulle si et seulement si le vecteur
n∑
k=1

αkxk est nul. En résumé :

G(x1, x2, . . . , xn) = 0 ⇐⇒ M(x1, x2, . . . , xn) est non inversible

⇐⇒ ∃α1, . . . , αn ∈ K non tous nuls et
n∑
k=1

αkLk = 0Kn

⇐⇒ ∃α1, . . . , αn ∈ K non tous nuls et
n∑
k=1

αkxk = 0E

⇐⇒ (x1, . . . , xn) est liée

10) La famille X = (x1, . . . , xn) est libre et V est le sous-espace engendré par cette famille. Soit x un élément de E et
y sa projection orthogonale sur V . Puisque x−y ∈ V ⊥, alors (xi |x) = (xi | y) et (x |x) = (y | y)+(x− y |x− y)
et

G(x1, . . . , xn, x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(x1 |x1) (x1 |x2) . . . (x1 |xn) (x1 |x)
(x2 |x1) (x2 |x2) . . . (x2 |xn) (x2 |x)

...
...

. . .
...

...
(xn |x1) (xn |x2) . . . (xn |xn) (xn |x)
(x |x1) (x |x2) . . . (x |xn) (x |x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(x1 |x1) (x1 |x2) . . . (x1 |xn) (x1 | y)
(x2 |x1) (x2 |x2) . . . (x2 |xn) (x2 | y)

...
...

. . .
...

...
(xn |x1) (xn |x2) . . . (xn |xn) (xn | y)
(y |x1) (y |x2) . . . (y |xn) (x |x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(x1 |x1) (x1 |x2) . . . (x1 |xn) (x1 | y)
(x2 |x1) (x2 |x2) . . . (x2 |xn) (x2 | y)

...
...

. . .
...

...
(xn |x1) (xn |x2) . . . (xn |xn) (xn | y)
(y |x1) (y |x2) . . . (y |xn) (y | y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(x1 |x1) (x1 |x2) . . . (x1 |xn) 0
(x2 |x1) (x2 |x2) . . . (x2 |xn) 0

...
...

. . .
...

...
(xn |x1) (xn |x2) . . . (xn |xn) 0
(y |x1) (y |x2) . . . (y |xn) ‖x− y‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= G(x1, . . . , xn, y)

=0 (d’après 9)

+ ‖x− y‖2G(x1, . . . , xn)
6=0 (d’après 9)

Donc d(x, V )2 = ‖x− y‖2 =
G(x1, . . . , xn, y)
G(x1, . . . , xn)

D. Comparaison des normes N∞ et N2

11) Soit f ∈ C([0, 1]). On a N∞(f) = sup
t∈[0,1]

|f(t)|. Alors,

N2(f) =

√∫ 1

0

|f(t)|2 dt 6

√∫ 1

0

N∞(f)2 dt = N∞(f)

Soit maintenant g ∈ A∞. Il existe une suite (gn)n > 0 telle que la suite de terme général N∞(gn − g) tend vers
0. Par comparaison des normes vue précédement, la suite de terme général N2(gn−g) tend vers 0 Donc g ∈ A2

.
Par suite, A

∞ ⊂ A2
. En particulier un fermé au sens de la norme N2 est fermé au sens de la norme N∞.

Notons V0 = {f ∈ C([0, 1]) ; f(0) = 0}.

12) Pour n entier naturel, on note fn(x) =

{
(n+ 1)x si 0 6 x 6 1

n+1

1 si 1
n+1 6 x 6 1

. C’est une suite d’éléments de V0. En
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plus,

N2(fn − φ0) =

√∫ 1
n+1

0

((n+ 1)t− 1)2 dt

6

√∫ 1
n+1

0

1 dt (car ((n+ 1)t− 1)2 6 1)

6

√
1

n+ 1
−→
n→∞

0

φ0 est bien un point adhérent à V0.

13) Soit f un élément de C([0, 1]). On a f = f(0)φ0 + f − f(0)φ0 et posons gn = f(0)fn + f − f(0)φ0 avec (fn) la
suite définie dans la question précédente. La suite (fn) est d’éléments de V0 et N2(gn− f) = |f(0)|N2(fn− φ0)
qui tend vers 0 quand n crôıt indéfiniment. Ce qui montre la densité de V0 dans C([0, 1]).
Si f est un élément de V0, alors N∞(f − φ0) > |f(0) − φ0(0)| = 1. En d’autres termes, la boule ouverte de
centre φ0 et de rayon 1 au sens de la norme N∞ ne rencontre pas V0. V0 est non dense dans C([0, 1]) au sens
de cette norme.

14) Soit V un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé et V son adhérence. On a V ⊂ V , ce dernier est
donc non vide. Soit x, y deux éléments de V et α un scalaire. Il existe deux suites (xn)n et (yn)n deux suites
déléments de V qui convergent respectivement vers x et y. La suite (αxn+ yn)n, qui est une suite déléments de
V car c’est un sous-espace vectoriel, converge vers αx+ y. C’est à dire αx+ y ∈ V . C’est donc un sous-espace
vectoriel.

15) (=⇒) Ce sens est évident puisque V
∞

= C([0, 1]).
(⇐=) Notons P l’ensemble des fonctions polynomiales sur [0, 1], c’est à dire P = vect(φm)m > 0. D’après le
théorème de Weirstrass, P∞ = C([0, 1]) et par hypothèse, P ⊂ V

∞
. V
∞

étant un fermé, donc C([0, 1]) =
P∞ ⊂ V∞ ⊂ C([0, 1]).

16) (=⇒) De même, ce sens est évident puisque V
2

= C([0, 1]).
(⇐=) V

2
étant fermé au sens de la norme N2, alors il est fermé au sens de la norme N∞ (d’après la question

11)) donc il est égal à son adhérence. C’est un sous-espace vectoriel de C([0, 1]) (d’après la question 14)) et
contient tous les φm (m > 0). D’après la question 15), V

2
= C([0, 1]). C’est à dire que V est dense au sens de

N2 dans C([0, 1]).

E. Un critère de densité de W pour la norme N2

(λk)k > 0 étant une suite de réels positifs et deux à deux distincts. Pour n entier naturel, Wn = vect(φλ0 , . . . , φλn) et
W = vect(φλk

)k > 0.

17) Remarquons W =
⋃
n > 0

Wn et que la suite (Wn)n > 0 est croissante. Alors,

W est dense ⇐⇒ ∀ µ ∈ N, φµ est adhérent à W (question 15)
⇐⇒ ∀ µ ∈ N, d(φµ,W ) = 0 (question 4)
⇐⇒ ∀ µ ∈ N, lim

n
d(φµ,Wn) = 0 (question 5)

18) Soit µ > 0. D’après la question 10), on a, puisque (φ0, . . . , φn) est une famille libre,

d(φµ,Wn)2 =
G(φλ0 , . . . , φλn , φµ)
G(φλ0 , . . . , φλn

)

D’une autre part, pour tous α et β réels positifs,

(φα |φβ) =
∫ 1

0

tα+β dt =
1

α+ β + 1

Donc G(φλ0 , . . . , φλn
, φµ) est un déterminant de Cauchy d’ordre n + 2 (ak = λk−1, bk = λk−1 + 1 pour

k ∈ [[1, n+ 1]], an+2 = µ et bn+2 = µ+ 1) et G(φλ0 , . . . , φλn
) est un déterminant de Cauchy d’ordre n+ 1. Par
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la question 3), on a :

d(φµ,Wn)2 =

∏
1 6 i<j 6 n+2

(aj − ai)(bj − bi)∏
1 6 j 6 n+2
1 6 i 6 n+2

(ai + bj)

∏
1 6 j 6 n+1
1 6 i 6 n+1

(ai + bj)

∏
1 6 i<j 6 n+1

(aj − ai)(bj − bi)

=

∏
1 6 i<n+2

(an+2 − ai)(bn+2 − bi)

(an+2 + bn+2)
∏

1 6 j 6 n+1

(an+2 + bj)
∏

1 6 i 6 n+1

(ai + bn+2)

=

∏
0 6 i<n+1

(µ− λi)2

(2µ+ 1)
∏

0 6 j 6 n

(µ+ λj + 1)2

C’est à dire que : d(φµ,Wn) =
1√

2µ+ 1

n∏
k=0

|λk − µ|
λk + µ+ 1

.

19) Soit µ > 0. C’est clair que si la suite (λk)k > 0 tend vers +∞, la suite
(
|λk−µ|
λk+µ+1

)
k > 0

tend vers 1. Supposons

maintenat que la suite
(
|λk−µ|
λk+µ+1

)
k > 0

tend vers 1. Puisque,
µ

µ+ 1
< 1, il existe K ∈ N tel que pour tout k

entier naturel avec k > K, on a :
µ

µ+ 1
<
|λk − µ|
λk + µ+ 1

Donc si pour un certain k > K, on a λk 6 µ, alors

µ

µ+ 1
<
|λk − µ|
λk + µ+ 1

=
µ− λk

λk + µ+ 1
6

µ

µ+ 1

ce qui sera contradictoire. Par suite, pour k > K, la suite de terme général

|λk − µ|
λk + µ+ 1

=
λk − µ

λk + µ+ 1
= 1− 2µ+ 1

λk + µ+ 1

tend vers 1 et la suite
(

2µ+ 1
λk + µ+ 1

)
k > K

tend vers 0. Ceci montre que la suite (λk)k > 0 tend vers +∞.

20) On suppose que λk 6= 0 pour tout k entier naturel.

(⇐=) Supposons que la série
∑
k

1
λk

est divergente et soit µ un entier naturel. La suite d(φµ,Wn)n étant

décroissante et minorée par 0. Notons l sa limite. Si l > 0, alors

|λn − µ|
λn + µ+ 1

=
d(φµ,Wn)

d(φµ,Wn−1)
−→

n→+∞

l

l
= 1

D’après la question 19), la suite (λk)k > 0 tend vers +∞. En compaosant par logartihme, la série

∑
n > 0

ln
(
|λn − µ|
λn + µ+ 1

)
est convergente et, puisque à partir d’un certain rang λn > µ, on a :

ln
(
|λn − µ|
λn + µ+ 1

)
= ln

(
λn − µ

λn + µ+ 1

)
∼ −2µ− 1
λn + µ+ 1

∼ −2µ− 1
λn∑

n > 0

1
λn
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est convergente, absurde. Donc pour tout µ ∈ N, limn d(φµ,Wn) = 0. La question 17) nous assure alors la
densité de W dans C([0, 1]) au sens de la norme N2.
(=⇒) On suppose à présent que W est dense dans C([0, 1]) au sens de la norme N2. Si la série∑

n > 0

1
λn

est convergente, alors la suite (λn)n > 0 tend vers +∞ et on aura, de même, l’équivalence :

ln
(
|λn − µ|
λn + µ+ 1

)
= ln

(
λn − µ

λn + µ+ 1

)
∼ −2µ− 1
λn + µ+ 1

∼ −2µ− 1
λn

ce qui montre la convergence de la série ∑
n > 0

ln
(
|λn − µ|
λn + µ+ 1

)
Notons S la somme de cette dernière série. Par la question 18), on aura

d(φµ,Wn) =
1√

2µ+ 1

n∏
k=0

|λk − µ|
λk + µ+ 1

−→ eS√
2µ+ 1

> 0

et par la question 17), W est non dense dans C([0, 1]) au sens de la norme N2. Ce qui est une contradiction.

F. Un critère de densité de W pour la norme N∞

21) W étant dense dans C([0, 1]) au sens de la norme N∞, donc W
∞

= C([0, 1]). Mais d’après la question 11),
W
∞ ⊂W 2

. Alors, W
2

= C([0, 1]) c’est à dire que W est dense dans C([0, 1]) au sens de la norme N2. D’après

la question 20), la série
∑
k

1
λk

est divergente.

22) Soit µ > 1 et notons h = φµ − ψ, avec ψ =
∑n
k=0 akφλk

. Puisque µ > 1 et λk > 1, la fonction h est de

classe C1 sur [0, 1] et h′ = µφµ−1 −
n∑
k=0

akλkφλk−1. En plus, φµ(0) = φλk
(0) = 0, donc pour tout x ∈ [0, 1] :

|h(x)| =
∣∣∣∣∫ x

0

h′(t) dt
∣∣∣∣

6

√∫ x

0

h′(t)2 dt

√∫ x

0

12 dt Inégalité de Cauchy-Schwarz

6

√∫ 1

0

h′(t)2 dt

√∫ 1

0

12 dt = N2(h′)

Par suite, N∞(h) 6 N2(h′).

23) On suppose que

{
(i) : λ0 = 0
(ii) : λk > 1 si k > 1

et que la série
∑
k > 1

1
λk

est divergente. Puisque
1
λk

6
1

λk − 1
,

la série
∑
k > k0

1
λk − 1

(définie à partir d’un certain rang de sorte que λk 6= 1) est aussi divergente. D’après la

question 20), le sous-espace V = vect(φλk−1)k > 1 (qui contient vect(φλk−1)k > k0) est dense dans C([0, 1]) pour
la norme N2.
Soit maintenant m un entier naturel et ε > 0. Par densité du sous-espace V dans C([0, 1]) pour la norme N2,
il existe ψ =

∑n
k=0 αkφλk−1 ∈ V tel que N2((m+ 1)φm − ψ) < ε et avec µ = m+ 1, on aura, d’après 22)

N∞

(
φm+1 −

n∑
k=0

αk
λk
φλk

)
6 N2

(
(m+ 1)φm −

n∑
k=0

αkφλk−1

)
< ε

Donc φm+1 ∈ W
∞

. En plus, l’hypothèse λ0 = 0 montre que φ0 ∈ W ⊂ W
∞

. La question 15) montre que W
est dense dans C([0, 1]) pour la norme N∞.
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24) On suppose que

(i) : λ0 = 0
(ii′) : inf

k > 1
λk > 0 et que la série

∑
k > 1

1
λk

est divergente. Posons λ = inf
k > 1

λk et λ′k =
λk
λ

.

Alors, {
(i) : λ′0 = 0
(ii′) : λ′k > 1 si k > 1

et la série
∑
k > 1

1
λ′k

est divergente

D’après la question précédente, le sous-espace W ′ = vect(φλ′k)k > 0 est dense dans C([0, 1]) pour la norme N∞.
Soit maintenant f ∈ C([0, 1]) et ε > 0. Il existe φ =

∑n
k=0 αkφλ′k ∈ W

′ tel que N∞(g − φ) < ε où g est la
fonction continue définie sur [0, 1] par g(t) = f(t1/λ). Posons encore ψ =

∑n
k=0 αkφλk

qui est un élément de W
donné de sorte que φ(tλ) = ψ(t). Pour tout t, on a :

|f(t)− ψ(t)| =
∣∣g(tλ)− φ(tλ)

∣∣ < ε

Donc N∞(f − ψ) < ε. D’où la densité de W dans C([0, 1]) pour la norme N∞.
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