Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

Corrigé du DS03 du 04/10/2025 (4h)
Sujet A (MPI*)

Q1.

Le sujet se compose de 3 exercices indépendants.
Calculatrice interdite.

* ok Xk

Exercice 1 : Inégalité de Knopp

On utilise le théoréme de convergence des sommes de Riemann, avec par exemple la méthode
des rectangles a gauche : puisque f est continue sur le segment [a,b], on a

[i=m Zf( ),

et de méme
n—1

/:9"°f=”£rfwb;a2<wof) (FRl=)

k=0

En outre, par convexité de ¢, on a l'inégalité de Jensen avec les coefficients (Ag)o<p<n—1 =
(1/n)o<k<n—1 (positifs et de somme 1) :

vne N, ( Zlf< U)Sif@(%“*@))'

k=0

En faisant tendre n — 400, on obtient par continuité de ¢ :

) ()
(o ) [

donc par passage a la limite dans I'inégalité précédente, on obtient 'inégalité de Jensen intégrale :

‘P(bia/abf)ﬁia/abcpof.

En outre :

x
. La fonction ¢ — ¢f(t) est continue sur R*, donc la fonction H : x — / tf(t)dt est de classe C!
0

sur R* avec H' : z + xf(z). On en déduit que pour = > 0 :

gz = T@ _HE@ ZHO gy — g (o) =

T z—0 z—0T

. Notons F': z +— fow f, il s’agit d’une primitive C! de f sur R et elle est nulle en 0. En intégrant

par parties, on obtient

Ve 0,  g(z) = f/ Lf()dt = - ([tF(t)]g —/ F(t)dt) — F) - f/ F(t)dt.
X 0 xr 0 X 0
Passons maintenant & la limite lorsque & — oo : puisque f est intégrable sur R™, I'intégrale

f oo f converge, donc la primitive F' posséde une limite finie £ € R en +o00. Donc la "moyenne
x

1
de Cesaro continue" x +— — / F(t) posséde la méme limite que F en +oo (exercice classique,
déja fait dans le TD2 et dans le DS2A!). Ainsi :
gl — £—¢=0

xr——+00
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H(Qz)

Q 4. En reprenant les notations précédentes, la fonction h : z +— est continue sur |0, 4+o00[. En

effectuant une IPP généralisée, on a :

/OJFOO h(z)dz = o de = {—M} - + - Mda: = [—g(2)]F>® + /O+OO f(z)dz

2
0 € T do 0 55

(sous réserve de convergence du crochet et des intégrales). Or, le crochet converge et vaut 0
car g a des limites nulles en 07 et +oo (d’aprés Q2. et Q3.), et I'intégrale f;m f converge par
hypothése d’intégrabilité de f. Donc I'intégrale f0+oo h converge et 'IPP donne

/0 T ) = /0 " e,

Q 5. Fixons = > 0. Conformément a l'indication, décomposons :

Veel0,al,  In(f(t) = n(tf(1)) — In(t)

(ces expressions sont bien définies car f > 0 par hypothése). On sait que ¢ — In(t) est intégrable
sur |0, z] (exemple de référence), et t — In(f(t)) est intégrable sur |0, z] (car en fait continue sur
le segment [0, z] étant donné que f(t) > 0 pour tout ¢t € RT). Donc ¢ — In(tf(t)) est intégrable
sur |0, z] (par combinaison linéaire), et on a

/O In(f(t))dt = /O In(tf(t))dt — /0 In(t)dt = / In(tf(t))dt — zIn(z) + z.

0

En divisant par = et en appliquant exp :

exp (é /OI ln(f(t))dt) = exp (% /Ofﬁ ln(tf(t))dt) el~in(@) = gexp (é /01 ln(tf(t))dt> .

Reste a majorer la derniére intégrale en utilisant I'inégalité de Jensen intégrale de Q1. : on se
place d’abord sur un segment [, x] avec 0 < € < x (pour avoir la continuité de ¢t — In(tf(¢))),
et on obtient par convexité de exp :

exp (m%g /z ln(tf(t))dt> < xlg/ LE()dt,

puis on fait tendre ¢ — 0T pour avoir, par continuité de exp et convergence des intégrales

impropres en 0 : . N
exp (é/ ln(tf(t))dt) < %/ LF ()t

0 0

Finalement :

exp (% /0 ln(f(t))dt) < g x i/o tF(t)dt = % /Ox £ (t)dt.

Q 6. L’inégalité précédente se réécrit :

T

Yz > 0, 0 < exp (l /O-t ln(f(t))dt) < eh(x).

Puisque h est intégrable sur 0, +o00[ (fonction positive telle que f0+°° h converge d’aprés Q4.),
on en déduit par comparaison que x — exp (L ["In(f(t))dt) est intégrable sur ]0, +oo[ et par
croissance de l'intégrale, on obtient :

/OJrooexp(i/Oxln(f(t))dt) da:ge/omhze/omf

(en utilisant 1’égalité de Q4.).

* ok Xk

Corrigé du DS03 du 04/10/2025 (4h) 2/10
Sujet A (MPI¥)



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

Q1.

Q 2.

Exercice 2 : Permutations conjuguées

La relation R est réflexive car pour tout = € [1,n], on a x = Id(x) = o°(z).

Elle est symétrique car si 2Ry, alors y = o*(z) avec k € Z, donc (puisque o est bijective) :

r = 0"%(y) ce qui montre yRz.

Enfin, elle est transitive car si #Ry et yRz, alors y = 0¥ (x) et z = o* (y) avec (k, k') € Z2, donc

par composition z = o*+* () avec k + k' € Z, donc R z.

Ainsi, R est une relation d’équivalence sur [1,n].

e Pour i € [1,n] fixé, I'ensemble {k € N*, o¥(i) = i} est une partie non vide de N : en effet,

la suite infinie (0% (i))x>1 est & valeurs dans Iensemble fini [1,7], donc nécessairement il
existe 1 < ky < ks tels que 0%t (i) = 0*2(i), d’ott (par bijectivité de o) : o271 (i) = i avec
ko — k1 € N*. Cet ensemble posséde donc un minimum, noté :

¢ =min{k € N*, o"(i) = i}.

Remarque

On peut aussi utiliser le fait que dans le groupe symétrique S,,, fini de cardinal n!, ’élément
o est d’ordre fini, donc il existe p € N* tel que oP = Id, ce qui a fortiori donne o (i) = i.
Mais attention, on a seulement ¢ < ord(c), pas nécessairement ’égalité : en effet, toute
puissance qui fize tous les points de [1,n] fize i, mais pas Uinverse !

e Par définition de la relation R, la classe de i est X; = {o*(i), k € Z}. Mais par division
euclidienne, tout k € Z s’écrit k = gf + r avec 0 < r < £, donc

oM (i) = 0" (07(i)) = 0" (6" 0+ 0.0 (i) = 0" (i),

ce qui montre que X; = {o" (i), 0 <r < £ — 1} comme souhaité.

e Enfin, vérifions que les éléments (07 (7))o<r<¢—1 sont bien deux a deux distincts : s’il existe
0<r; <ryg<{l—1tels que 6™ (i) = 0"2(i), alors 0™ (i) = ¢ avec 0 < ry — 11 < £, ce qui
est impossible par minimalité de £. Donc X; est bien de cardinal /.

Q 3. Etant donnée une permutation o € S,,, on peut d’aprés les questions précédentes partitionner

[1,n] suivant les classes d’équivalences de la relation R associée :
I[l,?’l]l :Xil UUle

(réunion disjointe), en notant m € [1,n] le nombre de classes, et {i1, - ,4,,} un systéme de
représentants de chaque classe.

Vu que ¢ # Id, au moins une des classes est de cardinal > 2. Quitte & permuter les classes
dans la réunion, on peut supposer que X; ,---,X; sont de cardinal > 2 (avec 1 < r < m), et
X o, Xi,, sont des singletons (qu’on ne fera donc pas apparaitre dans la décomposition en
cycles). A chaque classe non singleton, notée :

i7n,

Vk € I[l,?"]l, Xik. = {ik,U(ik)7' T ao-gk_l(ik)}v

on associe le cycle v, = (i, o(ix) -+ o%* (i) € &,, de longueur £ = |X;, | > 2.
Il est alors facile de vérifier que
O=710::-0%

(en testant chaque élément de chaque classe, qui n’est déplacé que par le cycle associé a sa classe,
ou non déplacé §’il s’agit d'un élément d’une classe singleton), et ce produit est commutatif
puisque les supports des cycles sont deux a deux disjoints (en tant que classes d’une relation
d’équivalence).

Q 4. On va calculer py;p~!(z) pour chaque z € [1,7], en distinguant deux cas :

o Siz ¢ p(Supp(n)) = {p(1),p(3),p(7)} = {2,6,4}, alors par bijectivité de p, p~'(z) ¢
{1,3,7} (méme si on ne connait pas p en entier), donc v, (p~1(x)) = p~1(z), et il s’ensuit :

prp” (@) = plp~ () = .
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e Sinon :
p1p” ' (2) = p(n (1) = p(3) = 6,
prp~ ' (6) = p(11(3)) = p(7) = 4,
prip~ (4) = p(n (7)) = p(1) =2
En résumé, on constate que py1p~t =(2 6 4) =o.

. Notons dans &,, deux cycles de méme longueur ¢ € [2,n] :

’71 = (al oo ae)’ 72 = (bl e b@)
On reprend alors 1'idée de ’exemple précédent, en choisissant une permutation p € S,, telle que
V1 S ) S g, p(ai) = bz

(ce qui est possible car les (ay) sont deux a deux distincts, ainsi que les (b), mais attention, les
supports {ay, - ,ap} et {b1, -+ ,bs} sont en général non disjoints!).
Il suffit alors de vérifier que py;p~! = 72, exactement comme précédemment : pour z € [1,n],
o sia ¢ {bi, - b}, alors p~'(z) & {ar, - ,ac} donc vi(p~ ' (2)) = p~ ' (2),
d’ott py1p~(z) =
o siz=b; avec 1 <i<{, alors pyip~ ' (bi) = p(v1(ai)) = plait1) = biy1.
Donc pyip~t = (by -+ by) =2, ce qui montre bien que ~y; et 72 sont conjugués.

. Considérons deux permutations ¢ et 7 dans S,,.

Evacuons le cas trivial ot I'une des deux permutations est l'identité : dans ce cas puisque
Vp € &, pldp~! = Id, les deux permutations sont conjuguées ssi elles sont égales a Id (ce qui
revient & dire que ¢1(0) = ¢1(7) = n et pour £ > 2, ¢i(0) = ¢o(7) = 0).
Supposons donc o # Id et 7 # Id, chacune décomposée en produit de cycles de longueur > 2 et
de supports disjoints :

T=Y1 Ve TE Ve

avec 1, s > 1. Pour toute permutation p € G,,, on remarque que :

pop~t = (pyip™ ") (prep™ ),

et d’aprés les calculs faits en Q5., chaque permutation conjuguée py;p~! est elle-méme un cycle
4; de méme longueur que v; et de support tel que Supp(7;) = p(Supp(V:))-

Si o et 7 sont conjuguées, alors il existe p € &,, telle que 7 = pop~!, donc avec les
notations précédentes :

Moo= (erp™) - (pyp ™) =1

Puisque les cycles 4; sont de longueurs > 2 et de supports disjoints (vu que par injectivité
de p, p(Supp(7i)) N p(Supp(v;)) = p(Supp(vi) N Supp(v;)) = 0 si i # j), on peut utiliser
Punicité de la décomposition en cycles a ordre des facteurs prés (admise par I’énoncé), ce
qui donne s = r et {v}, - ,v.} = {31, , 3}, donc c(0) = cp(7) pour tout 2 < £ < n
(puisque chaque cycle 4; a méme longueur que ;). Enfin, n’oublions pas les points fixes :

ci(o)=n— ZZC@(U) =n-— ZEQ(T) =c1(7).
£=2 (=2

Réciproquement, supposons que c¢(0) = c¢g(7) pour tout 1 < ¢ < n. Cela entraine
notamment

n n

r= ZQ(U) = ZCg(T) =s.
¢

2 =

]

De plus, quitte & permuter les cycles dans les décompositions de o et 7, on peut supposer
que pour tout 1 <7 <r,lecycle v, = (b;1 --- biys,) est de méme longueur que le cycle
vi =(ai1 -+ aig¢). En reprenant le principe de Q5., on va construire une permutation
qui conjugue o et 7. Pour cela, on choisit p € G,, telle que

Vi e [[I,T], Vk € ﬂlafz‘]L p(ai,k) = bi,k
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(ce qui est possible car les (a;) sont deux a deux distincts, ainsi que les (b; )). On a alors
d’aprés les calculs fait en Q5. :

popt = (pnp” ) (pp™ ) = = T
et donc o et 7 sont bien conjuguées.

X ok Xk

Exercice 3 : Fonctions arithmétiques multiplicatives et
applications

A. Propriétés générales de la loi *

Q 1. Pour f € A, on a

vn e N, §jf S(n/d) = F(n)5(1) = f(n).

puisque le seul terme d(n/d) non nul de la somme correspond & d = n.
Donc f 0 = f, et de méme, on montre que § * f = f.
On en déduit que § est élément neutre de .

Q 2. Soit (f,g) € A% Posons w(a,b) = f(a)g(b) pour tout (a,b) € (N*)2.
, L | D, — Cn N - ] Cn — D,
L’application ¢ : { d — (dn/d) est une bijection, d’inverse 1 : { (dr,dy) — ds
On en déduit que pour tout n € (N*)2

Frgm)= Y wdn/d = 3 we@)= Y wdd)= 3 fd)g(d).

deD,, deD,, (dy,d2)eCy, (dy,d2)eCy,

Q 3. L’expression précédente étant clairement symétrique en f et g (puisque (di,ds2) — (dz2,d;) est
une bijection de C,, dans lui-méme), on en déduit f*g = g = f, et donc la loi * est commutative.

Q 4. Soit (f,g,h) € A3 et n € N*. On a

((fg)xh)(n) =D (Fxg)(@dhn/d) =D f(i)g(d/i)h(n/d) =D w(i,d/i,n/d)

d|n dln i|d dln i|d

en posant w(a,b,c) = f(a)g(b)h(c) pour tout (a,b,c) € (N*)3.
Or, ’application

_ { {(i,d) € (N*)2, d|n et i|d} — cl
v (i, d) s (i,d/i,n/d)

est une bijection, d’inverse

v { Cl — {(i,d) € (N*)? d\netz\d}
(d1,d2,d3) — (d1,d1d2)

donc

(Frg)xh) ()= wlp > wldidads)= Y f(di)g(da)h(ds).

dln ild (d1,d2,d3)€Cl, (d1,d2,d3)€C,

En outre, par commutativité de %, on a de méme (en permutant les roles) :

(f(gxh)(n)=((gxh)=n)= Y gld)h(d2)f(ds),

(dl,dg,dg)Gc;’

et en utilisant que (dy, dz2,ds) — (ds,d;, dz2) est une bijection de C;, dans lui-méme, on obtient

(fx(gxh)(m)= > gld)hda)f(ds)= > fla)g(b)h(c) = ((f*g)*h)(n),

(ds,d1,d2)€eC!, (a,b,c)eCy,

donc finalement, (f * g) * h = f * (g * h), ce qui montre Passociativité de .
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Q 5. En tant qu’ensemble de fonctions a valeurs dans le groupe commutatif (C, +), Pensemble (A, +)
est naturellement un groupe commutatif. La deuxiéme loi * est commutative, associative, posséde
un élément neutre (4) et elle est distributive sur +, puisque V(f, g, h) € A3 :

YneN*,  (f*(g+h) Zf (g+h)(n/d) = f(d)(g(n/d) + h(n/d))

d|n
—Zf n/d+Zf h(n/d) = ((f *g) + (f = b)) (n),

doncf*(g+h):f>kg+f>kh.
Finalement, (A, +, *) est un anneau commutatif.

B. Groupe des fonctions multiplicatives

Q 6. Soit f, g deux fonctions multiplicatives qui vérifient :
VpeP, VkeN', (") =g(p").

Montrons que f = g.

e Soit n > 2 entier, qu’on décompose en facteurs premiers : n = p]fl oophm avec les m > 1,
les p; premiers distincts et les k; € N*. Puisque les pf" sont premiers entre eux deux a deux
et que f et g sont multiplicatives, on a par récurrence immédiate

=f <ﬁpfi> Zﬁf(pz ﬁg @) =g <le )

e Ne pas oublier lecasn =1! Vuque 1A1=1,0n a f(1) = f(1 x 1) = f(1)2, donc puisque
f(1) # 0, on en déduit f(1) = 1. De méme, g(1) =1 donc f(1) = g(1).

On en conclut que f(n) = g(n) pour tout n € N*, donc f = g.

Remarque
Au passage, on a montré qu’une fonction arithmétique multiplicative vérifie automatiquement

f(1) =1.

Dp XDy — Do
(dl s dg) — d1 dg
alors le produit dyds divise mn.

Q 7. L’application 7 : { est bien définie car si dy divise n et dy divise m,

Premiére méthode pour montrer la bijectivité de = :

Soit d € Dyyy- Montrons qu’il existe un unique couple (dy,ds) € D,, X D, tel que d = d;ds.
Si un tel couple existe, alors on a dy qui divise d et n, donc d; divise pged(d,n).

Mais il existe k € Z tel que n = di k, donc

pged(d,n) = pged(dyds, dik) = di X pged(ds, k) = dy

(en effet do|m, k|n et pged(n,m) = 1, donc pged(ds, k) = 1).

De méme, on montre que dy = pged(d, m), d’out 'unicité du couple (dy,ds) sous réserve d’exis-
tence.

Montrons maintenant que (di,ds) = (pged(d,n), pged(d,m)) convient. On a bien di|n,ds|m,
reste & voir que dids = d.

Déja pged(dy,dz) = 1 car ce sont des diviseurs de n et m premiers entre eux. Vu que ce sont
aussi des diviseurs de d, on en déduit que dyds|d.

Enfin, il existe des coefficients (u1,v1,u2,v2) € Z* tels que

duy + nvy = dy, dug + mvg = da,
donc
didy = (duy + nvy)(dug + mus) € dZ + mnZ,
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Q 8.

mais d|lmn donc d|d;ds. Par double divisibilité dans N, on en conclut que d = dids = 7(dy, d2),
ce qui montre 'existence voulue.

Seconde méthode pour montrer la bijectivité de = :

D
Soit d € D,,,,. Notons d = H p;* la décomposition en facteurs premiers de d, avec les p; premiers
i=1
distincts et les a; € N* (éventuellement D =0 si d = 1).
Chacun des p; divise mn, donc par le lemme d’Euclide, p; divise m ou n, et pas les deux a la
fois (puisque pged(m,n) = 1). Posons alors d; = [[ pf et do= ][] pf* (ces produits sont
i, piln i, pilm
éventuellement vides). On a dydy = d par construction, di|mn (puisque d;|d et djmn), et d; est
premier avec m (aucun des facteurs premiers de d; ne divise m), donc par le lemme de Gauss
dy divise n. De méme fagon, ds divise m. On a donc construit un couple (dy,ds) € D,, X D,, tel
que d = dyds, ce qui montre la surjectivité de 7.
Enfin, 7 est injective car si dydy = d}d} avec dy, d| dans D, et da,d)y dans D,,, alors d}|didy et
dy est premier avec dp (puisque m et n sont premiers entre eux), donc dj|d; par le lemme de
Gauss, et par symétrie des roles, d;|d}, donc dy = df. Il s’ensuit do = d}, d’ont l'injectivite.
Soit f, g dans M. Montrons que f x g € M.
Dé¢ja, on a (fxg)(1) = f(1)g(1) # 0 car f(1) et g(1) sont non nuls.
Ensuite, si m,n sont deux entiers naturels non nuls premiers entre eux, alors en utilisant Q2. la
bijection m de Q7., on peut réécrire :

(f * g)(mn) Z f(d)g(mn/d) = Z f(did2)g(mn/dids).

dEDVYln (d17d2)€Dn XDm,

En outre, pour chaque couple (di,d2) € Dy, X Dy, di Ade = 1, ainsi que (n/d1) A (m/dz) =1
(en effet, m et n étant premiers entre eux, les diviseurs de I'un sont premiers avec les diviseurs
de l'autre). Par multiplicativité de f et g, on a donc

(f +g)(mn) = > f(dr) f(d2)g(n/dy)g(m/ds)

(dl )d2)€Dn X D?n

Y fldvg(n/di) x Y fda)g(m/dz) = (f % g)(n) x (f * g)(m),

d1E€Dy, d2€Dm,
ce qui montre que f x g € M.

. Soit f € M. On considére, pour tout p € P, la suite récurrente (a, i )ken définie par les relations :

apo=1,  VKEN app=—> f(p)api.

=1

En reprenant le principe de Q6., il existe une unique fonction multiplicative g telle que V(p, k) €
P xN*, g(p¥) = a, . En effet, cette fonction est définie par g(1) = 1 et pour n = p]fl R
(avec m > 1, les p; premiers distincts et les k; € N*) :

g(n) = Qpy,ky " Opoy o -

On a donc lexistence (et I'unicité) d’une fonction g € M qui vérifie la propriété demandée.
Montrons maintenant que f * g = §. Puisque f et g sont dans M, on a f x g € M (d’aprés Q8.),
et § € M (admis en début d’énoncé mais trivial a vérifier), donc par la question QG., il suffit de
montrer que f * g et § coincident sur les p* (avec p premier et k € N*) :

k k

=Y F(@g*/d) = f)g* ) = 9" + D F@)g* ) = 0=5(p")

d|p* i=0 i=1

(puisque p¥ > p > 1). On a donc bien f* g = 6.

Q 10. Q8. montre que * est une loi de composition interne sur M, et cette loi est associative, com-

mutative, posséde un élément neutre (§). De plus, Q9. montre que tout élément f € M posséde
un symétrique g (i.e. f+xg=gx* f =49), donc (M, %) est un groupe commutatif.
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C. La fonction de Mobius
Q 11. On a déja (1) =1 #0.

Ensuite, soit m,n > 1 deux entiers premiers entre eux. Ils n’ont aucun nombre premier en
commun dans leur décomposition en facteurs premiers (éventuellement vide), donc I'ensemble
des facteurs premiers intervenant dans le produit mn est la réunion disjointe des ensembles des
facteurs premiers intervenant dans m et n. Deux cas se présentent alors :

e Si p(mn) = 0, alors il existe p € P tel que p? divise mn. Par le lemme d’Euclide, p divise
m ou n. Mais par disjonction des décompositions primaires de m et n, on a donc p? divise
m ou bien p? divise n, donc p(m) = 0 ou bien u(n) = 0. D’ott p(m)u(n) = 0 = p(mn).
e Si u(mn) # 0, alors m et n sont des produits de nombres premiers distincts (sinon, il
existerait p € P tel que p? divise m ou n, donc p? diviserait mn, ce qui est contradictoire).
Notons p(m) = (—=1)" et u(n) = (—=1)* (avec éventuellement r ou s nul). Par définition de
w et disjonction des décompositions primaires, on a p(mn) = (—1)"% = pu(m)u(n).
Ceci montre que p € M.
Q 12. Puisque p et 1 sont multiplicatives, p* 1 ’est aussi. Puisque § est également multiplicative, il
suffit de calculer les images des p* (d’aprés Q6.) :

k
VpeP, VkeN", (ux1)(p*) = u(d) )+ up) + Y p(p') =1—1+0=0=250"),

d|p* i=2

(puisque p* > p > 1), ce qui permet de conclure que p* 1 = §.
Q 13. L’hypothése se traduit par F' = f x 1, donc d’aprés Q12. :

f=6xf=(ux1)sf=px(Lxf)=px(f*1)=pxF

(puisque * est associative et commutative). Ainsi :

Yn e N f(n)=(u*xF)(n Zu F(n/d).

d|n

Q 14. D’apreés le cours, la fonction indicatrice d’Euler ¢ vérifie (1) = 1 et pour tout m,n non nuls
premiers entre eux, (mn) = p(m)p(n). Donc ¢ est multiplicative. Puisque pet I:n — n le
sont aussi, on en déduit que p * I est multiplicative. En outre, toujours d’aprés le cours :

Vp e P, Vk e N*, o(pF)=p"—pr 1,

et d’autre part :

Vpe P, Vke N, (uD)(p*) = uld)p"/d) = u@) (") = p(V)p* +p(p)p*~+0 = pF—p*1,

dlp* i=0

donc p(p*) = (u * I)(p*), ce qui montre d’aprés Q6. que ¢ = p * L.

D. Déterminant de Smith

Q 15. 11 suffit de calculer les coefficients de ces matrices : pour tout (4, ) € [1,n] :
(MDT /LJ Zmzkdjk_ Z mzkdjk_ Z g(k)
kli, k|j ki, k|3

Or, diviser deux entiers ¢ et j revient a diviser leur pged, donc

(M'D)i,j] = D g(k) = (g% 1)(i A j).

k|ing

Mais g*x 1= (f*xpu)*1 = fx(ux1) = f*6=f, donc (M'DT)[i,j] = f(i Aj) = my , ce qui
montre bien que M = M'DT.
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Q 16. Par multiplicativité et invariance par transposition du déterminant on obtient par la question
précédente :

det(M) = det(M") det(D).

Or, les matrices D et M’ sont triangulaires inférieures (car si j > i, j ne divise pas i et donc le
coefficient (7, j) correspondant est nul), donc

det(M) = HT/ x ﬁi/ =T 90
=1 =1 ) =

=g(i)

E. Séries de Dirichlet

Q 17. Attention, A.(f) est une borne inférieure, pas nécessairement un minimum. On ne peut donc

(k)]

|
pas affirmer que kzx A converge !
L’idée est d’intercaler un réel ¢ entre A.(f) et s, et de procéder par comparaison : si s > A.(f),

alors par définition d’un inf, s ne minore pas I'’ensemble {t € R, >", -, ‘f,glf)l < +o0}, donc il

existe t < s tel que ), ‘f,glf)l < +00. Par comparaison de SATP, on en déduit :

< +00,

+oo “+o0
fR)] 5~ F(R)
ks~ ; Kt

k=1
donc > ! ng) converge absolument.
k>1

Q 18. Question difficile!
Notons a = max(A.(f), Ac(g)) € R. Par hypothése, on a

Vs > a, Ls(s) = Ly(s),
c’est-a-dire, en posant ap = f(k) — g(k) :

+oo a
Vs > «, ;?I; =0 (%).
k=1

On va montrer que tous les aj sont nuls, en s’inspirant de la preuve de l'unicité d’un dévelop-
pement limité (cf. cours MP2I). Supposons par l'absurde qu'il existe k # 1 tel que a; # 0.
Considérons alors le plus petit entier kg > 1 tel que ag, # 0. L’hypothése () se réécrit alors :

a X .

k k

Vs > a, kso + E — =0
0 k=ko+1

En multipliant par kg, il vient

+oo s
k &
Vs > a, ak, + E ak (%) =0 ().

k=ko+1
+o0 k s
On fait alors tendre s — +o0o. Le reste R(s) = Z ak (?0) semble tendre vers 0 (somme
k=ko+1

infinie de termes qui tendent vers 0), prouvons-le rigoureusement.
Déja, pour tout £ > kg +1,ona 0 < % < k0 <1, donc une premiére majoration naive de ce

ko+1
reste est
kO s too
Vs > a, |R(s)| < (k0+1> Z lag|,
k=ko+1
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mais il est possible que Z;;OZUH lag| = +o0.
la |

Intercalons-donc plutot une abscisse s telle que ) %
k>1
Q17., on a bien convergence absolue de Ly(s) et Ly(s), donc de ) ap/k® dés que s > a) :

+o00 kO s—a—1 kO a+1 " kO s—a—1 +o© |ak|
Vs > a+1, |R(s)| = Z ak <?) (?) < kg (k: T 1) Z Lo+l
k=ko+1 0 k=ko+1

< 400, par exemple s = a + 1 (d’apreés

+oo
a—+1 |ak|
En posant Cj, = kg E ot < 400, on a donc
k=ko+1

k s—a—1
Vs> a+1, \R(s)|§ck0<koil) L0

ce qui prouve la convergence voulue, et donc en faisant s — +o0o dans (xx), il vient ax, = 0, ce
qui est contradictoire avec la définition de ’entier ky. Ainsi, tous les ax sont nuls et donc f = g.

Q 19. En notant o = max(A.(f), Ac(g9)) € R, on a convergence absolue (par Q17.) des séries L(s)
f(k)g(m)

P ) est sommable, puisque d’aprés
ksm (k,m)€e(N*)2

et Ly(s), donc la famille double (axm) = (
le théoréme de Fubini positif :

+oo +oo —+o0 +oo
[/ (k)|

2. lakml =3

(k,m)€(N*)2 k=1m=1 k=1 m=1

L’idée est maintenant de sommer les (ay ) suivant des paquets bien choisis.

e On partitionne (N*)?2 suivant la valeur du produit des coordonnées (afin de faire apparaitre

des diviseurs)
+o0o
= U Cna
n=1

ot C, = {(k,m) € (N*)2, km = n} (comme en Q1.). Cette réunion est disjointe et la
famille (ag,m) est sommable, donc par le théoréme de sommation par paquets, on obtient

+oo +o00 too
k m * n
Z Qk,.m = Z Z Ak.m = Z Z % — Z %
(k;m)€(N-) n=1 \ (k;m)€C, n=1 \ (k;m)ec, n=1
Ainsi, Ly.4(s) converge et Ly,4(s) = Z o

(k,m)€(N~)?
e Enfin, on peut aussi sommer "en rectangle"

DI S SRLL +Z >4 o)L,
(k,m)e(N*)z imimm N ms k=1 m=1 ms
donc finalement Ly (s)L,(s) = Lysg(s).
% %k ok
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