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Autour du lemme de Cesaro et de la transformée de Laplace

Partie I :

1. (a)

Lemme de Cesaro et applications

Soit un réel € > 0. Par hypothese, il existe ng € N* tel que (kK > ny = |ur — | < ¢).
Pour tout entier n > ng, on a alors

1 n 1 nog—1 n
lon — 1] = nﬂgo(uk—z)‘_nH kzzo(uk—ﬁwkzzn(uk—z) :

donc par inégalité triangulaire :

Ch 1 - Ch n—ng+1
on — £ < o+ up — | < o+ g,
l7n ‘_n—i—l n+1z|k |_n+1 n+1
k}:no

o ng—1 + . Chr —ng+1 . .
en posant Cy, = >, % (ur — Z)‘ € RT. Puisque 7% +* WT1 € nﬁjm e, il existe n1 > ng
tel que (n >ny = |o, — ¢ < 2¢), ce qui montre bien que lim o, =¢.

n—-+oo

Traitons seulement le cas ou £ = +00, le cas £ = —oo s’en déduit directement en remplacant

(un) par (—uy,). Supposons u, +oo et fixons un réel A > 0.

%
n—-+oo
Par définition d’une limite infinie, il existe un entier ng € N* tel que (k > ng = uy > 24).
Alors, pour tout n > ng :

1 [ " Ch, JR— C n—ng+1
= — > 7o 24,
? n+l<kz_0uk+zuk n+1+n+lzuk*n+1+ n+1

k}:no k?:no

~1 : Cn _ —
en posant Cp,, = 30" ug. Puisque 75 + %21‘1 e 24, il existe n; > ng tel que

(n>ny = o, > A), ce qui montre que lim o, = +oo.
n—-+4oo

Avec la suite (uy) = (ﬁ)keN, on a pour tout n € N* :

n 1 1n71
Unzg %:EE Uk = On—1,
k=1 k=0

donc puisque u; — 0, on en déduit par (Cesaro) que v, — 0.
Trés classique (fait en cours) : par décroissance de la fonction continue z — < sur ]0, +oo],

on a k1 k
Wk > 2, / dﬁgls/ dr.
k x k k-1 T

n+1d,’L‘ ”1 ndm
Yn > 2 — < — < —
n=s /2 I_Zk_/l x’

donc en sommant :
c’est-a-dire

En ajoutant 1, on obtient
1
In(n) +In(1+ —) —In(2) + 1 < nv, <lIn(n) + 1,
n

et donc nv, ~ In(n), ¢’est-a-dire v, ~
n
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3. (a) Puisque ey — «, on obtient par le lemme de Cesaro que

n

1
n+1];)€k n—>_+>oo Q.

Or, par téléscopage on a

n

1 & 1 Up 41 — Uo
”+1kzzoek_ n+1];)(u’““_u’“)_n7+1'

. Up — Uo . N , . , . .
On obtient donc ———— — a, ce qui entraine par opérations algébriques sur les limites
n n—-+o0o

que “= — o. Donc u, ~ na (puisque o # 0).

(b) On peut utiliser le théoréme de sommation des relations de comparaisons, cas divergent.
Puisque e, ~ « et puisque la série a termes positifs > « diverge (a étant non nul), les
sommes partielles sont équivalentes :

n—1 n—1
E € ~ E a = nao,
k=0 k=0

et donc par téléscopage
Uy — Ug ~ N,

et on déduit comme précédemment que u, ~ na.

4. (a) L’idée est de se ramener a une moyenne de Cesaro en travaillant avec la suite (v,,) = (In(uy,))
(bien définie car u > 0 par hypothése). Puisque

In(unt1) — In(uy) = In(upi1/un) — In(f),

le lemme de Cesaro donne

n—-+oo

n—1
%Z(ln(ukﬂ)—ln(uk)) 7, n(6),
k=0

c’est-a-dire

In(uy,) — In(ug)

— In(¥).

In(uy,)
n

Par opérations algébriques sur les limites, on obtient — In(¢), et par continuité de

I’exponentielle :

1
Yy = ul/™ = exp (ﬁ ln(un)> — /.

Remarque
On peut aussi faire une démonstration "a la main" : a € €)0,¢] fixé, on a & partir d’un
certain rang ng € N :

O<€—5§M§€+s,

Un

donc par récurrence (puisque u, >0) :

n>ng = l—&)" Uy, <up < (CH42)""0uy,.

(b) Si ¢ =0 ou ¢ = 400, alors la méthode de la question précédente reste valable, en posant
In(0) = —o0 et In(+00) = 400, puisque le lemme de Cesaro reste vrai avec des limites
infinies.

(¢) Avec u, =n!, on a =% =n +1 — +oo donc par la question précédente, ¥/n! — 4oo.
Avec u, = %T, ona “ = (14 %)n = enn(+1/n) ¢ (faire un DL) donc par la question

précédente, /% — e.
n:
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5. On décompose 'expression : pour tout n € N,

n

1 & _agb, 1
E};)akbn_k— " +E]€2::1ak k*b Zakb

Puisque ay, — a et by — b, les suites (ax) et (bg) sont bornées, et on a

aObn < |a0|||b||00

n n—-+oo

0,

n

Zak n— k—b‘ ‘ Zank k_b)

(en utilisant le lemme de Cesaro avec |bk —b| = 0), et enfin

<||a||oox—2|bk—b| 2.0

1 n
— E arb — ab
nk—l n—-+oo

(toujours par le lemme de Cesaro avec agb — ab). Donc par somme

1 n
— E akbn_k — ab.
n o n—+oo

ATTENTION !

1 n
La quantité — Z akbn—k n’est pas une moyenne de Cesaro car le terme de la somme dépend de
n

k=0
"E" et de "n", c’est pourquoi on décompose.

6. Notons pour n € N, A,, =>"1'_ ai et B, = > ;_, bx. On a par hypothése A, — A et B, — B.

ATTENTION !

Vu qu’on a seulement supposé que Y a, et > b, sont convergentes (et pas absolument conver-
gentes), on ne peut pas affirmer que le produit de Cauchy > ¢, converge. Avec ces hypothéses
trop faibles, il est donc impossible d’affirmer que la suite (C},) converge vers AB, c’est pourquoi
on s’embéte a considérer la moyenne de Cesaro de (C,,), qui elle va quand méme converger.

1 n
Posons pour n € N, M,, = — E C%. On a pour tout k € N :
n
k=0

k k k
C’k:Zc] ZZ% pP*ZZ‘IJ pP*Zb Zaq prAk—p:ZApbk—p'
Jj=0 Jj=0p=0 p=0j=p p=0 p=0
En re-sommant sur k et divisant par n, on obtient pour tout n € N :
chf ZZAbe ZZAbM* ZA be ZABnp
" =0p=0 p=0k=p

En utilisant la question précédente, on en déduit que M,, — AB.

Partie II : Réciproques partielles du lemme de Cesaro

1
7. La suite (u,) = ((—1)") diverge, et pourtant sa moyenne de Cesaro o, = 1 (—1)k
n
k=0
converge vers 0, puisque 0 < g, < ﬁ_l
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8. (a) Supposons (u,) croissante et o, — £ € R, le cas décroissant se déduit de ce cas en rempla-
cant (u,) par (—u,). Par le théoréme de la limite monotone (u,) converge vers un réel L

ou vers +oo. D’aprés 1.(a) et 1.(b), puisque lim o, = lim w, (finie ou infinie), le seul
n—-+o0o n—-+oo
cas possible est lim wu,, = ¢.
n—-+oo
(b) Identique a la question précédente.
9. Démontrons d’abord l'indication : pour tout entier n > 1 :
n+1 n n
Zk‘ek = ZkUk+1 Zkuk = Z — Dug — Zkuk = NUpi1 — Zuk

k=1 k=1 k=1

On en déduit

n

x 1 " “ n-+1 1 ug

Par le lemme de Cesaro appliqué a ke, — 0 (par hypothése), on a n%_l Sh_okex — 0, donc

n—-+4oo

puisque o,, — ¢, on déduit par somme et produits de limites que u, 11 — ¢, et donc u,, — ¢.
10. (a) Pour 0 <n <m,on a

m m m

> uk—(m=n)un = > (up—tn) = > (Uk—Up 1 F Uk 1+ U1 U1 — )
k=n-+1 k=n+1 k=n-+1
m k—1 m—1 m m—1
g E e | = E g ej | = (m—j)e;
=n+1 \ j=n j=n k=j+1 j=n

(m+1) (n+ 1o, = Z Uk,
k=n-+1
donc
Do, — Doy, 1 <
’(m—i— Jo (n+1)o | = Z S ——
m—n m—n
k=n+1
et on déduit de la question précédente :
‘(m—l—l)am—(n—&—l)an m—j
— Unp| = ej
m-—n opmen

En outre, il existe par hypothése une constante C' > 0 telle que Vj € N*, |e;| < %, et on a
O<%§lpourtoutn§j§mfl, donc
1 1 : _
(m+ 1o — (n+1)a, S’” ¢ S’” /ﬂ Cdt :/m Loat :Cln(m—l>.
m-—n — ] ' Jj-1 t n—1 t n—1

On en déduit finalement :

1 m 1 n 1 " — 1 .
[un, — €] < |u _ (m+1om —(n+1)o +’(m—|— Yom — (n+1)o _4
m—n —
SC’ln(ml)+'(m+1)am(n+1)ang’
n—1 m—n
:Cln(m_1>+‘(m-i-l)(am—f)—(n-l—l)(an—ﬁ)’
n—1 m—n
§01n(m—1)+(m+1)|am—e|+(n+1)|on—a
n— e
m—1 1
<Cln< )+m+ (lom — | + |on —£]) .
n—l m —n
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(¢) Posons conformément a I'indication m,(a) =1+ |an]| avec o > 1 réel et n > 2 entier. On
a bien my(a) entier et my, () > an > n, donc d’aprés la question précédente :

mn(a)—1> my(a) +1
[un =] < C'n ( n—1 * mp(a) —n (19m0(0) = €1+ 0w — £])

Or, m,(a) ~ an (facile par encadrement), donc par opérations sur les limites :
n—-+o0o

wn(a) = 01( n(@) = ) mn (@) + (|Umn(a)—€|+|an—£|) = Cna).

n—1 (Ol) —+o0
— 0

— « - . n—-+oo
n—+oo nﬂ_}koom_l

Montrons maintenant que u,, — ¢. Etant donné un réel € > 0, on peut choisir a > 1 tel
que 0 < C'ln(a) < 5 (puisque C'ln(a) — 0). Avec ce a, on a pour tout n > 2 :
a—1

U — €] < wy(a),
avec wp () e C'ln(a) < /2, donc & partir d’un certain rang ng > 2 on a wy(a) < €

et donc |u, — ¢| < €, ce qui montre bien que wu,, — .
Partie IIT : Variante continue du lemme de Cesaro
11. Comme pour le lemme de Cesaro classique, on utilise une méthode de découpe.

Soit € > 0. Puisque f e £, il existe un réel g > 0 tel que (t >z = |f(t) — | <¢e/2).

Pour tout réel x > ¢ > 0, on a donc

1 /" 1
E/o f(t)dt—ﬁ‘: .

- / ") —é)dt‘ == / 1) - tae+ L / ) — e < S L@ ‘2“”“0)5.
0 0 Ty el — x z
N———

z
—C(x0) <£/2

Mais M—&—W e £/2, donc il existe 21 > xq tel que (z > 2, = M+M <e).

Ainsi, pour z > z; >0, on a | L fo t)dt — é} < g, ce qui montre bien que fo t)dt —+> L.

12. Avec f : ¢+ cos(t), qui est bien continue sur R, on a L [ f(¢)dt = sin z) oo 0 (puisque

bornée par 1/x), mais f ne posséde pas de limite en +o00 (pulsque par exemple la suite (f(nw)) =
((—=1)™) diverge, alors que nm — +00).

13. (a) Onsuppose f(z+1)—f(x) i 0. Montrons que ) 2 0. Pour cela, on va se ramener
z T—>+00

a des entiers et utiliser le lemme de Cesaro classique, appliqué a la suite v, = f(k+1)— f(k).
Puisque v; — 0, ona + >/~ ( (k+1)— f(k)) it 0, c’est-a-dire f(") 1O 0, et donc

I .

n
Etendons maintenant ce résultat & des réels : étant donné un réel x > 1, onaxz =n—+t
avecn = [z] € N* et 0 <t < 1, donc

Fa) = Fnt 1) = £+ SO+ 14 ) — Flk+ 1),
k=0
donc
f() OB Z Flk+1+41t)— f(k+1).

On a donc affaire & une moyenne de Cesaro mais qui dépend d’un paramétre t.
Majorons tout indépendamment de t = |x| € [0,1]. Pour tout k € N, la fonction ¢ —
f(E+1+1t)— f(k+1t) est continue sur le segment [0, 1], donc bornée, et de méme pour
t— f(t), donc

goz

k=

f(x)

T
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ou My = sup |f(t)| et Fy = sup |[f(k+1+1t)— f(k+t)= sup [flu+1)— f(u).
t€(0,1] t€[0,1] u€lk,k+1]

Reste a passer a la limite lorsque 2 — +00 : puisque n = |z] <z, on a

1 «— 1
**;g L

k=0

(z)

T

Mais f(u+1) — f(u) —4)_ 0 par hypothése, donc pour tout réel e > 0, il existe ug > 0
U—r+00
tel que (u > wy = |f(u+1) — f(u)| < €), et donc pour tout entier k& > wug, on a

Fr,= sup |f(u+1)— f(u)|] <e. Ainsi, la suite (F}) converge vers 0, donc par le lemme
w€lk,k+1]
m—1
de Cesaro, — Z Fr, — 0, ce qui entraine par composition de limites que
m —o m——+oo

et donc finalement @ — 0.
r—+00

(b) Si f(x+1)— f(x) 2 ¢, alors la fonction g :  — f(x) — ¢z est également continue sur
Tr—r+00
[0, 400[ et vérifie g(x + 1) —g(z) = f(z + 1) — f(z) — ¢ e 0, donc d’aprés la question
précédente, g(z)/x — 0, c’est-a-dire f(z)/x —¢ — 0, donc f(z )/a: e L.
T—+00 z—+00

Partie IV : Transformée de Laplace

14.

Pour tout réel ¢ > 0, la fonction = +— e~ f(x) est continue sur [0, +oo[ (puisque f lest), et vu
que f est bornée, on a

Vr € RT, le " f(z)| < Me '™,

—tx

ou M = sup|f|. Puisque la fonction z — e est intégrable sur RT (c’est un exemple de
R+

référence), on en déduit que x +— e~ f(x) est intégrable sur RT, donc l'intégrale qui définit
L(f)(t) est bien convergente. Ainsi, £(f) est bien définie sur |0, 4+o00[ et & valeurs dans R.

15. (a) Tout d’abord, la fonction F : z f::_oo f est bien définie sur R puisque f0+oo f converge

par hypothése.

Puisque [ est continue sur R, la fonction G : @ + [ f est une primitive C' de f sur R*

(d’apres le théoréme fondamental de ’analyse). Or, nous avons :

—+o0 x
vz € R, F(x):/ f—/ f=C-G)
0 0
(ot C' est une cte réelle), ce qui montre que F est de classe C! sur R* et F/ = -G’ = —f.
Enfin, F est continue (car C!) sur [0, +oo[ et F(x) 2 0 (reste d’une intégrale conver-
Tr—r+00
gente), donc F est bornée sur RT.
(b) Soit ¢ > 0. On a par intégration par parties généralisée :
“+oo “+o0 =100 “+o0
L)) = / =1 f(a)da = — / e (@)de = — [e~ " F(x)] 72—t / =% F(2)dx
0 0 0
+oo
— P(0)—t / =17 F(2)dz
0
: —tx

(valide car e " F(x) oo 0).

On montre ensuite que la derniére intégrale tend vers 0 lorsque ¢ — 0 avec (encore!) une
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méthode de découpe : étant donné € > 0, il existe xg > 0 tq (z > z9 = |F(z)| < ¢/2).
Donc, pour tout réel ¢t > 0 :

+oo
t/ e " F(x)dx
0

Or, tC(xz9) — 0, donc il existe o > 0 tel que
t—0+

o +oo c +oo €
< t/ |F(x)|d:c+/ te | F(x)|dz < tC(xo)+§/ te "dx = tC’(zo)Jri.
0 T 0

0

3
O<t§t0:>t0(l‘o>§§:> <e.

—+oo
t / e " F(z)dz
0

On a donc prouvé que lim tf0+°° e F(z)dz =0, et donc lim L(f)(t) = F(0) = f0+°° f.
t—0+ t—0t+

X 3k X
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