Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

Corrigé du DS01 du 14/09/2024 (4h)

1. (a)

Exercice 1 :

Par croissances comparées, on a

B

Mtn = In(n) n—>—+>oo too,

donc a partir d'un certain rang, on a l'inégalité nu,, > 1, c’est-a-dire u,, > %
On en déduit par comparaison de SATP que ) u,, diverge.

Toujours par croissances comparées :

3
n2—¢

tend vers 0 lorsque n — 400 dés que a < % Alinsi, en choisissant « €]1, %[ (par exemple
a=>5/4), on a u, = o(1/n) avec @ > 1, donc > u,, converge.

2
Pour tout n € N, on a u,, = (zi) — E;r?)'

> 0, donc on peut utiliser la régle de d’Alembert :

Unsr  (n+1)NH2  (2n)! (n+1)? 1
u:  (2n+2)! 8 (n)?2  (2n+2)(2n+1) noeo 4 S L

(la limite s’obtient simplement en considérant un équivalent) donc > u,, converge.

Théoréme de sommation des relations de comparaison, cas convergent :
Soit (u,) € KN, et (v,) € RY.
On suppose que (v,) est positive a partir d’un certain rang ng € N et que ) v,, converge.

+oo +oo
(i) Si u, = O(vy,), alors > u,, converge et Z uy = O ( Z vk> .

k=n-+1 k=n-+1

+oo +oo
(ii) Si up, = o(vy), alors Y u, converge et Z Up =0 ( Z vk> .

k=n+1 k=n+1
“+o0 +oo
(iii) Si u, ~ vy, alors > u, converge et E up o~ E V.-
n—-+oo
k=n+1 k=n+1

Puisque kS—lJrk et k—lg >0et ) k—lg converge, on en déduit d’aprés le théoréme précédem-
ment cité que > ﬁ converge (ce qui justifie 'existence du reste R;,) et

=X =1
Rn == Z 7k3+k n*;\;oo Z ﬁ
k=n-+1 k=n+1

Pour déterminer un équivalent de ce dernier reste, on procéde classiquement par compa-
raison série-intégrale : la fonction f : ¢ — 5 est continue et décroissante sur ]0,+oo],

donc . .
w22 [ Gege[ T
koo k k-1t

donc par sommation et relation de Chasles, on obtient pour tous entiers 2 <n < N :

Ny XL N gt
/ = < Z 5 < / FER
n+1 k=n-+1 n
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c’est-a-dire

r 1 <ZL<L 1
2n+ 12 2(N+1)2 — k= 2n2  2N?

En passant a la limite lorsque N — +o0o dans cette inégalité, on obtient un encadrement
du reste :

1 1 1
- < E i G
2 = 3 = 5 27
2(n+1) Wo k 2n
—+oo
i donne immeédiatement L 1 Finalement, R,, ~ i
ce qui E T e 32 N s

k=n+1

Etudier la sommabilité de la famille complexe (uy,)nez = (r'”‘eme)nez revient & étudier la
sommabilité de la famille positive (|tn|)nez = (1™ )nez

Par le théoréme de sommation par paquets pour les familles de réels positifs, nous avons,
dans RT U {+o0} :

nez neN* neN* neN*

Ainsi, la famille (u,,)necz est sommable si et seulement si Z r" < +o00, c’est-a-dire si et

neN*
seulement si r < 1.

Pour r € [0,1] et 6 € R, on peut donc appliquer le théoréme de sommation par paquets
pour les familles complexes, qui donne ici :

S = Zun—u0+ZunJrZu_nilJrZrnmeJrzrnefme,

newL neN* neN* neN* neN*
c’est-a-dire
+OO . _
S=1+)Y (re") § e =14 re” +— !
1—re® 1 —prei0’
—_——  ——
=z 7z

On peut simplifier :

7 ret? B re'?(1 —re=%) _ ret — p2
S l—re® |1 re?2 |1 —rei?]2
donc
S—1+2Re(Z)=1+2 ( cos(0) —r > 1—r2
= e — r = .
1 — 2rcos(0) + r2 1 — 2rcos(0) + r2

Montrons par récurrence que (u,)nen est bien définie et strictement positive :
e up=1>0;

e Soit n € N. Supposons que u,, > 0. Alors u,1; = Tz est bien défini et strictement

1+
positif (comme quotient de réels strictement positifs).

Ensuite, (u,,) est décroissante car u,4+1 = < u,, pour tout n € N.

1—i-u2
Ainsi, étant décroissante et minorée par 0, la suite (u,) converge vers un réel £ > 0.
En passant a la limite dans la relation u,+; = %, on obtient I’équation "au point fixe"

14

_ 3 _ _
=11 — (°=0 < (=0,

donc (u,) converge vers 0.
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(b) Soit aw < 0. On a, pour tout n € N :

Uy — Uy = Uy ((l—l—ui)_(l — 1).

2

Puisque u;, j) 0, on a le développement asymptotique :
n—-+0oo

uly —ul =ul (1—aul +o(ul) — 1) = —aul ™ + o(us™?).
En choisissant o« = —2, on obtient u,?; —u;2 =2+40(1) — 2.
n—-+oo
(c) D’apreés la question précédente, un 11— u,? ~ 2> 0 et la série Y2 diverge, donc
n—+00

d’apreés le théoréme de sommation des relations de comparaison, cas divergent, on obtient

n—1 n—1
2 w2

Z(uk+1 k ) 7L—;:-oo Z 27

k=0 k=0
c’est-a-dire

u -1 ~ 2n.
n—-+4+oo
On en déduit u=2 ~ 2n,puisu, ~ (2n)"Y2%= L
LN ’ n n—stoo 2n

X 3k Xk

Exercice 2 : extrait de ’épreuve EM Lyon 2022 (MP /PC/PSI)

wn—i—,u

1. Sip# A, alors u,(u) =
n

- A -2
Un (A) + EZ2 N que i — X # 0, la série E p=A diverge
n n
n>1
et puisque la série E u, () converge, on obtient par somme que la série E un () diverge.
n>1 n>1

2. (a) Par d-périodicité de la suite (wy), on a wmd+r = wi pour tous entiers (m, k) € N x N*, et

1 Q d
doncVm e N, ——— w = ———, en notant 2 = Wi
’ md—i—lkz:; mdtk md+1’ kz::l F
(b) Pour tout m € N, on a par téléscopage
mdtd " d _
S(m+1)d - Smd - Z i = mdti Z wv
k=md-+1 md + ‘7 j=1 md + J
donc
S =0 S mies (s~ )
m — - w Po= w
(m+1)d md md + 1 s md+j =~ md+j md + j md+1
B — T(md + 1)(md + j)
En multipliant par m?, on obtient
d d
1 (L—j)m
2 _ _ . =
m S(m+1)d Smd md+1;wmd+,] g md+1 md+])
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(1 —j)m? 1-—

- —
(md+1)(md 4+ j) m—+oo d?
lorsque m — +oo (licite car la somme comporte d termes et d ne dépend pas de m), on

Pour tout j € [1,d], on a J Par somme finie de limites

obtient
1 d
2
m | Somtna = Sma = o Zwmd*ﬂ moteo d2 Z i

1<

En notant a = d—z (1 — j)w;, on a donc
1 d
2 _
m S(m-{—l)d — Simd — md £ 1 j;wmd_H =o+ 0(1)7

c’est-a-dire

g g 1 Z n « n ( 1 )
—Sma = ———— Wmd+i +—+0| — .
(m+1)d d md + 1 =~ d+j m2 m?2

(¢) La question précédente implique notamment :

Sim+1)d — Sma = +O(1/m?).

md + 1

e Si Q) =0, alors S(y11)d — Smd = O(1/m?), donc la série Z (Stm+1)d — Sma) converge
m>1
(absolument).

e S5iQ#0,0naSumiyg — Smd ~ %, donc par comparaison & la série harmonique, la

série E (m+1)d — Sma) diverge.
m>1

Finalement, la série Z (S(m+1)d — Sma) converge si et seulement si 2 = 0.
m>1

(d) e Sila série Zun converge, alors la suite (S,)n>1 converge, donc la suite extraite
n>1
(Smd)m>1 (formée des indices multiples de d) converge. Par le lien suite-série, on en
déduit que la série téléscopique Z (Stm+1)a — Sma) converge.
m>1

e Réciproquement, si la série téléscopique Z (S(m+1)d — Sma) converge, alors (toujours
m>1
par le lien suite-série), il existe la suite (Sy,q)m>1 converge vers un réel S.
Ainsi, pour la suite (S,,)n>1, I'extraction formée des rangs multiples de d converge.
Montrons maintenant que les extractions de toutes les classes de congruence modulo
d convergent, c’est-a-dire les suites (Spd+i)m>1 avec i € [0,d — 1] fixé. Cela résulte du
fait que

wderj - Wy
St = S+ 3L 50,23
j=1

puisque Z — 0 comme somme de 7 termes tendant vers 0 (ici, ¢ ne dépend
md + j m—+oo

pas de m).

Puisque les d classes de congruence modulo d partitionnent N et que toutes les suites
(Smd+i)m>1 convergent vers la méme limite S (pour ¢ € [0,d — 1]), on en déduit que
la suite (S,)n>1 converge vers S.

On a donc bien montré les équivalences :
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Z u, converge <—> Z (S(m+1)d — Sma) converge <= Q = 0.
n>1 m>1
3. Soit A € C. Posons w], = w, + A. Comme (wy,), la suite (w},) est d-périodique. En raisonnant
avec (w))) au lieu de (wy,), les questions 2.(c) et 2.(d) montrent que la série de terme général
Un(A) = % converge si et seulement si Z‘,::l wj, = 0, c’est-a-dire si et seulement si
A=—Q/d
4. (a) Soit n € N*. Par division euclidienne, il existe un unique couple (m,r) € N x [0,d — 1] tel
que n = dm + r. Dés lors, en sommant "par tranches successives"

—

m—

= Zwk = (wdj+1 +e Wd(j+1)) + Wam+1 + -+ Wdmr-
k= §=0

Par la périodicité et I'hypothése Q2 = 0, chaque paquet de taille d est nul car :
Vi €N, wdj+1+~~+wd(j+1):w1+~-~—|—wd:§2:0.

Donc
Tn:de+1+"’+wdm+r:w1+"'+wra

et on en déduit que

r d—1
Tl < k] <D fwn| = Ca,
k=1 k=1

ce qui montre que (T,) est bornée car la constante Cy ne dépend pas de n.

(b) C’est le principe de la "transformation d’Abel". En écrivant que w,, = T,, — T,,—1 pour tout
n > 1, on obtient

n n—1
zm=zn*ﬂliz z
k=1

k=1

n

1 1 T Tt
e DL e
1 ak ai

Clk+1 Gf41 Ap41

d’ot1 la formule voulue puisque Ty = 0.
(c) Pour tout k > 1, on a en utilisant les notations des questions précédentes :

1 1 1 1
n (o mn) <ela-an)
ag ak+1 (477 Ak+1
1

(la croissance de (a,) donne —- —
k ak+1

> 0 pour tout k, ce qui permet d’enlever la valeur
absolue).

1 1
On conclut alors par comparaison de SATP : la série téléscopique ch <— — )
>1 A Ag+1

converge (d’aprés le lien suite-série puisque la suite (1/aj) converge, ici vers 0), donc la

1
série Z T (a — ak+1)

k>1

1 1

Finalement, la série Z T | — — converge absolument donc elle converge.
o1 ag Ap41

converge.

1

ag Ak+41

n
(d) La question précédente montre que lim Z Ty, ( ) existe dans C.
n—-+oo P

En outre, lim

= 0 car T,, est bornée et a,+1 — +00.
n—-4oo an+1

n
Donc par somme et d’aprés 4.(b), les sommes partielles g uy, possédent une limite dans C
k=1
lorsque n — 400, c’est-a-dire que la série E up converge.
E>1

X ok Xk

Corrigé du DS01 du 14/09,/2024 (4h) 5/9



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

Exercice 3 : "Vrai ou Faux?" AVEC justification

1. FAUX : si u est injective, alors u n’est pas nécessairement surjective.
R — R?
t — (t0)
(t,0) = t = t') mais non surjective (son image est la droite Vect(1,0), et non pas R?
tout entier).
2. VRAI : si Ker(u) = {Og}, alors u est injective.
En effet, si on suppose Ker(u) = {Og}, alors par linéarité de w :

Par exemple, u : { est linéaire, injective (car w(t) = u(t’) = (¢,0) =

ut)=ult’) <= u(t—t)=0p < t—t' € Ker(u) < t—t' € {0} = t=1t,

donc u est injective.

3. VRALI : si u est injective, alors Ker(u) = {O0g}.
En effet, si on suppose u injective, alors puisque u(0g) = Op :

z € Ker(u) <= u(x) =0 <= u(z) =u(0p) < z =0g,

ce qui montre que Ker(u) n’est constitué que du vecteur Og.

4. VRAI : Im(u) est un SEV de F.
En effet, OF = u(0g) € Im(u), et pour tous vecteurs y1,y2 de Im(u), il existe x1, 25 dans F tels
que y1 = u(x1) et yo = u(xz). Donc, pour tout A € K :

Ay1 + Yo = du(zr) + u(ze) = u(Azy + z2) € Im(u),

ce qui montre que I'm(u) est stable par combinaison linéaire.

5. FAUX :si (e1, -+ ,ep,) est libre dans E, alors (u(e1),- - ,u(e,)) n’est pas nécessairement libre
dans F.
Par exemple, si on prend u = 0. (g, py (I'application qui envoie tout vecteur z € E sur 0r), alors
n’importe quelle famille libre (eq, - - -, e,) se transforme par u en la famille (Op,---,0F), qui est
évidemment liée.

6. VRAI :si(e1, - ,ey,) est une base de E, alors (u(ey),- - ,u(e,)) est génératrice de Im(u).
En effet : soit y € Im(u). Il existe x € E tel que y = u(x). Or, (e1, - ,e,) est une base de E,
donc il existe des scalaires uniques ayq,--- ,a, € K tels que z = Z?:l a;e;. On en déduit que

y=1u (i: aiei> = zn:aiu(ei),
i=1 i=1

ce qui montre que tout vecteur de Im(u) est CL de (u(ey),--- ,u(en)), c’est-a-dire Im(u) C
Vect(u(er),--- ,u(e,)). L’inclusion réciproque est également vraie car les u(e;) sont dans Im(u).

7. VRAI: si rg(u) = dim(FE), alors u est injective.
En effet, d’apres le théoréme du rang, on a

dim(Ker(u)) = dim(E) —rg(u) =0,

donc Ker(u) = {Og}, ce qui implique l'injectivité de u.
8. FAUX : si rg(u) = dim(E), alors u n’est pas nécessairement surjective.
R — R?
t — (t,0)
Vect(1,0)), on a donc bien dim(R) = rg(u) mais u non surjective puisque Im(u) # R?.

Par exemple, u : { est linéaire, de rang 1 (puisque son image est la droite

x ok Xk
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Exercice 4 : extrait de I’épreuve Mines Albi, Alés, Douai,
Nantes 2002

Partie I

1. (a) L’application w est linéaire car Ker(u‘*7) et E sont bien des R-EV et car u’ est linéaire
par composition d’applications linéaires.
De plus, si y € Im(w), alors il existe z € Ker(u'™7) tel que y = w(z) = w/(x), donc
ui(y) = ut(z) = 0g, ce qui montre I'inclusion Im(w) C Ker(u?).
(b) Enoncé du théoréme du rang : si u: F — F' est une application linéaire et si F est de
dimension finie, alors Im(u) est de dimension finie et dim(E) = dim(Ker(u))+dim(Im(u)).
En appliquant ce théoréme & w, on obtient :

dim(Ker(u'?)) = dim(Ker(w)) + dim(Im(w)).

Puisque Im(w) C Ker(u'), on a dim(Im(w)) < dim(Ker(u')). De plus,
Ker(w) = {z € Ker(u'*9), v/ (z) = 0p} = Ker(u'™) N Ker(uw) = Ker(u?),
donc on a bien I'inégalité
dim(Ker(uit?)) < dim(Ker(u?)) + dim(Ker(u?)).
2. (a) Ici, rg(u) = 2 donc par le théoréme du rang dim(Ker(u)) = dim(E) — 2 = 1.
On utilise la question 1b avec (4, j) = (1, 1), puis avec (i,75) = (2,1) :
dim(Ker(u?)) < 2dim(Ker(u)) = 2,

dim(Ker(u®)) < dim(Ker(u)) + dim(Ker(u?)) = 1 + dim(Ker(u?)).

Puisque u® = Oz(E), on a Ker(u?) = E, d’ot les inégalités
3—1 < dim(Ker(u?)) < 2,

et donc dim(Ker(u?)) = 2.

(b) Puisque rg(u?) = 3 — dim(Ker(u?)) = 1, 'endomorphisme u? est non nul : il existe donc
e € E tel que u?(e) # Og.
Ensuite, montrons que la famille B’ = (e, u(e), u?(e)) est libre : si ae+ Bu(e) +yu?(e) = 0p
avec (a, 3,7) € R3, alors en appliquant 42, on obtient (puisque u® = 0) au?(e) = 0 donc
a = 0. D’ou (en reportant dans la CL initiale) Bu(e) + yu?(e) = Og, et en appliquant u,
on obtient fu?(e) = 0g, ce qui améne 3 = 0, puis yu?(e) = Op et enfin v = 0 (toujours en

reportant).
La famille B’ étant libre et de cardinal 3 = dim(F), c’est une base de E.
0 0 O
(¢) Par définition, Matg (u) = Mat (e u(e),u(e)) (u(e),u?(e),u?*(e)) = 1 0 0
01 0

3. (a) On a rg(u) = 1 donc u est non nul, ce qui montre ’existence d’un vecteur e € E tel
que u(e) # Og.
De plus, u(e) € Ker(u)\{0g} (car u? est nul) et Ker(u) est de dimension 2 (par le théoréme
du rang), donc on peut compléter la famille libre (u(e)) en une base (u(e), f) de
Ker(u), qui est en particulier libre.
Montrons maintenant que B” = (e, u(e), f) est une base de F : on a (u(e), f) libre et
e ¢ Ker(u) = Vect(u(e), f), donc B” est libre. De plus, elle est de cardinal 3 = dim(FE)
donc il s’agit bien d’une base de FE.

(b) Par définition, Matgr (u) = Mat(e,u(e),r) (u(e), u?(e), u(f)) =

(= =]

0
0
0

o oo
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Partie IT
4. Par produit matriciel :
0 a 3 0 0 ay 0 0O
N=T-I3=( 0 0 ~ |, N2=| 00 0 |, Ne=( 0 0 0 |,
0O 0 O 0 0 O 0 0 0
0 —a ay—p 00
M=N?2-N=( 0 o0 — . ME=(N(N-I3))’=N3(N-I3* =( 0 0
0O O 0 0 0

(car N et N — I3 commutent et N3 = 0).

De plus, en effectuant 'opération élémentaire Ly < L1 + aLs, on transforme la matrice M en
la matrice —N, donc rg(M) = rg(—N) = rg(N).

Enfin, on a rg(IN) € {0,1,2} car la premiére colonne de N est nulle donc rg(N) < 3, et

0 0O
les cas rg(N) = 0,1,2 sont tous possibles (en prenant par exemple N = 0 00 ou
0 0 O
0 0 1 01 0
N=[000 Joun=[ 00 1))
0 0O 0 00

5. Notons u et v les endomorphismes de E ayant pour matrices respectives N et M dans la base
B. D’aprés 4., on a u® =3 = 0z(p) et rg(u) = rg(v) = 2, donc d’aprés 2c., il existe deux bases

0 0 O
Bi1 et By de E telles que Matp, (u) = Matg,(v) = 1 0 0 ] =J. Ceci montre que N et
010

M sont toutes deux semblables & J, et donc N et M sont semblables.

6. (a) Sirg(N) =1, alors a ou y est nul (sinon rg(IN) = 2 car les deux derniéres colonnes de N
sont libres), donc ary = 0, ce qui améne N2 = 0.
On en déduit M? = (N(N — I3))? = N*(N — I3)? = 0.
En introduisant les endomorphismes u et v ayant pour matrices N et M dans la base B, on
peut refaire le raisonnement de la question précédente, mais cette fois dans le cadre de la
question 3b. (puisque u? = v? = 0 et rg(u) = rg(v) = 1), qui montre que M et N sont
encore semblables.

(b) Sirg(N) =0, alors N =M =0, donc N et M sont encore semblables.
7. On a
T(Is+M)=(I3+N)I3—N+N*) =13+ N> =13
et de méme (I3 + M)T = I3, donc T est inversible avec T—1 = I3 + M.
8. Vu que M et N sont semblables, il existe P € GL3(R) telle que M = P~1NP. Donc

T'=L+M=I3+P 'NP=P I3+ N)P=P'TP,

ce qui montre que 7' est semblable & son inverse. On en déduit que A est semblable & son inverse :
en effet, il existe par hypothése Q € GL3(R) telle que T = Q1AQ, donc A est inversible
(comme T') et

Q'ATIQ=T"' =P7'TP = PT'Q T AQP.
Ainsi, A7t = (QP7Q 1) A(QPQ ™) ce qui montre que A est semblable a A1,

1 0 0
9. Prenons une matrice de symétrie (A2 = A), par exemple A= 0 1 0 |. Vuque A est
0 0 -1

inversible et A~! = A, on a évidemment A semblable & A~!, mais A n’est pas semblable & T,
sinon on aurait Tr(A) = Tr(T) = 3, alors que Tr(A) = 1.
La réciproque annoncée est donc fausse.
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10.

(a)

x 0
En résolvant le systéme (A —I3) | vy = 0 |, on obtient
z 0
1 0
Ker(A —1I3) = Vect 0o 1, 1 , donc puisque A représente u dans la base
0 -1

B = (a,b,c), on en déduit Ker(u — Idg) = Vect(a,b — c).
Ainsi, la famille (e1, e2) = (a,b — ¢) engendre Ker(u — Idg) et elle est clairement libre,
donc c’est une base de Ker(u — Idg), qui est donc un SEV de dimension 2.

La famille (e, ez) est libre, et ¢ ¢ Ker(u — Idg) = Vect(ey,e2) (puisque par lecture des
colonnes de A, u(c) = —b+ 2¢ # ¢), donc (e1, ea, ¢) est libre, et de cardinal 3 = dim(FE),
donc il s’agit d'une base de E.

1 0 O

Enﬁn, Mat(el,e%c) (u) = Mat(ehez,c) (u(el), u(e2), C) = 01 -1 = T,
0 0 1

puisque u(ey) = e, u(ez) = es (par définition de Ker(u—Idg)), et u(c) = —b+2¢c = c—es.

La question précédente montre que A est semblable & T', matrice triangulaire supérieure
avec des 1 sur la diagonale, donc d’aprés la question 8., les matrices A et A~™! sont
semblables.

X ok Xk
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