Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2025-2026) Mathématiques (D. Broizat)

Corrigé du DS01 du 09/09/2025 (4h)

Exercice 1 : Etude d’une série produit

1. (a) Puisqu'on a Zzzl(Uk+1 — U) = Upy1 — up pour tout n € N*, on en déduit que la série
> (ugt1 — ug) converge si et seulement si la suite (u,11) converge, ce qui équivaut a la
convergence de (uy,).

(b) On a, pour tout n € N* :

1 1
Uptl — Up = nH—Hn—ln(n—l—l)—i—ln(n):m—ln(l—l—ﬁ)

1 1 1 1 1

= (1T o1/m) g o1 /n?) ~ oy

(¢) Puisque la série > fﬁ converge, on déduit (par le critére des équivalents pour les suites

de signe constant) que la série > (un4+1 — up) converge. Ainsi, par la question 1., la suite
(un) converge vers un réel . On a donc le DL u,, = v + o(1), ¢’est-a-dire

H, =1n(n) + v+ o(1) ~ In(n).

2. Si a > 0, on obtient par le critére spécial des séries alternées que 3 - converge (puisque la

n(!
n>1

suite n +— 1/n® décroit vers 0).
Si a < 0, alors ‘(;Llu)n

—_1)" . .. L
=nl*l > 1, donc ¥ (na) diverge grossiérement (son terme général ne
n>1

tend pas vers 0).

. . L. —1)" .
Ainsi, la série ) 1) converge ssi a > 0.

n>1 e
n—1 1
3. (a) Pourtoutn >2,onac, = (—1)" Z m Une étude rapide montre que la fonction
n — (0%
k=1
polynéme z — x(n — x) est maximale en z = n/2, d’ou la minoration :
= 1 4%(n — 1)
nl > =(n—1) x (4/n*)* = ——=.
nl 2 2 e — DX W =

(puisque a > 0).

(b) Si0 < a <1/2, alors 4%2;” ~ 41729 > 42 (vu que 1 —2a > 0), donc par la minoration
précédente ¢, ne tend pas vers 0. La série ) ¢, est donc grossiérement divergente.
_yn, 1
Xn-X) X n-X
(b) On en déduit pour tout n > 2 :

4. (a) On obtient facilement

k=1 k=1 k=1
H, 1
(c¢) En posant v, = ,ona:
H H,_ 1-H,_
Vn>2, Upgq —Up = —0 nl _ n—l <

Tn+l  n a4+l —

(puisque H,,_1 > 1 de par sa définition). Donc (v,,) est décroissante.
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(d) ¢n = (=1)"2v, avec (2v,) décroissante par la question précédente, et 2v, = 2=t ~
%n_l) — 0, donc la série Y ¢, converge par le critére spécial des séries alternées.

X ok Xk

Exercice 2 : Etude d’un procédé de sommation

1. (a) Avec la formule du binoéme, > _, (}) = 2", donc si a, = «, alors a}, = a.
(b) Puisque a # 0, les deux séries > a, et > a’ (qui sont égales) sont divergentes.
2. (a) Sia, = 2", alors toujours par la formule du binéme :

1< R (L+2)" 1+2\"
Vn € N, ay = 27}2() on ( 5 )

0

(b) i. Si|z| < 1, alors la série géométrique > a, = Y 2™ converge par le cours et sa somme
A _ +oo _ _1
vaut A(z) = > "0 an = 7.

ii. Si|z| <1, alors la série géométrique - a’ = 3 (152)" converge car |42] < 1+2|Z| <1

+oo —+oo
* 1+2z\" 1 2
De plus, E—o ay =y () = e = s = 24(2)

n=

(¢) 1. Si|z| > 1, alors la série géométrique Y a, = >_ 2™ diverge grossiérement.

ii. Si z= -2, alors la série géométrique > a = > (—1/2)" converge car | — 1/2| < 1.

60 1+ei?
2

iii. Siz=¢€" avec 0 < |#] < m, alors la série géométrique > al = > ( )n converge

1+t 2cos(0/2)
2 2e—10/2

e=i?/%), et on a | cos(0/2)] < 1 (vu que 0/2 €] — 7/2,7/20\{0}).
De plus, on a

car

= |cos(6/2)| (en multipliant numérateur et dénominateur par

T # C1—e? 1—e?2  (1—cosf)?+sin?(h)

*i‘”a*_ 1 2 2(1—e %) 2(1—cos0) +2ising ( sin9>

1—cosf

d’ou les parties réelle et imaginaire demandées.

n> :n(n—1)~--(n—k—|—1) N nk

3. (a) 1. Pour k € N fixé, on a (

k k! n—too kI
e ) 1(n nk . )
ii. Ainsi, pour k € N fixé, on a — ~ —x— — 0 par croissances comparées.
M\ k] notoo 27 k! n>+o00

(b) Pour q € N fix¢, la somme Sy(n,a) = Y{_qar (57 (7)) est une combinaison linéaire de ¢
termes qui tendent vers 0 lorsque n — 400, donc par opérations algébriques sur les limites,
on en déduit lim Sy(n,a) =0.

n—-+4oo
Attention, le fait que le nombre de termes ne dépende pas de n est crucial!

(c) On fixe € > 0 et on va couper la somme a} en deux : puisque a, — 0, il existe ¢ € N tel
que Vk > ¢, |ag] < e. On a donc pour tout n > ¢ :

n

1 & 1 n
2 5 (a-seo s £ (e

k=0 k=q+1

et les termes de la deuxiéme somme vérifient |ay| < €. Donc pour tout n > ¢ :

N £« n
@l < ISy(ma)l + o= Y (k) < 184(n,0)| + ¢

k=q+1

pusae 3 (1)< 3 (2) =20)
k=q+1 k=0
Or, S4(n,a) o 0 donc il existe nq > ¢ tel que Vn > nq, |Sy(n,a)| < 2e.
n——+0oo

Ainsi, on a (n > n; = la}| < 2¢), ce qui montre que (a}) converge vers 0.
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(d) On se rameéne a la question précédente par translation : la suite b,, = a,, — ¢ tend vers 0,
n

1 n
donc b aussi. Or, by, = on Z <k> (ar — £) = a;, — £ (encore la formule du bindme), donc
k=0
ay — 0 — 0, c’est-a-dire a;, — £.
(e) Non, il n’y a pas équivalence entre les convergences de (ay,) et (a}) puisque d’aprés ’exemple
des suites géomeétriques, la suite a,, = (—2)" diverge, mais la suite a = (—1/2)" converge.

4. (a) Un peu fastidieux :

Up =Ty = ay = ag = So,
1
U, =2T) —2(a0+a1)—2<a0+ 2(a0+a1)> =28y + 51,
Us = 4T = 4(af + af +al) =--- = Sz + 351 + 35,
U3 =813 =---=53+455 + 655 + 45).

(b) i. Conjecture : pour tout n € N :

ii. Preuve par récurrence sur n :
e (C’est vrai pour n = 0 d’aprés les calculs précédents.
e SoitneN.SiU,=5%7_, (ZE)S;C, alors
Un+1 =2" el T, n+l = 2n+1(T + an+1) - ZUH + 2" +1 n-‘rl’

donc par hypothése de récurrence :

n n+1
n—+1 n—+1
Upi1=2 S
+1 kz—()(k+l> k+Z( i >ak

k=0
n+1 o+
AR E (s

() ()

1 1 2
et par la formule de Pascal <n N ) + (n N > = (n * >, on obtient :

k+1 k k+1
n+1
n+2
U,,H_I;O(M)sk,

ce qui montre que la formule est héréditaire.

(c¢) Exprimons les sommes partielles T;, : on a d’aprés ce qui précéde et la convention S_; =0 :
1 & (n+1 2 N n+1
men n=g 3 ((s- g X (")
k=—1 k=0
En posant alors S = Sj_1, on remarque que
T, =255,

Si la série Y a, converge, alors S, — ¢ € R, donc d’aprés la question 3.(d) appliquée a
(Sn) au lieu de (ay), on a S — £. On déduit des calculs précédents que T,, — 2¢, ce qui
montre que la série Y a¥ converge et que

+oo +oo
Sa=2) an
n=0 n=0
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(d) Non, il n’y a pas équivalence entre les convergences de . a, et > a’ puisque d’aprés
lexemple des suites géométriques, la série > a, = > (—2)" diverge, mais la série > a =
> (—=1/2)™ converge.

* % %

Exercice 3 : VRAI / FAUX sur ’algébre linéaire

R? —
(,y) —
(t,0)) mais non injective (u(1,1) = u(1,0) = 1), donc non bijective.

2. VRAI : si Ker(u) = {Og}, alors pour tout (z,y) € E?

1. FAUX : I'application u : { est linéaire, surjective (tout réel t a pour antécédent

u(z) =uly) <= ulx —y)=0p <= z—y € Ker(u) ={0g} < z=y

donc u est injective.
3. VRAI:ona0Og € Ker(u) (car u(0g) = Op), et si z,y sont dans Ker(u), alors pour tout A € K,

w(Ar +y) = Mu(z) +u(y) = A0p + 0p = Op,

donc Az + y est dans Ker(u). Ceci montre que Ker(u) est un SEV de E.

4. VRAI :si (e, - ,e,) engendre E, alors pour tout y € Im(u), il existe z € E tel que y = u(x).
En décomposant x sur la famille génératrice (e1,--- ,e,), on obtient Pexistence de scalaires
ay,- -, a tels que © = E:L:l a;e;, donc par linéarité de u :

n
y=_ aule),
=1

ce qui montre que la famille (u(e1), - ,u(ey,)) est génératrice de I'm(u).
5. VRAI:si (e, - ,e,) est une base de E, alors d’aprés la question précédente, (u(er), -+, u(ey))
est génératrice de I'm(u) et de cardinal n, donc dim(I'm(u)) < n, c’est-a~dire rg(u) < dim(E).
6. VRAI: I'm(u) est un SEV de F, donc si rg(u) = dim(F'), on obtient I'm(u) = F par inclusion
et égalité des dimensions, ce qui signifie que u est surjective.

k ok ok
Exercice 4 : Endomorphismes nilpotents d’ordre n
1. (a) e Pour (a,b,c) €R? ona

4da+4b+2c=0 c
(a,b,c) € Ker(f) < —4a—-2b+c=0 <= {
b
20 —2c¢=0

=—(3/2)a ’

ce qui montre que Ker(f) = Vect((2,—-3,2)).
Le vecteur (2,—3,2) forme donc une base de Ker(f) (qui est donc de dimension 1).

e Par le théoréme du rang, on en déduit que dim(Im(f)) = 2, ¢’est donc un hyperplan
de R3. Pour en déterminer une équation cartésienne, on étudie le systéme :

da+4b+2c=x —da+4dc=x+2y
fla,b,c) = (z,y,2) < —4a—-2b+c=y — —4a—2b+c=y
20 —2c ==z brelat2le | oy 90 =

O=z+2y+ 22
= b=—(3/2)c—z—y/2
L1+ L1+4+2L3 a=c + 2/2
Ce systéme est compatible ssi x + 2y + 2z = 0, ce qui prouve que I'm(f) est le plan
d’équation cartésienne x + 2y + 2z = 0.
Enfin :

T+ 2y +2:=0 < (m,y,z) = (_2y - QZ,y,Z) = y(_Qa 170) + Z(—Z,O, 1)»
donc la famille ((—2,1,0),(—2,0,1)) forme une base de Im(f).
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(b)

(a)
(b)

Remarque

On aurait pu aussi dire que les vecteurs f(1,0,0) = (4,—4,2) et f(0,1,0) = (4,-2,0)
sont dans limage, et sont non colinéaires, donc ils forment une famille libre de Im(f).
Vu qu’on sait par le théoréeme du rang que dim(Im(f)) = 2, on a donc une base de
Im(f), mais cette méthode ne donne pas une équation cartésienne (demandée ici).

En composant, on obtient pour tout (a,b,c) € R? :
f?(a,b,c) = f(da+4b+2c, —4a—2b+c,2a—2c) = (4a+8b+8¢, —6a—12b—12¢, 4a+8b+8c),
c’est-a-dire
f2(a,b,c) = (2a + 4b + 4c) x (2,-3,2).

En composant de nouveau on obtient

f3(a,b,¢) = (2a + 4b + 4c) x f(2,-3,2) = (0,0,0),
puisque (2, —3,2) € Ker(f).
On en conclut que 'endomorphisme f vérifie les relations (*) (c’est-a-dire f2 # 0 et f2 = 0).
Vu l'expression de f2, on obtient facilement que Ker(f?) est le plan d’équation cartésienne
a+ 2b+ 2¢ = 0, dont une base est ((—2,1,0),(—2,0,1)), et Im(f?) = Vect((2,—3,2)).
On constate que Ker(f2) = Im(f) et Im(f?) = Ker(f).

Par hypothése, f*~! n’est pas ’endomorphisme nul, donc il existe au moins un vecteur
zo € R™ tel que f"1(xg) # 0.

n—1

Montrons que la famille (f"~1(zq), f*~2(z0), - , f(z0), z0) est libre : si Z M fE (o) = 0,
k=0
alors en composant par f"~', on obtient puisque f* =0 pour k > n :
Xo [ Hxo) = f771(0) =0,
——
#0
n—1
donc Ay = 0. En reportant dans 1’égalité initiale on a Z e fF (xo) =0, et il suffit d’itérer
k=1
la méthode, en composant par f?~2, etc. On obtient ainsi A, = 0 pour tout 0 < k < n — 1.
Ainsi, la famille (f"~*(z0), f*?(x0), - , f(x0), To) est une base de R™ (en tant que famille
libre de cardinal n).
3. Fixons k € [1,n].
En tant que sous-famille d’une famille libre, la famille (f"~(xq),- -+, f**(x0)) est libre, et
elle engendre Fj, par hypotheése, donc c’est une base de Fj. On en déduit que dim(Fy) = k.
Soit x € R™, que I'on décompose dans la base (f"~*(zq), f*2(x0), - , f(x0), o) :
r = ijfnij(xo), z; € R
j=1
On a par linéarité et par le fait que fP =0 pour p > n :
r € Ker(f*) < Z 2 f"TM I (20) =0 = Tpy = =a, =0,
j=k+1
la derniére équivalence résultant du fait que ("~ (zo), - -, f¥(20)) est libre (comme sous-
famille d’une famille libre). Ainsi :
Ker(f*)={z € R", x441 = --- =z, =0} = Vect(f" Yxo), -, " F(x0)) = Fp.

En outre, 0 = f* = f*¥ o f*=* donc Im(f"*) C Ker(f*), et 'inclusion réciproque est
vraie car les vecteurs f" 1(zg),---, f"*(x¢) (qui engendrent Ker(f*)) sont tous dans
Im(f"*) puisque k > 1. Donc F}, = Ker(f*) = Im(f**).
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()

(b)

Soit € Fy, = Ker(f*). On a f*(z) =0, donc

FH(f(@) = f(=2) = f(fM(2)) = f(0) =0,

ce qui montre que f(z) € Ker(f¥) = Fj. Ainsi (v € Fy = f(z) € F})) donc F}, est stable
par f.
L’application g : { H — "
z — f(x)
de stabilité que f(z) € H. Or, en tant que restriction d’une application linéaire, g est
également linéaire, donc g est bien un endomorphisme du sous-espace H.
L’ensemble X = {j € N, ¢/ = Oz(gy} est non vide. En effet, Vo € H, ¢g"(z) = f"(z) =0
(puisque f" = 0) donc g" = O (g, c’est-a-dire n € X. Une partie non vide de N posséde
un plus petit élément, notons donc p = min(X). Puisque p € X, onap >1 (0 ¢ X étant
donné que ¢° = Idy # Ozm) vu que H # {0}), g* = Oz zry mais aussi gP~! # Og(p) (par
minimalité de p dans X).

est bien définie car si x € H C R", on a par hypothése

Exactement comme & la question 2.(b), la famille (z1, g(z1),- -+ ,g? *(x1)) est libre, et de
cardinal p, et c’est une famille de vecteurs de H (puisque z1 € H et g(H) C H), donc
dim(H) > p, c’est-a-dire p < k.

On en déduit g% = gP 0 g" P = Oz(p) 0 g* P = Og(ar).

On a gF = 0z, Cest-a-dire que Vo € H, f¥(z) = ¢¥(z) =0, donc H C Ker(f*) = Fj.
Enfin, dim(H) = k = dim(F%), donc par inclusion et égalité des dimensions, on conclut que
H = F), = Ker(f*).

Les questions précédentes montrent que hormis {0} et R™, les seuls sous-espaces stables
par f possibles sont les Ker(f*) avec 1 <k < n — 1. Or, ces SEV sont tous stables par f
(cf. 3.(c)), donc on conclut que les SEV stables par f sont

{0}, Ker(f), -+, Ker(f"1),R".

Remarque
On montre facilement que ces SEV forment une suite strictement croissante au sens de
Uinclusion.

Le vecteur h(zo) € R" se décompose de fagon unique sur la base (f*~1(x¢), -+, f(x0), o),
donc il existe un unique n-uplet (ag, - ,a,-1) € R™ tel que

h(zo) = aozo + a1 f(xo) + -+ + an—1f" ' (20).

i. Puisque ho f = f o h, on obtient par récurrence triviale que Vi € N, ho fi = fio h.
On en déduit _ ,
VieN,  h(f'(x0)) = f'(h(x0)).

Or d’aprés la question précédente,
h(zo) = (aold + a1 f + -+ an—1f"" ") (x0) = ¥(w0),

donc
VieN,  h(fi(zo)) = f(p(xo)).

Enfin, en tant que polynéme en f, ¢ commute aussi avec f?, donc
VieN,  h(f'(z0)) = ¢(f'(20)))-

ii. La famille (f*(x0))o<i<n—1 est une base de R™, et d’aprés la question précédente, les
endomorphismes h et ¢ coincident sur cette base, donc ils sont égaux : h = ¢.

i. Clairement 0zrny € Comm(f) car Oggny o f = 0g@mn) = f 00z mn).
De plus, si hy et hg sont dans Comm(f), alors pour tout A € K, Ahy + ho est dans
Comm(f) étant donné que

(M +ha)of=Xhiof)+haof=Afoh1)+ fohy = fo (A + ha).

Donc Comm(f) est un sous-espace vectoriel de L(R™).
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ii. La question 5.(b) montre que Comm(f) C Vect(Id, f,---, f*~1).
L’inclusion réciproque est vraie car tout polyndéme en f commute avec f. Ainsi :

Comm(f) = Vect(Id, f,---, f*1).

En outre, la famille (Id, f,--- , f*~1) est libre dans £(R") car

n—1 n—1

D Nif = 0@y = Y Aifi(w0) =O0rn = o= =X1=0
=0 i=0

(puisque la famille (f*(zo))o<i<n—1 est libre).
Ainsi, (Id, f, -+, f*1) forme une base de Comm/(f), qui est donc de dimension n.
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