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I-Généralités sur les espaces nilpotents

1. Soit u € N(E), alors 3r € N* tel que u" = 0, donc pour tout k € N*, (u*)P = (uP)¥ = 0, d'oli u* € N(E) et
Sp(u*) = {0} et par suite tr(u*) = 0.
2. ¢ Soit f € N, alors x; = X", donc par théoréme de Cayley-Hamilton, ™ = 0, donc f € N.
e Lendomorphisme nul est de matrice nulle dans la base B, donc appartient a V.
e Soit f,g € Mg, alors A = Matg(f) et B = Matg(g) sont triangulaires supérieures strictes, donc pour
tous a € R et tous (i,j) tel que i > j, (Mats(f +ag)),; = (Mats(f)),; + a(Mats(g)),; = 0, donc
Matg(f + ag) € T,F 7 (R).
On conclut que Az est un s-ev nilpotent.
. N . . . s . . -1
e N estisomorphe a I'ensemble des matrices triangulaires supérieures, donc de dimension %
3. Soit v(u) le nilindice de u € Mg, alors u € N(E), donc x,, = X™ ce qui entraine que «™ = 0 et par suite
vy, € [[1,n]], d’'ou les inclusions {v(u) / uw € N} C {v(u) / ue N(E)} C [[1,n]].
Soit k € [[1,n]] et notons B = {ey, ..., e, }, alors 'endomorphisme « définit dans la base B par u(e;) = 0
pour j € [[1,n —k + 1]] et u(e;) = ej_nyr—1 pPOUr j € [[n — k + 2,n]] est d'indice de nilpotence v, = k et
u € Ng,donc k € {v, / u € Ng}, ce qui assure I'égalité entre ces ensembles.
p—1
4. e Supposons que la famille est liée, alors il existe une famille (c;)o<i<p—1 NON nulle tel que Zaiui(as) =0
b1 1=0
et considérons j = min{k € [[0,p — 1]] / ax # 0}, alors Zaiui(x) = 0 et en composant p — 1 — j fois par
i=j
u, on obtient a;;u?~!(z) = 0, ce qui est en contradiction avec «; # 0 et u?~!(z) # 0.
p—1 qg—1
e Soit ag, ..., ap—1, Po, ..., Bg—1 des réels tels que Z aut(z) + Z B;u’ (y) = 0, alors en composant par u?,
i=0 j=0
on obtient apud(x) + ayud™(z) + ... + ap_1uP~(z) =0 ol onaposér =p—q > 0.
La liberté de la famille (z, u(z), ...,u?~1(x)) exige que ag = ...a,,_1 = 0.

p—1 q—1
On obtient donc Zaiui(m) + Zﬁjuj(y) = 0, et en composant successivement par 4~ u?=2 ... u,
i=r j=0
on aura successivement arup—lj(x) + Boud(y) = 0,...,cp_2uP™(z) + By_2u?"1(y) = 0 et la liberté de
(uP~Y(z),u?"1(y)) entrainera (o, Bo) = ...(ap—2, By—2) = (0,0) et finalement a,_1uP = (z) + By—1u?™(y) =
0, donc (ap_1, Bg—1) = (0,0).
5. Soit u € N(F) de nilindice p > n — 1.
e Sip = n, alors B' = (z,u(z),...,u” ') est une base de FE et la matrice de u dans cette base est

0 (0)
1 0
© 1 0

C’est clair que Im(u) = Vect(u(z),...,u" (z)), Ker(u) = Vect(u" 1(z)) et Im(u"~1) = Vect(u"1(z)) et
on a bien le résultat attendu.

¢ Sip =n—1,alors (z,u(z), ...,u"2(x)) est libre, on la compléte en une base de F, B = (z,u(x), ...,u"2(x), y),
alors u"~!(y) = 0 et d’aprés la question précédente, (u"~2(x),u"2(y)) est liée, sinon on aura B'U{y, u(y)}
libre avec un cardinal > n + 1.

o Im(u) = Vect(u(z), ...,u"%(z),u(y)), Ker(u) C Vect(u" 2(z),y) et Im(u"~2) = Vect(u"2(z),u"2(y)) =
Vect(u"2(z)).

Or dim(Ker(u)) € {1,2}.

- Siy € Ker(u), u(y) = 0, donc par liberté de (u(z),...,u" 2(z),y), y ¢ Im(u), donc Im(u) N Ker(u) =
Vect(u"=2(z)) = Im(u™~2).

-Siy ¢ Ker(u), alors Ker(u) = Vect(u"%(z)).

ll-Endomorphismes de rang 1 d’'un espace euclidien)
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e Pourtout z € E,a,bc Feta € R, ((a+ab) @) (z) = (a + ablz).x = (a|]z).x + a(blz).x = (a ® z)(2) +
aldb@z)(z) = ((a@z+ ab®x)) (2).

e Notons ¢ : E — L(FE) définie par Va € E, p(a) = a ® z.

Soita € Ker(yp), alors Vz € E, ¢(a)(z) = (a|z).x = 0, or z # 0, donc avec z = a, on obtient (ala) = ||a||*> =
0, donc a = 0, ce qui assure l'injectivité de .

Va € E, p(a) = a ® x est linéaire et Im(p(a)) C Vect(x), donc Im(p) C {u € L(E) / Im(u) C Vect(x)}.
Complétons = en une base de E, B’ = (z,ea,...,e,) €t soit u € L(E), alors Im(u) C Vect(z) si, et

aq as ce. an,
) ) 0 0 e 0

seulement si, la matrice de u dans cette base est de la forme . . . ,
0 0 e 0

donc dim{u € L(E) / Im(u) C Vect(z)} = n = dim(FE), ce qui entraine que ¢ est bijective de E vers
{ue L(E) / Im(u) C Vect(z)}.

(a®x)(z) = (alz).x, donc en choisissant la base précédente B', on aura Tr(a @ x) = Tr (Matg (a ® z)) =
a1 = (alx).

Ill- Deux lemmes

Par récurrence sur k € N*,
e Pour k=1, (u+tv)! = u+ tv =% + t'v, donc f(l) 1(1)21)
e Supposons qu’on a le résultat pour un certain k£ > 2, anrs

k k
¥t ER, (u+ o)t = (utto)f(u+to) =Y EF (it tv) = 3 (¢ w1 ) =

=0 1=0
k
= Zt £+ Zt R0 = 1P+ 3 (P u+ 1) + P,
i=1
ce qui donne f”‘“) P, (D = 1By etpouri e [[1,K]], £ = fPu+ 1B,

Cette récurrence assure I'existence et 'unicité.
Toujours par récurrence.
él) =u, et si f(gk) = u, alors fékﬂ) = f(gk)u = uFu = uF T
k—1
ofl(l):vetsi fl( Zu vu~17 alors f(k—H) flk)qu (k)v*Zu v~ U*Zu vuk e
1=0
u,v € YV, donc vVt € R, u + tv € V, donc u + tv est nilpotent et par sune (u + tv)P = 0 pour tout t € R, ainsi
t — (u+tv)P est une fonction polynémiale vectorielle nulle, donc les fi(”) sont nuls, en particulier fl(p) =0.

Par linéarité de la trace,on obtient

(k+1 Ztr ulout ) Ztr ufv) = (k + 1)tr(ufv).

u + tv est nllpotent, donc aussi pour (u + tv)**! pour tout k € N*, ce qui entraine que V¢ € R,
k+1

0= tr((u+tw)**1) = ttr(f FEY il s'agit d’une fonction polyndmiale nulle, donc Vk € N tr(f!
=0

0, c'est a dire tr(u*v) = 0, ce qui valide le lemme A.

Vi={zeE/JueV, veImul )}
7 = tim 3 (k00 = 197 0) =t (k0 (Gu) = w07 (4. done 57 0)

est limite d’'une fonction a valeurs dans K (V) qui est fermé comme sous-espace vectoriel de dimension
finie, donc £*~V (y) € K(V).

p—1 p—1
E wouP~1% = 0, donc E wouP T = Pt

(k+1)) _

p—2 p—1
et par suite ufl(p_l) = Zu”lvup_Q_i = Z ulouP "1 = —puP~1, donc u (fl(p_l)(y)) = —v (uP"(y)).

On en déduit que Vz € Im(uP~t), Iy € Etel que z = uP~*(y), donc v(z) = v (P~ (y)) = —u <f1(p71)(y)) €
u(K(V)) vuque fi*"V(y) € K(V).
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D’aprés la question 11., Vo € Im(uP~1)v(x) € u(K(V)) pour tout v € V, c'est a dire Vo € Im(uP~1),
Vz C u(K(V)).

e On remarque que u(Vect(x)) = {0}, donc

K(V) C Vect(z) + u(K(V)) C Vect(z) + u?(K(V)) C ... C Vect(x) + u*(K(V)) pour tout k € N.

Donc pour tout k € N, il existe A\, € R, y5, € K (V) tel que y = A\ + u¥ ().

e Pour k =p, y = Az + uP(yp) = Apx € Vect(z), donc K(V) C Vect(z).

e De linclusion précédente, on aura Vz C u(K(V)) C (Vect(z)) C {0}, donc Va = {0}.

IV Démonstration du théoreme de Gerstenhaber

On considére l'applications linéaire ¢: V — E .Vz=1Im(p), W= Ker(yp).

v — v(x)
On considére I'application linéaire ¢: W — L(H) .V =1Im(y), Z = Ker(y).
u u

dim(W) = dim(Z) + dim(V), ce qui donne I'égalité dim(V) = dim(Vz) + dim(Z) + dim(V).

e Z={ueW /u=0},or

u = 0 si, et seulement si, Vz € H, u(z) = w(u(z)) = 0 si, et seulement si, Vz € H,u(z) € Vect(x) si, et
seulement si, u(H) C Vect(x).

Donc 2 = {u € W / u(H) C Vect(x)}, or d'apres la question 6, 'application a — a ® z est un isomor-
phisme de E dans {u € L(F),/ Im(u) C Vect(z)}, donc pour chaque v € W tel que u(H) C Vect(z),
notons L le sous-espace de E image réciproque de Z par cette application, alors Z ={a®x / a € L}, et
Z et L sont isomorphes , donc dim(Z) = dim(L).

eVac L,a®x € Z,donc nilpotente et par suite grace a la question 7, tr(a ® ) = (a|r) = 0, donc = € L+.

On applique le théoreme du rang aux applications ¢ et ¢, on obtient dim(V) = dim(W) + dim(Vz) et
1

e Soit v € V. Montrons que v(z) € L.

Soita € L, alorsVz €€ E, (a®@v(x)) (2) = (alz).v(z) = v ((a]z)z) = v ((a® z)(2)) = (vo (a®x)) (2), donc
a®uv(z) =vo (a®x), en appliquant le lemme A avec k = 1, on obtient tr(vo (a ® x)) = tr(a ® v(z)) =
(alv(z)) = 0, donc v(x) € L*.

r € L+, u eV, donc Vk € N*, u* € V, et vu que Vx C L+, on aura v*(z) € L+.

e S’il existe A € R* tel que \x € Vz, alors il existe u € V tel que Az = u(z), donc A € Sp(u), mais u est
nilpotent, donc A = 0, ce qui contredit A £ 0.

e D’aprés les deux questions précédentes Vo C Lt et Vect(x) C L+ et Vect(x) n'est pas inclus dans Vz,
donc l'inclusion Vz C L* est stricte, d'ou

dim(Vz) < dim(L*) et par suite dim(Vz) + dim(L) < dim(L*) + dim(L) = n,

c'estadire dim(Vz) + dim(L) <n — 1.

7 est la projection orthogonal sur H, donc Vz € H, n(z) = z, donc @°(z) = z = 7(u°(2)).

Supposons que Vz € H, @*(z) = n(u”(z)) pour un certain k € N*.

On fait la remarque suivante : Tout z € E se décompose par z = ax +y ou a € R et y € H, alors pour tout
u €W, u(z) =0, donc u(z) = u(y) et m(z) = y et par suite u(w(z)) = u(y) = u(z).

Alors Vz € H, "1 (2) = a(u"*(2)) = u(n(u*(2))) = u(u*(2)) = m(u(u®(2))) = 7(u**+1(z)),ce qui achéve la
récurrence.

e Soit u € W, u étant nilpotent, donc il existe k& € N* tel que v* = 0, donc @* = 7 o u* = 0, donc V est un
sous-espace nilpotent.

V est un sous-espace de £(H) nilpotent et dim(H) = n — 1, donc par hypothése de récurrence,

— -1 -2 s . S . .
w, donc avec I'égalité de la question 14 et I'inégalité de la question 17, on obtient

dim(V) < 5
dim(V) = dim(Vz) + dim(L) + dim(V) <n — 1 + (n — 1)2(n -2) _ n(n2— 0]

e . s . . = —1 -2
e De l'inégalité de la question 17 et I'égalité de la question 14, on tire dim(V) > (p=1n=2)

hypothése de récurrence dim (V) < W donc dim(V) = W

e Avec ces résultats, I'égalité de la question 14 entraine que, dim(Vx) + dim(L) = n — 1, donc
dim(Vect(x)) + dim(Vz) + dim(L) = n.

e On a les inclusions entre sous-espaces, Vect(r) C L+ et Vo C L*, donc Vect(z) ® Vo C L+, de plus on
a égalité de dimensions, donc Vect(z) ® Vo = L+,

e D'apreés la question 16, pour tout v € V, et pour tout k € N, v*(z) € L+, donc v*(z) € Vect(z) © Va.

, or par
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- —1)(n—2
e d’'apres la question 18, V est un sous-espace nilpotent de £(H) de dimension % etdim(H) =

n—1, donc par hypothése de récurrence, il existe une base B’ de H tel que pour toutv € W, Matg: () est tri-
0 1 (0)

0
) .1

angulaire supérieure stricte. Soit v € £(H) de matrice dans la base B’ de taille n—1, est

alors v™"—2 #£ 0.

e Considérons « € V dont la restriction & H est égal a v, alors u™~2 # 0, donc le nilindice générique de V
est supérieur ou égale an — 1.

e Si Va = {0}, alors pour tout v € V, v(z) = 0.

On considére la base de E, B = B’ U {z}, alors tout élément v € V est représenté par une matrice
triangulaire supérieure stricte.

e SivP~1 =0, alors Im(vP~1) = {0} C Vect(z) ® V.

e SivP~1 £ 0, alors le nilindice de v est p > n — 1, donc d’'aprés la question 5, Im(vP~1) = Im(v) N Ker(v)
et dim(vP~1) = 1.

v(zx) # 0, considérons j = max{k € [[1,p — 1]] / v*(z) # 0}.

Alors v/ 1 (z) = 0, donc v/ (z) € Im(v) N Ker(v) = Im(vP~1) et par suite Im(vP~1) = Vect(v? (x)), et par la
question 20, v’ (x) € Vect(x) ® Vx, donc Im(vP~1) C Vect(x) © Va.

vo(x) # 0, donc 35 € [[1,n]] tel que 7;(vo(x)) = (vo(x)); # 0 ol 7, la j-iéme projection qui envoie la j-iéme
composante d’'un vecteur de E dans une base fixée.

Soit z € E. Considérons une forme linéaire ¢ : £ — R nulle sur Vect(z) ® Vz, et la fonction polyndmiale
Pt ;i ((v+tvo)(z)) .0 ((v+tvg)P~!(2)) de degré < p.

D’apres la question précédente, pour tout ¢ € R tel que (v + tvp)(x) # 0,

Vz € E, (v+tvy)P~1(2) € Vect(z) @ Vz, donc P(t) = 0 pour tout ¢ € R tel que (v + tvg)(z) # 0, donc P
admet une infinité de racines, donc P = 0.

Or 7;(vo(z)) # 0, donc ¢ = m; (v + tvp)(x)) est non nul, ce qui exige Vt € R, ¢ ((v + tv)?~(2)), en
particulier pour ¢ = 0, ¢ (vP~'(z)) = 0, ceci pour toute forme ¢ nulle sur Vect(z) & Vz, en particulier pour
les projections qui envoient un vecteur sur les composantes dans (Vect(z) @ Vz)+, on obtient v?=1(z) €
Vect(x) ® Vr, ce qui entraine que Im(uP~t) C Vect(x) ® Va.

On vient de montrer que pour tout v € V, Im(vP~t) C Vect(z) & Va, donc U Im(vP™1) C Vect(z) @ Vr
veEY

et par suite K(V) = Vect (U Im(vp1)> C Vect(xz) ® Vz, ce qui entraine par le lemme B, que Vz = {0}

veEY
et par la question 21, il existe une base de E dans laquelle tout v € V est représenté par une matrice

triangulaire stricte.



