SESSION 2023

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 1. FILIERE MP/MPI

I - Etude d’un endomorphisme de K[X]

LA -
Q 1. Soit a € K. E4 est une application de K[X] dans lui-méme et de plus, pour tout (p, q) € (K[X])? et tout (A, pn) € K2,

B (AP + 1q) = Ap(X + @) + uq(X + a) = AEq(p) + 1Ea(q).
Donc, Eq € .Z(K[X]). Ensuite, EqoE_q = E_g0E4 = Idg[x;. Donc, Eq est un automorphisme de K[X], de réciproque E_,.
I.B -

Q 2. Pour tout p € K[X], J(p) est un polynéme et de plus, pour tout (p, q) € (K[X])? et tout (A, n) € K?, pour tout x € R,
x+1

p(t) dt + uJ q(t) dt = (AJ(p) + uf(q)) (),

x

x+1 x+1

(Ap(t) + g (1)) dtzxj

X

JOWp + 1) (x) =J

puis J(Ap + p1q) = AJ(p) + 1J(q). Donc, ] € Z(K[X]).
Q 3. e Soit k € N. Pour tout réel x,

](Xk)(x)JX+1tkdt 1 ((X+])k+1_xk+l)7 1 i k+1 o
B X Ck+ 1 T k41 P j )
1T & (k+1\,,
puis J(X¥) = 1 Z ( ]_ )XJ, En particulier, pour tout k € N, deg (I (Xk)) —k
j=0

n
e Soit p € K[X]. Si p =0, deg(J(p)) = —oco = deg(p). Sinon, on pose p = Z aX¥ avec n € N et an # 0 de sorte que
k=0

deg(p) = n. Puisque deg <Z axJ (Xk)> < n et que deg (anJ (X)) =n,

k<n
deg(J(p)) = deg <Z ax]J (Xk)> = deg (an] (X)) =n = deg(p).
k=0
Donc, | conserve le degré.

e Soit p € K[X]. Sip #0, deg(J(p)) =deg(p) = 0 et en particulier, J(p) # 0. Donc, Ker(]) ={0} puis | est injectif.

Ensuite, pour tout n € N, J(K,[X]) € Kn[X]. Donc, pour tout n € N, J induit un endomorphisme J,, de l’espace de
dimension finie Ky, [X]. Puisque pour tout n € N, J;, est injectif, pour tout n € N, J;; est un automorphisme de K, [X].

Soit alors q € K[X]. Soit n € N tel que q € K, [X]. Il existe p € Kn[X] tel que g = Jn(p) = J(p). Par suite, ] est surjectif et
finalement, | est un automorphisme de K[X].

I.C -

Q 4. Soit k € N. La fonction t — t*e~t est continue sur [0, +oo[. De plus, t? x t<e* i o(1) d’aprés un théoréme de
—+0o0

croissances comparées et donc t“e™t = o (t_2> Ceci montre l'intégrabilité de la fonction t — t*e™* sur un voisinage
t—+o00

+oo
tke~t dt. Ainsi, J tke~t dt existe dans R.
0

+oo

de +oo puis la convergence de J
0
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Soit k € N. Les deux fonctions t — t**! et t — —et sont de classe C' sur [0, +0o[. Au vu de la convergence de chacun
des termes en +o00, on peut effectuer une intégration par parties qui fournit

+o0 oo +oo
J tletdt = [t (—e )], —J (k+ Dtk (—e Y dt = (k+ 1)J the " dt.
0 0 0

+oo +oo
Soit k € N*. En tenant compte de J e tdt= [—eit}:m =1, on en déduit que J the tdt=kx (k—1)x...x2x
0 0
1 x 1 =Xk!, ce qui reste vrai pour k = 0.
“+o00
vk € N, J the ™t dt =kl
0

Q 5. Pour tout n € N*, pour tout x € R, au vu de la convergence de toutes les intégrales considérées,

400 n—1 0o n—1
LX) ) == | e tnixon T a=— Y (“]: ‘) (r etyn-1-k dt) oy X
k=0

0 =0 0
D’autre part, L(1) = 0. Done, pour tout n € N, L (X™) € K[X].
n

Soit p € K[X]. On pose p = Z ;. X* ot n € N. Pour tout réel x, toutes les intégrales considérées étant convergentes,
k=0

n
Lip)(x) = Z axlL (Xk) (x) et donc L(p) € KI[X]. Ainsi, L est une application de K[X] dans lui-méme.
k=0

Soit (p,q) € (KIX])? et (A, 1) € K2. Pour tout réel x,

+oo

L(Ap + uq)(x) = AJ'O e 'p/(x+1t)dt+ HJ'o e 'q’(x+1t) dt = (AL(p) + uL(q))(x)

et donc L(Ap + pnq) = AL(p) + puL(q). Donc, L € Z(K[X]).
Enfin, L(1) =0 et donc Ker(L) # {0}. L n’est pas inversible.

IT - Formule de Taylor pour les endomorphismes shift-invariants de K[X]

II.A -
Q 6. Pour tout a € K, Eqol =10E, = E4 et donc I est shift-invariant.

Soit a € K. Pour tout p € K[X], Eq o D(p) = p’'(X+ a) = D o Eq(p). Donc, pour tout a € K, E,o D =DoEg4. D est
shift-invariant.

Soit a € K. Pour tout b € K, pour tout p € K[X], Eq 0o Ep(p) = p(X+ a+b) = Ep o Eq(p). Donc, pour tout b € K,
Ep oEq = E4 0 Ep. E4 est shift-invariant.

Soit a € K. Pour tout p € K[X], pour tout x € R, en posant u =1t — a,

x+a+1 x+1 x+1
anl(p)(X):J p(t)dtzj p(u+a)duzj Ea(p)(W)/; dut = J o Eq(p) (x)

x+a x X

et donc Eq o J(p) =J o Eq(p). Ainsi, pour tout a € K, Eq o] =] o Eq. | est shift-invariant.
Soit a € K. Pour tout p € K[X], pour tout x € R,

+oo

+o0o
EaoL(p)x) = —L e 'p'x+a+t)dt= —L e " (Ea(p))’ (x+1) dt = Lo Ea(p)(x),

et donc eq o L(p) =L o Eq(p). Ainsi, pour tout a € K, Eg oL =Lo E,. L est shift-invariant.

I, J et Eq, a € K, conservent le degré et donc, I, ] et E4 ne sont pas des endomorphismes delta.
“+o00

D(X) =1 et donc D est un endomorphisme delta. L(X) = —J e ' dt = —1 et donc L est un endomorphisme delta.
0

Q 7. On note . 'ensemble des endomorphismes de K[X] qui sont shift-invariants.
Pour tout a € K, Eg 00 =00E, =0 et donc 0 € .7. Soient (f,g) € .72 et (A, n) € K%. Pour tout a € K,
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Eqo (AMf+ug) =AEqof+uEqog=AoEq+pugokqs = (Af+pug)okq
et donc Af 4+ pg € . & est un sous-espace vectoriel de (Z(K[X]),+,.).
Soit (f, g) € .#2. Pour tout a € K,

Eqofog=foEsog=fogok,
et donc fo g € .. En tenant compte de I € ., on a montré que . est une sous-algebre de (£ (K[X]),+,.,0).

D et —D sont des endomorphismes delta. Mais (D + (—D))(X) =0 et D o D(X) = 0. Donc, D + (—D) et D o D ne sont
pas des endomorphismes delta. L’ensemble des endomorphismes delta n’est pas stable pour ’addition et n’est pas stable
pour la loi o.

IL.B -
Q 8. Soit p € K[X]. Pour k > deg(p), D¥(p) = 0. La somme considérée est en fait finie et en particulier existe.

Q 9. Soit (ax)yey € KN. Soit a € K. Pour tout p € K[X], puisque la somme ci-dessous est finie et que E4 et D commutent,

+00 +o00 +o0 +o0o
a <<Z aka> (p)) =Y aEq (D¥(p)) = D) axD*(Ea(p)) = (Z aka> (Ea(p))
k=0 k=0 k=0 k=0

+o0o “+00 “+00
et donc Eg o (Z aka> = <Z aka> oEg. Z aka est un endomorphisme shift-invariant.

k=0 k=0
“+o00 “+o00
Q 10. Soit ((ak)keD\I , (bk)keD\I) € ([K[N)2 tel que Z a,D¥ = Z bxD¥. Pour tout n € N,
k=0 k=0
+o0o n n
(Z aka> XM=Y aD* XM=Y —axt,
k=0 k=0 k=0 (n—%)!

Mais alors,

k=0

bkxn k

400 400 oo
> aD¥ =Y bDF=vneN, <Z aka> (X") = (Z kak> (X™)
=X

=VneNl, Z (niakxn k
k=0

n! n!
"t Ok

éVneNVkean(
= Vk €N, ax = by.

Q 11. Soit T un endomorphisme de K[X], shift-invariant. Pour tout p € K[X], pour tout x € R et tout a € K, T(p)(x+a) =
T(p(X+ a))(x). En particulier, pour tout a € K, tout n € n et tout x € R,

n n S n n—k k - X* n! n—k
T(X)(x+a)=T((X+aJ)(x)=Z(k>a T(X)(X)ZZT(W>(X)(n_k)!a :

k=0 k=0

Pour x = 0, on obtient pour tout a € K et tout n € N,

n n! “+oo
n. —k _ k
Z (Tar) (0) r—gr ™™ = 2_ (Taw) (0)D* (X™) (@)
=0 k=0
o] +o0o
et donc, pour tout n € N, T (X") (Z (Taw) ( ) (X™). Ainsi, les deux endomorphismes T et Z (Tqy) (0)D*
=0 k=0

coincident sur une base de K[X] et finalement
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+o0
T=) (Tqi) (0)D*.
k=0
+oo
Inversement, si T = Z (Tqy) (0)D¥, alors T est shift-invariant d’aprés la question Q9.
k=0

Q 12. Soient T et U deux endomorphismes shift-invariants de K[X]. Soit p € K[X].

T(U(p))

+oo +oo
<Z (Tqw) (O)Dk> o (Z (Uge) (O)D“> (p)

k=0 =0
= Z (Tqi) (0) (Uqe) (0)D*(p) (toutes les sommes étant finies)

(k,2)eN2

D (Uqe) (0) (Tqw) (0)D*H(p)

(k,0)eN2

= <+ZOO(qu ) <i (Tqu) ( ) (p)
u

et donc T et U commutent.

I1.C -

(X + a)k ak

Q 13. Soit a € K. Pour tout k € N, Eqqx = o et en particulier, (Eqqi) (0) = TR

Soit alors p € K[X] \{0}. Puisque E, est un endomorphisme shift-invariant d’aprés la quéstion Q6, la question Q11 fournit

oo K deg(p) ak
_ k _ (k)
p(X+a) =Ealp) =) P )= ) P
k=0 k=0

Soient enfin a et h deux éléments fixés de K.

deg(p

pla+h) = Z p

On reconnait la formule de TAYLOR usuelle pour les polynomes.

Q 14. Soit k € N. Pour tout réel x,

ce qui reste vrai quand k = 0. D’aprés la question Q11 (encore une

et en particulier, pour k > 1, (Jqi) (0) = (k—:— nr

fois, la somme est finie),

s 1
vp € KIX], Jp = Z mp(k)
k=0 ’

Q 15. Soient p € K[X] puis n € N tel que p € K, [X].
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“+o00 n n
(D—T)o (— > Dk> (p)=—(D—1) < p(k1> -y (pm _p(km)
0

k=0 k= k=0

=p—p™* (somme télescopique)
=P (car deg(p) < ).
+oo +oo
Donce, (D —1)o (— Z Dk> =1 et de méme, <— Z Dk> o (D —1)=1. On en déduit que D — I est un automorphisme
k=0 k=0
de K[X] et que
+oo
(D-D~'=) -D*
k=0
+oo
Maintenant, Lqo = L1 = 0 puis pour tout k € N*, (Lqx) (0) = —EJ kt*Te ™t dt = —1 d’apres la question Q4. Mais
*Jo
+oo
alors, d’aprés la question Q11, L = Z —D¥. On en déduit que (D —I)~" =L —1I ou encore que
k=1

L=I+(MD-0)"".

II.D - La convention adoptée sur le degré du polynéme nul permet d’écrire : Vp € K[X]\ {0}, deg(p’)a = deg(p) — 1 (mais
pas plus car par exemple deg(0’) = deg(0) = —1#—-1-1).

Q 16. Supposons que pour tout k € N, (Tqy) (0) = 0. Alors, d’aprés la question Q11, T = 0 ce qui est faux. Dong, il existe
k € N tel que (Tqx) (0) # 0. On peut définir

n(T) = Min{k € N/ (Tqx) (0) # O}.
Par définition de n(T), pour tout p € K[X],

ou de plus, (an(T)) (0) #0.

Si deg(p) < n(T) (et donc deg(p) —n(T) < 0 ou encore deg(p) —n(T) < —1), T(p) = 0) puis
deg(Tp) = —1 = Max{—1, deg(p) —n(T)}.

Sinon, deg(p) > n(T) (et donc deg(p) —n(T) > 0 > —1) puis deg(T(p)) = deg ((Tgn(m)) (0)p™)) = deg(p) — n(T)
(d’apres (*)). Encore une fois, deg(Tp) = —1 = Max{—1,deg(p) — n(T)}.

On a montré qu’il existe n(T) € N tel que, pour tout p € K[X], deg(Tp) = —1 = Max{—1,deg(p) — n(T)}.
Q 17. Si n(T) =0, alors pour tout p € K[X] \ {0}, deg(Tp) = deg(p) et en particulier, Tp # 0. Dans ce cas, Ker(T) ={0}.
Supposons maintenant n(T) > 1. Soit p € K[X].

Tp = 0 & Max{—1,deg(p) —n(T)} = —1 & deg(p) < n(T) =1 & p € Kn1 [X].
En résumé, si n(T) =0, Ker(T) ={0}. Si n(T) > 1, Ker(T) = Ky, (1)—1 [X].
Q 18. (1) = (2). Si T est inversible, alors Ker(T) ={0} et en particulier, T1 # 0.
(2) = (3). Si T1 #£ 0, alors n(T) = 0. D’aprés la question précédente, pour tout p € K[X], deg(Tp) = deg(p).

(3) = (1). Si pour tout p € K[X], deg(Tp) = deg(p), en particulier, si p € K[X] \ {0}, alors Tp # 0 et donc Ker(T) ={0}. T
est donc injectif.

De plus, pour tout n € N, K [X] est stable par T et donc T induit un endomorphisme T, de K, [X]. Pour tout n € N, T,
est un endomorphisme injectif de 1’espace de dimension finie K, [X] et donc T,, est un automorphisme de cet espace.
Soient q € K[X] puis n € N tel que q € K, [X]. Il existe p € K, [X] tel que q = Typ = Tp. Ceci montre que T est surjectif
et finalement que T est un automorphisme de K[X].
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Q 19. On suppose donc que T1 # 0. Pour tout k € N, on pose ax = Tqx(0) (en particulier, ap = T1 # 0). Montrons

+oo +oo
I'existence d'une suite (by), o, d’éléments de K telle que <Z aka> o <Z kak> =1 ou encore telle que
k=0 k=0

+oo +oo
Vp S [K[X], <Z (lka) o <Z kak> (p) =p.
k=0 k=0
Pour tout p € K[X], puisque les sommes ci-dessus, évaluées en p, sont en fait finies, on a

+o00 +o00 +o00 k
<Z Clka) ° <Z kak> (p) = Z <Z ak—ibi> p'.
k=0 k=0

k=0 \i=0

Il suffit alors de montrer qu'’il est possible de choisir la suite (by),,, de sorte que

k
(lobo =1et pour tout k 2 1, Z ak,ibi =0.
i=0
On montre par récurrence ’existence d’une telle suite.
e Puisque ap # 0, il existe bg € K tel que apbg =1 a savoir by = alo'
e Soit l}:ﬁ 0. Supposons avoir résolu les k + 1 prekmiéres équations et trouvé by, by, ..., b]l@ La k + 2-éme équation
s’écrit ax+1—ibi =0 ou encore apb =— Qax+1—ibi et finalement b = —L QA+ 1—ibi.
é k+1—-1Ui 0Ok+1 ;) k+1—-i0P1 k+1 aoé k+1—-1Ui

+oo +oo
On a montré par récurrence I'existence d’une suite (b ), telle que (Z aka> o <Z kak> =1
k=0 k=0

k=0 k=0
d’aprés la question Q9, T~ est shift-invariant.

II.E -

Q 20. Pour k € N, on pose o = (Tqx) (0).
Puisque T est un endomorphisme delta, TX est une constante non nulle et donc deg(TX) = 0 # deg(X). D’apreés la question
Q18, o = T1 = 0. Ensuite, a; = TX(0) € K\ {0} et donc a7 # 0. Puisque T est shift-invariant, d’apreés la question Q11,

+o0o
T=> oD
k=0

+oo +oo
On a donc T o <Z kak> = To T ! puis, aprés simplification par Pautomorphisme T, T~! = Z b D¥. Mais alors,

avec g = 0 et a1 # 0.

+o00 400 +oo

Q 21. Existence. T=Do (Z ocka_1> =Do <Z oket1 Dk>. L’endomorphisme U = Z oKket1 DX est shift-invariant
k=1 k=0 k=0

d’aprés la question Q9. Ensuite, U1 = U1(0) = xoy1 = 1 # 0 et donc U est inversible d’aprés la question Q18.

L’endomorphisme U convient.

Unicité. Soit V un endomorphisme shift-invariant inversible tel que T = D o V. Il existe une suite (i), telle que

+oo +oo —+o00
V=) pD¥puisDoV=3) B.D*"' =3 B D"
k=0 k=1

=0 +oo B +oo
Ensuite, DoV =T = Z Br_1D¥F = Z DX = Vk > 1, Br_1 = oy (d’aprés la question Q10). Donc, nécessairement
k=1 k=1
+o0o
V= Z Okt 1 D* = U. Ceci montre 'unicité de U.
k=0

D est un endomorphisme delta car DX = 1 € K\ {0}. Ensuite, D = D o I ou I est shift-invariant inversible. Par unicité,
u=r
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L est un endomorphisme delta car L shift-invariant et LX = —1 € K\ {0}. D’aprés la question Q15, L = — Z D* =

o (— Z D ') = Do (L—1). L—1 est shift-invariant en tant que combinaison linéaire d’endomorphismes shift-

k=1
invariants et de plus (L —I)1 = —1 # 0 de sorte que L — I est inversible (d’aprés Q18). Dans ce cas, U =1L — 1.

Q 22. Puisque T1 =0, si p est un polynéme de degré 0, Tp = 0 puis deg(Tp) = —1 = deg(p) — 1.

Puisque o1 # 0, on a n(T) = 1 et d’aprés la question Q16, pour tout polyndéme p de degré supérieur ou égal a T,
deg(Tp) = deg(p) —n(T) = deg(p) — 1.

En résumé, pour tout polynéme p, deg(Tp) = deg(p) — 1.

Ainsi, si deg(p) > 1, deg(Tp) = deg(p) — 1 = 0 puis Tp # 0 ou encore Tp ¢ Ker(p). Si deg(p) = 0, alors Tp = 0 et donc
p € Ker(T). Ceci montre que Ker(T) = Ko[X]. En particulier, 0 est valeur propre de T et Eo(T) = Ko [X].

Soit A € K une éventuelle valeur propre non nulle de T. Soit p € K[X]\ {0} un vecteur propre associé. Donc, Tp = Ap. Mais
puisque p # 0 en et A # 0, deg(Tp) = deg(p) — 1 et deg(Ap) = deg(p). Tp ne peut étre égal & Ap. Dit autrement, aucun
nombre non nul n’est valeur propre de T.

Ceci montre que Sp(T) = {0}.

Q 23. Soit n € N. Puisque pour tout p € K[X] \ {0}, deg(Tp) = deg(p) — 1. On en déduit que T (Kn[X]) C Kn[X]. Ainsi, T
induit un endomorphisme T, de K, [X].

Sin=0, T, =0 et donc T, est diagonalisable. Dorénavant, on suppose n > 1. D’aprés la question précédente, T, admet
0 pour unique valeur propre. Donc, si T,, est diagonalisable, T,; s’annule sur base (de vecteurs propres) de K, [X] et donc
T, = 0. Mais ceci est faux car T, X = TX € K\ {0}. Donc, si n > 1, T,, n’est pas diagonalisable.

Q 24. Soit n > 1. Ker (Tn) = Ko[X]. D’aprés le théoréme du rang, dim (Im (T,,)) =n+ 1 — dim (Ker (T,)) = n.
Ensuite, puisque pour tout polynéme p non nul, deg(Tp) = deg(p) — 1, on a im (T,,) C Ky_1[X]. Puisque de plus,
dim (Im (T,)) = n = dim (K, _1 [X]) < 400, on en déduit que Im (T,) = Ky, 1 [X].

Soit alors q € K[X] puis n € N tel que q € K,[X]. D’aprés ce qui précéde, il existe p € Kn1[X] tel que q = Th1p = Tp.
Donc, tout polyndéme ¢ a un antécédent par T dans K;X]. On en déduit que T est surjectif.

III - Suite de polynémes associée a un endomorphisme delta

IIT.A -
Q 25. Montrons l'existence et ['unicité pour tout n € N.
o Nécessairement qo = 1 qui réciproquement convient. qo existe et est unique.

e Soit n > 0. Supposons avoir montré 'existence et 'unicité de qo, ..., qn. Puisque deg (qn) = n, d’apreés la question
Q24, il existe pn+1 € Knt10X] tel que Qpnt1 = gn- Soit qn+1 = Pn+1 — Pnt1(0).

qn+1 € Knp1[X], qny1(0) =0 et Qqni1 = Qpnt1 = gn (car Ker(Q) = Ko[X]). Enfin, si deg (qn+1) <m,

alors deg (Qqn+1) < n =deg(qn) et en particulier Qqn+1 # qn. Donc, deg (qn+1) = n+ 1. Ceci montre existence
de qn+1-

Ensuite, si rh4+1 est un polynéme de degré n+ 1 tels que Qrnt1 = qn et Tn+1(0) =0, alors Q (qn+1 — Tnt1) = 0 puis
gn+1 — Tnt1 € Ko[X]. Plus précisément, qni1 — Tnt1 = qn+1(0) — rny1(0) = 0. Ceci montre 'unicité de qn41.

Le résultat est démontré par récurrence.
n

Q 26. Montrons par récurrence que pour tout n € N, pour tout (x,y) € K?, gn(x +y) = Z X)qn—k(y) (Pn).

e qo = 1 et donc pour tout (x,y) € K2, Z qo(x)q0 —k(y) =1 x 1 =qo(x +y). Le résultat est vrai quand n = 0.

e Soit n > 0. Supposons (). Soit y € K fixé. Pour tout polynome q, q(X +y) = Eyq et donc, puisque Q est
shift-invariant, Q(q(X+y)) = Ey(Qq) = (Qq)(X +y). Par linéarité de Q, on obtient

http ://www.maths-france.fr 7 © Jean-Louis Rouget, 2023. Tous droits réservés.



Centrale 2023 - MP/MPI - Mathématiques 1 - Corrigé

n+1

n+1 n+1
(qu )dn+1-x(y ) D dnirU)Qar(X an+1 k(Y)qr—1(X)
k=0
= Z Gnt1——+1 (Y (X qu Jdn—x(y)
k=

=(n (X +y) (par hypothese de recurrence)
=Qqn1(X+y) = Ey (Qqn+1)=Q (Ey (gn+1)) = Q (gn+1(X+y)).

n+1
On en déduit que qn1(X+y) — Z g (X)gn+1-x(y) € Ker(Q) = Kol[X] puis qu’il existe A € K tel que

n+1

Ini1(X+y) = qu Jdn+1-k(y) + A

En évaluant en 0 et en tenant compte de qo(0) =1 et qi(0) = 0 pour k > 1, on obtient qn+1(y) = qn1(y) + A puis
n+1

A =0 et donc, pour tout (x,y) € K2 s qni1(x+y) = Z qr(x)gn+1-k(y).

On a montré par récurrence que pour tout n € N, pour tout (x,y) € K2 , n(x+y) Z qx (x)qn—x(y)-

II1.B -

Q 27. Soit Q un éventuel endomorphisme shift-invariant (qn ), ¢, soit la suite de polynoémes associée. On a nécessairement
Q1 =0 et pour tout n > 1, Qqn = gn_1. L’endomorphisme Q est ainsi défini sur une base de K[X] et donc Q est unique.

Soit donc Q 'unique endomorphisme de K[X] défini par Q1 = 0 et pour tout n > 1, Qqn = qn_1. Vérifions que Q est
shift-invariant.

Pour cela, vérifions que pour tout n € N, pour tout a € K, Q (qn(X+ a)) = (Qqn) (X + a).

Le résultat est vrai quand n =0car qo =1 et Q1 =0. Soit alorsm > 1 et a € K.

n n

Q (qn(X+a)) <Z Qi (X)gn—x( )) =Y qn k(@) (Qq)(X) =D g 1(X)gn «l qu )Jqn-1-x(a)

k=0 k=1
=qn-1(X+a) =(Qqn) (X +a).

Ainsi, pour tout a € K, les endomorphismes Q o E, et Eq o Q coincident sur une base de K[X]. Donc, pour tout a € K,
QoEq =Eq0Q ou encore Q est shift-invariant. Enfin, Q1 = 0 et donc Q est un endomorphisme delta. Finalement, Q est
un endomorphisme delta dont (qn), ¢, est la suite de polyndomes associ¢e. Ceci montre 'existence (et I'unicité d’apreés le
début de la question) d’un tel endomorphisme.

II1.C -

Q 28. Soit n € N. Pour tout k € [0,n], deg (qx) = k. Donc, (qk)ke[[o,n]] est une famille de polynoémes non nuls de Ky [X],
de degrés deux a deux distincts, et donc une famille libre de K, [X]. De plus, card (qk)ke[[o,n]] =n+1=dim (K, [X]) < +o00
et donc (qk)ke{[o n] est une base de K[X].

Q 29. Soit n > 1. Qn1 =0 et pour k € [1,1n], Qqx = qx—1. Donc,

01 0 ...0
Mat(qq,...,.qn) (Qn) = | L0
1

0 0
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On en déduit que Tr (Qn) =0 et Xq, = X" 1. Ceci reste vrai pour n = 0 car Qg = 0.

IT1.D -
X0 on Xn X xn—1
30. &~ = 1= ' >1, - =0 deg(2~) =netD — & Par unicité, on a d tout
Q 0l - do puis pour n 0 eg (n! ) ne (n' ) C ar unicité, on a donc pour tou
ne [N, qn - F

XX=1)...X=(n—-1))

Q 31.On pose 1o =1 et pour n € N*, vy = I
(E1—D(r1)=X+1)—X=1=r0 et de plus 14 s’annule en 0 et deg(r1) =1. Soit n > 2. 11 (0) =0, deg (rn) = n puis

X+DX...X—=n=2)—XX=-1...X=(n—-1))
n!
XX=1...X=nn=2DND((X+1H) = X=(n-=1)) :X(X—U...(X—(n—Z))

n! (n—1)!

(Er =D (m) =

=Tn-1.

XX=1)...(X=(n—1))

Par unicité d’une telle suite, pour tout n € N*, g, =1 = y (et go =10 =1).
III.E -
Q 32. Soit n € N. Calculons (Q¥*qy) (0) pour tout k € N. Si k > n, Q¥qn = 0 et en particulier, (Q*qn) (0) = 0. Si
. Isik=n . B}
k € [0,n], alors Q*qn = qn_x puis (Qan) (0) = qn_x(0) = { 0 sinon . En résumé,
(k) € W%, (Q%dn) (0) = 8n .

+oo
(Par suite, Z O)qx = Z On,kqk = qn.)

k=0

+oo
Soit alors p € K[X]. Posons p = Z axqx (la somme étant en fait finie). Pour k € N,

k=0

+o0 +o00
= Z e (Q%qe) (0) = Z 0Ok e = ok
=0 =0
+o0o +o0
et donc la somme Z (Qkp) 0)qx = Z XK (K a un sens puis
k=0 k=0
+oo
=Y (Q*p) (0)qx
k=0

Q 33. Soit T un endomorphisme de K[X] shift-invariant. Soit p € K[X]. Puisque Q est shift-invariant, pour tout a € K, Q
et E4 commutent et donc

+o0o “+00 “+oo

p(X+a) =3 (Q(X+a) (g =) ((Q*p) (X+a)(0qk =) (Q*p)(a)qx

k=0 k=0 k=0
Pour tout a € K, T et Eq commutent également et donc

+oo
(TP)(X+a)=T(p(X+a) =) (Q%p) (a)Tqx.
k=0
En évaluant en 0, on obtient pour tout a € K,
+o0
(Tp)(@) = > (Taw) (0) (Q®p) (a),
k=0

et finalement, pour tout p € K[X], Tp = Z (Tqi) (0)Q¥p puis
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+oo

T=) (Tqu) (0)Q".

k=0
IILF -
X(X=1)...(X=(k—1))

Q 34. On prend Q = E; — L. Alors, qo =1 et pour k € N*, qx = o

d’aprés la question précédente,

. Puisque D est shift-invariant,

D=) (Daw)(0)(E—D*.

Déja, qo = 1 puis (Dqo) (0) = 0. Ensuite, pour tout k € N*, (Dqx) (0) est le coefficient de X dans U'expression développée
DN k=N (=D

de qx, & savoir l = a— On a donc
+oo —
-1 k—1
p=y T -0k ).
k=1

Ensuite, pour tout polynéme non nul p, deg ((E; —I) (p)) = deg(p(X+ 1) —p(X)) < deg(p) — 1 et donc pour k > deg(p),
(Ey — I)k (p) = 0. En appliquant I’égalité (x) & un polyndéme p non constant de sorte que deg(p) > 1, on obtient

deg(p ( ])k 1

p'=Dp= )

(E1 — D" (p)

k=T ok
deg(v) ]) 1k
= Z < > )k )EJ (p) (d’apres la formule du binéme de NEWTON car Eq et — I commutent)
k=1 k j=0
deg(p) ]

k
k
Z < > J” p(X+j) | (carj+1et 2k —j — 1 ont méme parité).
k=1 j=0

—.

IV - Un peu de calcul ombral

IV.A -
+oo
Q 35. Supposons qu'’il existe une suite (an), ) telle que T = Z a,D¥. Pour tout polynome p,
k=0
+oo +oo
T'(p) = T(Xp) = XT(p) = > axD*(Xp) =X ) axD*p
k=0
+oo +o0o
= aoXp+ Y i (Xd*p+kD* 'p) =X > aiD¥p (d’apres la formule de LEIBNIZ)
k=1 k=0
+oo +oo +oo
=X) aD*p+ ) kaxD¥'p—X) aD*p
k=0 k=1 k=0

+oo
= Z ka,D* 'p
k=1

et donc T/ = Z kaD* .

Q 36. D’aprés la question précédente et la question Q9, si T est shift-invariant, alors T’ est shift-invariant.

Q 37. Supposons de plus que T est un endomorphisme delta. Déja, T’ est un endomorphisme shift-invariant d’aprés la
+oo

question précédente. Ensuite, ap = 0 et a7 # 0. Mais alors T = a7 1+ Z (k + 1)ax,1D* est inversible car T'1 = a; # 0

k=1
et d’aprés la question Q18.
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Q 38. Pour tout polyndéme p,

S"oT(p)+SoT (p) =S(XT(p)) —XS(T(p)) + S(T(Xp)) —S(XT(p)) =SoT(Xp) = XS o T(p) = (SoT)(p),

et donc (SoT) =S"oT+SoT'.

IV.B -
+o0 +oo

Q39.D = Z dx,1 D¥ et donc D’ = Z kb1 D*! = 1. Ensuite, si T est shift-invariant, alors T’ est shift-invariant puis
k=0 k=1

T et T’ commutent d’aprés la question Q12. Mais alors, la formule de la question Q38 a pour conséquences usuelles :
YneN*, (T") =nT oT" ! et si de plus T est inversible, Yyn € Z, (T") =nT o T .

Ici, Q, Q’, D, D’, U, U, sont shift-invariants et donc commutent deux & deux puis, pour n € N*,

QoU™!'=DoU+DolU)oU ™ ' =U"+DolloU™'=U"——(UT") 0oD.

On en déduit que

Q/ oy 1! (XM =U"(X") — % (u—n)’ (an—l)

=UT (X)) — (U™ (X XM = XU (X)) = XU (X,

Q 40. Montrons par récurrence que pour tout n > 1, Q’ o U™ 1 (X™) = nlq,.

e deg(q1) =1 et q1(0) =0. Dong, il existe o € K* tel que q; = aX. De plus, Qq1 = qo = 1 fournit UDq; = 1 puis
o =Dgq7 = U~ '(1). Finalement, 1!q; = XU~ '(1). La formule est vraie quand n = 1.

e Soit n > 1. Supposons que Q' o U™ (X™) = nlqy. L’égalité Qqni1 = qn fournit

Q(n+MNlgnt1) =+ 1) xnlgn = (N+1)Q o U™ T (X"),

puis UD ((n+ 1)!qnyi1) = (M +1)Q o U™ T (X™) et donc, puisque les différents endomorphismes commutent deux
a deux,

D (n+ ])!anr]) — QI ou—n—z ((Tl+ ])Xn) _ ql ou—ﬂ—Z oD (Xn+1) =D (Q/ ou—n—Z (Xﬂ+1)) .

Par suite, il existe A € L tel que (n+1)!qni1 = Q' oU ™2 (X“H) + A
Enﬁn, puisque Q/ ° u—n—Z (Xn+1) — Xu—n—] (Xn), Q/ o u—n—Z (Xn—H) (O) =0.
En évaluant en 0, on obtient A = 0 et donc (N + 1)!qn 1 = Q' o U™ 2 (X“H).

On a montré par récurrence que, pour tout n > 1, Q’ o U™~ (X™) = nlq,, et donc que

vn e N*, nlgn = XU ™ (XM 1),

Ensuite, puisque Q est un endomorphisme delta, Q' est inversible d’aprés la question Q37. Soit n > 2. Vérifions que

, n anl B
© (u <(n—1)!>)_q“'
/ - Xni] 1 ’ n ne 1
Q <U ((Tl—”!)>_(n—])!Q ou (X ]):(n_])!X(n_”!qnflzqn—].

: 1 —n (yn—1) _ n—1 : n—1 _ 1 —n (yn—1) _ nlqn
Mais alors, (n_”!U (X )—(Q ) (qn—1) puis X(Q’) (q“")_i(n—mxu (X )— m—1)
. Enfin, Q’(1) = U(1) + U o D(1) = U(1). On pose Q’(1) = U(1) = & ot & € K*. On alors (Q’)f1 =U"(«) =1 puis
(Q')_1 (1) = 1; =U""(1). On en déduit que 1 x q1 = XU~ '(1) = X(Q')_1 (1) et la formule reste vraie quand n = 1. On

a montré que

=nqn.

vn e N, ngn =X(Q") ' (qn_1).
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IV.C -
Q 41. ¢ Soit n € N*.

¢/ =D, =U"QL, (U " et Q commutent)
=U "0 1 =(L—1)""y_; (dapreés la question Q21)
= (D — D{n_1 (d’apres la question Q15)
=0 1 —Lln.

e En appliquant le résultat de la question Q35, on obtient D’ =1 et I’ = 0. D’aprés la question Q15, (L—1)o (D —1) =1
puis, en « dérivant », Lo (D—1)+(L—I1) =0 puis L’ = —(L—1)(D—1)"" = —(D—1)"2 et finalement (L)~ = —(D—1)2.
D’aprés la question Q40,

nly = X(L) 7 (€h1) = =X(D = 1% (ta1) = —X(D = 1) (},_; = tn1) = =X(D = 1) (&) = =X (£ — 1)

et finalement, X¢/] — X¢/ +nt, =0.

e Soit n > 2. Puisque deg (£,) =n et que £,(0) =0, on peut poser {,, = Z ap Xk,
k=1

X! — XE’—i—nﬂn_XZk (k—1apX*2 — kaakxk‘+nZakxk 0
k=1 k=1

K(k — T)apX*! Z kaX® +n Z a Xk

Il
|v1:

k=1
n—I1
=Y k(k+ a1 X<+ Z(n— k) aX.
k=0 k=1
—k
Puisque X¢}! —X¢/ +nl, =0, on en déduit que pour tout k € [T,n—1], ax41 = —hak. Mais alors, pour k € [2,n],
n—(k—1) n—(k—2) n—1 e m=1T)n=2)...(n—(k—1))
= — — ce - _1
e (3 e oy Ty RRLEEal B B K(k—1)! 4
= et G (R 8
(k—1!(n—k)! k! k—1) k!
ce qui reste vrai pour k = 1. Enfin, a; = £/ (0). Or, pour tout n > 1, &{ = &/ _; — {,_1. Par suite, pour n > 2,
€/(0) =€, _;(0) puis, pour n > 1, £ (0) ={1(0) =£,(0) —£o(0) = —1. Donc, a; = —1 puis
n—1)\1
yn > 2, vk e [I,n], ax = (—1)k<k_ ])E.
Ceci reste vrai quand n =1 car {; = {;(0) + £;(0)X = —X. On a montré que
n k
* o /m—1\ X
VnenN, th=> (-1) (k-])ﬁ'
k=1
IV.D -
n XT‘L
Q 42. (qn)pcp et (F) sont deux bases de K[X] (car pour tout n € N, deg (qn) = n = deg (F>) Dongc, il existe
*/ nen :
n
un automorphisme T de K[X] et un seul tel que, pour tout n € N, Tqn, = o

0
Q43. T ') =T1" (>(<)—‘> =qo=1puis ToQoT (1) =T(Q(1)) =0 =D(1). Ensuite, pour n € N*,
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- n Xn—] xXn
ToQoT1(_):ToQ(qn):T(qn_1)=(n_”!=D< )

n! n!

n

X
Ainsi, les endomorphismes D et To Q o T~! coincident sur la base (F) et doncD=ToQoT .
'/ meN

1
Q 44. W est une application de K[X] dans lui-méme, linéaire, et de plus si V est 'application p — p <—X), alors
108

1
VoW =WoV =1 Donc, W est un automorphisme de K[X] et W~ est I’application p — p <&X> . On note que W n’est
pas shift-invariant si o« # 1.
1 1 1
Q 45. Soit « > 0. Puisque (&D — I) (1) =—=1+#0 et que &D — I est shift-invariant, &D — I est un automorphisme de
K[X] d’aprés la question Q18.

+oo
Soit p € K[X]. Puisque L = — ) D,
k=1
P(p) =WoLoW '(p)=WolL V) =w —Ml(Dk) X ——lek
p) = p) = Ply) )= o PRI T <~ P
k=1 k=1
et donc
+oo 1 1 +oo 1
_ k _ k
k=1 k=0

Ensuite, pour p € K[X] puis n € N tel que p € Ky, [X],

+oo.|Dk ]DI()_ +001Dk .I/
"2 o (go-1) )= "2 ()

= ] 1 1
_ (k) (k+1) ) (n+1)
=2 (" =™ )—v—cxnﬂp“

k=0
=P
= 1 I B - )
et donc <_]§JD ) o (&D—I> =1 puis _];)JD = (aD—I) . On a montré que

1
P—lDo<lD—I> .
x 14

1
Q 46. P est un endomorphisme shift-invariant en tant que composée d’endomorphismes shift-invariants. Ensuite, —D — 1

1 ! 1 !
est un automorphisme shift-invariant et donc (—D — I) conserve le degré d’aprés la question Q18. <—D — I> (X)
o 108

est de degré 1 puis PX est une contante non nulle. Ceci montre que P est un endomorphisme delta.

Q47.L=DUetdonc D=LU"" =L(L—1)"" d’aprés les questions Q15 et Q21. Ensuite, les différents endomorphismes
ci-dessous commutant deux a deux ,

1

—1
P—1po (lD—I) =Do(D—al) ' =Lo(L—1) "o (LIL-T)"—«al)
0.8 0.8

—Lo((L—T)o(LL—1)"—aI))

—Lo(L—a(L=1)""=Lo((1—a)L+al)~".
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Q 48. D’aprés la question Q48, TLT~! = D puis

TPT =TT ' o T(1 =o)L+ al) ' T =D (T(1 =)L+ aD) T ") =Do((1—a)D+al)".

Q = TPT~! est un endomorphisme shift-invariant en tant que composée d’endomorphismes shift-invariants. De plus,
((1 —&)D + «I)~'(1) est une constante non nulle et donc Q1 = 0 puis Q est un endomorphisme delta.

n
3 . n—1
Montrons par récurrence que pour tout n € N*, r, = kE,] (k 1
e Posons 11 = aX. Puisque («l+ (1 —a)D)"'Dr; =Qr; =1,0onaa =Dr; = («I+(1—0)D)(1) = «. Done, 1 = aX.

1

Xk

Puisque d’autre part, Z ( 0 )cxk(] — )" = aX, Pégalité est vraie quand n = 1.
= k—1 k!

Xk
k n—k
)oc (1— ) R

n _ k
e Soit n > 1. Supposons que T, = Z <T]z_ ]])cxk(] — cx)“*ki—!. Alors,
k=1
= m—1 Xk = m—1 Xk
— D n) = k(1 — n—k’7* _ k(1 _ 4k
(el + (1 — D) () oc]; (k_1>oc (1 =)™ Sr + 0 a)];(k_1>0( e
v (M1 ke ek XS e (M1 noter1 X<
- (k—]) D Y LUt K—1)!
k=T k=1
_E (n 1) K gk XS (“—1>(xk(1 e X
S k=2 (k' —1)! = \k—1 (k—1)!
X" & (n—1 n—1 XK1
B A k(1 _ 4\ tH1-k _ 4
=t +};<(k—2>+<k—1>)(x(] ) (k_”!—&-(x(] )
X n n kal
n+1 k1 _ n+1-—k _ n
=« y +];(k_1>oc 1—a) (k—])!—HX(] o)
n+1 k—1 n+1 k
n k i1k X n 3 i1k X
= 1-— —— =D 1-— — .
<k—1)°‘ (1-o k—1)! <Z <k—1>°‘ (1-o k!)
k=1 k=1
n+1 k n+1 X
: _ _ —1 n K1 oantl—k X\ n k(1 antl—kX
Par suite, 1 — (ol + (1 — )D) "D <; (1)t = F) —Q(é (")) —a) E).
n+1 n Xk
Puisque Z ( B ]>ock(1 — oc)nH*kW est de degré n+ 1 et s’annule en 0, ceci montre par unicité que
k=1 :
n+1
n XK
Z (k_ 1)0(k(] _ 0()n+1 kE =Thid.
k=1

On a montré par récurrence que,

v N* _ = (n—1 k(1 n—ka
ne ,rn—Z K1 o (1T — o) K
k=1

n XT‘L
Q 49. Pour n € N*, T¢,, = T et donc £y, = T o En prenant I'image des deux membres de 1’égalité précédente par

T~', on obtient pour n € N*, .

= (n—1 k n—kp _ 1-1
Z(k_])ocﬂ o) be =T 'rn.

k=1

D’autre part, d’aprés la question précédente, pour tout n € N*, TPT 'r,, = Qrn = 11 et donc PT vy = T,
De plus, T~' conservant le degré, pour tout n € N*, deg (T*]rn) = n. Enfin, T~ 'r,, est une combinaison linéaire des

Xk
7! (F) =10, 1 <k<n,et donc T~ ', (0) = 0. Ceci montre que pour n € N*, T 'r,, = p,, = €n(aX) et finalement,

http ://www.maths-france.fr 14 © Jean-Louis Rouget, 2023. Tous droits réservés.



Centrale 2023 - MP/MPI - Mathématiques 1 - Corrigé

= m—1
e N, Vo> 0, LeX) = Y (z_ ]>ock(1 .
k=1
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