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Corrigé du DMO03

Sujet Centrale-Supelec PC 2021 Math 2

I Généralités sur les formules de quadrature

1. Par linéarité de 'application f + e(f), il suffit de tester la nullité de e sur les fonctions = + ¥
pour connaitre ’ordre de la formule.
Pour f:xz— 1, 0n ae(f fo z)dx — (0):]01d:c71:171:0.
Pour f:z— x,0on ae(f fo x)dx — (0):f01xdx—0:%7£0.
Donc la formule est exacte sur Ry [X | et n’est pas exacte sur Ry[X], ce qui prouve qu’elle est
d’ordre m = 0.

A
—e(f)
0.5 T
0 015 | £
2. On procede de méme.
Pour f:x— 1,0on ae(f) = f flx)dr — f(1/2) = fodx—l—l—lzo.
Pour f:z— x,onae(f) = fol flx)dx — f(1/2) = fozdxff:%—%zo.
Pour f: 2+ 2%, on a e(f) = f flx)de — f(1/2) = fo 2d$*%:%*i7£0'

Donc la formule est exacte sur Ry[X] et n’est pas exacte sur Ry
d’ordre m = 1.

X], ce qui prouve qu’elle est

A

e (f)

0.5 1

A

3. La formule proposée est exacte sur Ry[X] si et seulement si e(z + z¥) = 0 pour k € {0, 1,2}, ce

Corrigé du DM03 1/ 13



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

qui donne le systéme linéaire :

1 Ao =g
e(r—1)=0 )\0+)\1+)\2:f0dx:1
efr—x)=0 <— %)\1+)\2:folxdx:% — A =%
2y _
e(r—a2*)=0 i)\1+)\2=f01x2dx:% 1
)\226

Dans ce cas, pour savoir si la formule est d’ordre 2, on teste la fonction x — 22 :

e(xb—>x3)=/0 xgdx_<é*(03)+§*(1/2)3+é*(13)):E_E_EZO'

La formule n’est donc pas d’ordre 2, mais d’ordre m > 3.
En fait, elle est d’ordre m = 3 car

1
1 2 1
e(x»—>x4):/0 x4dx—(6*(04)—1-5*(1/2)44-6*(14)) :,_ﬂ_,#o.
4. L’application ¢ est linéaire car si P,Q € R,[X] et A e R :

pAP+Q) = (AP(20)+Q(x0), -+, AP(2n)+Q(2n)) = MP(20), -+, P(xn)) +(Q(20), - -, Q(2n)),

donc (AP + Q) = Ap(P) + ¢(Q).

Ensuite, ¢ est injective car si P € Ker(p), alors P(x1) = -+ = P(z,) = 0, donc P posséde n+1
racines distinctes, ce qui entraine P = 0 (puisque P € R, [X]), et donc Ker(p) = {0}.

Enfin, par le théoréme du rang :

rg(p) = dim(Ry,[X]) — dim(Ker(¢)) =n+1—-0=n+1 = dim(R""),

donc ¢ est surjective.
En conclusion, ¢ est une application linéaire bijective, donc un isomorphisme.

5. Pouri € {0,--- ,n} fixé, il existe un unique polynéme L; € R, [X] tel que o(L;) = (0,---,0,1,0,--
(avec le 717 a la (i + 1)¢ place), car ¢ est bijective. Ceci revient a dire qu’il existe un unique
polynéme L; € R, [X] tel que L;(z;) =1 et L;(x;) = 0si j # .

6. La famille (Lg,---,L,) est 'image de la base canonique de R"*! par Iisomorphisme réci-
proque ¢~ !. Puisque qu'un isomorphisme transforme une base en une base, on en déduit que
(Lo, -+, Ly) est une base de R,[X].

7. Par linéarité de lerreur f — e(f), la formule de quadrature I,,(f) est exacte sur R,[X] si

et seulement si elle est exacte sur la base de Lagrange, c’est-a-dire e(L;) = 0 pour tout ¢ €
{07 e ,Tl}. OI‘,

e(L;) = /ILi(x)w(x)dx - ;0 by L_ix]) = /ILi(x)w(x)dx -\,

donc la formule I,,(f) est exacte sur R,[X] si et seulement si [} L;(2)w(x)dz — X; = 0 pour tout
i € {0,---,n}, ce qui donne la condition voulue.

8. Le polynéme Lj est de degré < 2, admet 1/2 et 1 pour racines, donc il existe un réel « tel que

Lo=a(X — %)(X —1).

En outre, la condition L(0) = 1 donne o = 2, et donc
Lo=(2X —1)(X —1) =2X? - 3X + 1.
De méme, on obtient

M = —4X? 44X,
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2

X(x-1
_ XX -9 2;) =2X? - X.
1x(1-3)

2
On en déduit que la formule de quadrature Io(f) de la question 3. est exacte sur Ro[X] si et
seulement si :

1 1
1
)\0:/ Lg(x)d:v:/ (22 =3z +Dde == - +1=—,
0 0 2 6
1 1 2
>\1:/ L1(9€)d$:/ (—42® 4+ 4a)dr = —— 4+ = = =,
0 0 3
! ! 2 1 1
)\2:/0 Lg(x)dsc:/o (2m2—a:)dx:§—§:6,

ce qui confirme bien le résultat de la question 3.

9. Soit x € [a;b]. On applique la formule de Taylor avec reste intégral a la fonction f (qui est bien
de classe C"™ 1) entre les points a et x :

m k) (g @
flz) = kz fa) k!( )(a: —a)* + % / (z — )™ fm D (¢)dt.
=0 a

On peut réécrire le reste intégral a I'aide de la fonction ¢,, :

1
m!

% /aa:(x — t)mf(m+1) (t)dt _ /ab Som(:m t)f(erl)(t)dt _ Rm(IE)

(car t — @ (z,t) est nulle sur |z; b] et coincide avec t — (z — )™ sur [a, x]).
On a donc f(x) = Py (x) + Ry (z), ot Py, est une fonction polynomiale de degré < m. Puisque
la formule de quadrature est d’ordre m, on a e(F,,) = 0 et donc par linéarité de 'erreur :

e(f) = e(Pn) + e(Rin) = e(Rim).

10. Evaluons e(Ry,) :

e(Rm)

b n
/ Rwrz(z)W(I)dl‘ — Z )\]Rm(CC])
a o,

n

b b b
/a (ni'/ som(x,t)ﬂm“’(t)dt) w(x)dz ZAJ‘%/& om (25, £) D (8)dt.

Jj=0

Le premier terme se réécrit en utilisant le résultat admis sur la permutation des intégrales :

’ b b b
/ (ni'/ %(:v,t)f(m“)(t)dt)w<x>dx -/ </ ‘Pm(:c,t)f(m“)(t)w(ﬂt)dt) da
1 ’ ’ m+1
- ;5R£ (A o, O +)@ﬁmxmm)dt
b b
- %/ </ wm(w,ﬂw(x)dx) FO ()t

(il s’applique car la fonction (x,t) — @, (2,t) £ (H)w(zx) est continue sur [a;b]?).
Le second terme se réécrit par linéarité de l'intégrale :

n 1 b . 1 b n
> i [ emtarnor O @a= [ S et ) s
3=0 cJa @\ j=0

m!
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On en déduit :

b b n b
e(Rm)z—l—/‘ t/ o (@, tyw(x)de — > Njom (1) f“”ixﬂdt:;%i/‘Km@)ﬂm+”ﬁﬁﬁ

m!
=0

=Km(t)

D’aprés la question précédente, on conclut finalement que :

b
o) = e(n) = = [ KO f 0101

11. Soit t € [0;1]. Par définition du noyau de Peano, on a

Ki(0) = [ er(e.0ds = 501(0.0) + 1(1.0)

Puisque ¢ (z,t) = 0siz € [0;t[ et p1(z,t) =z —tsiz €[t;1],ona:

1—-t)2 1—¢t 1
(- =2t 1).
2 2 2

1
Ki(t) :/t (¢ — t)dz — %(0+ (1-1) =

Si g € C2([0;1];R), alors on déduit de la question 10 :

1 1
o) = [ K"t =3 [ ot~ g0y,
0 0
d’ou :
L 19" oo [
e(g) < X / [t — 1)] x g (D)|dt < 2T oolo) / {1 — t)dt.
2 0 2 0

1
2

1 1
1 1
Puisque / t(1 —t)dt = / (t —t%)dt = 3 =g onen déduit finalement la majoration
0 0

voulue : "
9 lloo,[051]
e e
e(9)] <

12. Représentation graphique de T,,(f) :
A

P

T,.(f) avecm =4

v

(05 a1 a9 as Qa4

13. Décomposons lerreur e, (f).
Tout d’abord, en utilisant la relation de Chasles et le changement de variable affine © = a; + th
sur chaque sous-segment [a;; a;11], on a :

b n—1 i1 n—1 1
f(x)dx = f(z)de=h f(a; +th)dt.
[ =3, !

En outre,
n—1
T.(f)=h %
i=0
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donc
n—1 1
_ o _ flai) + flaisi)
f)—hi;(/o F(a; + th)dt 5 )

En posant g;(t) = f(a; +th) pour tout ¢ € {0,--- ,n — 1} et pour tout ¢ € [0; 1], ceci se réécrit :

n—1 1 -
fl=hy" (/O m(t)dt—g(m”’) —hZ
=0

ce qu’il fallait démontrer.

14. En utilisant alors la question 11. avec les fonctions g; (qui sont bien de classe C? comme f), on

en déduit :
len(f |<hZ|ez ‘<hz g/ oo, [0:1]-
Puisque V¢ € [0;1], g/ (t) = h®f"(a; + th), on en déduit que

||ggl||oo7[0;1] = s}(l)pl] h2|fﬂ(ai + th)| = h2 sup ‘f”(x” < h2||f//||oo,[a;b]a
te|0;

z€[ai;ai41]

et donc
n—1 1 h]s
len(FI<hY Eh2l|f,/”oo7[a;b] = 151 Moo fase) X .
i=0
Puisque h = =2, ceci se réécrit :

(b-a?

1202

|en(f)‘ < Hf//”oo[ab

II Polynémes orthogonaux et applications
15. Pour tous réels a, b, on a
a® +b? — 2|ab| = |af* + [b]* - 2lal[b] = (|a] - |b])

d’ou I'inégalité |ab] < (a® + b?).
On en déduit que si f, g sont dans E, alors, par positivité de w :

|fgw| = |fglw < (f2 + g*)w.

Comme f?w et g?w sont intégrables sur I, on en déduit que %( 2+ g®)w est intégrable sur I,
et donc par comparaison, fgw est intégrable sur I.

16. Montrons que E est un sous-espace vectoriel de C°(I,R) :
e La fonction nulle 0 est dans F car elle est continue et 0?w = 0 est intégrable sur 1.

e Soit f,g dans E et A € R. La fonction Af + g est continue (car f et g le sont), et

(Af +9)%w = N(f2w) + 2A(fgw) + (g°w),

donc (A\f + g)?w est intégrable sur I (comme combinaison linéaire de fonctions intégrables,
en utilisant la question précédente), ce qui montre que Af + g € E.

Cela entraine que F est un R-espace vectoriel.

17. D’aprés la question 15., la quantité (f, g) est bien définie pour tout (f,g) € E?2. De plus, (f, g) =
(g, f) (puisque fg = gf), et par linéarité de l'intégrale sur I, Papplication f — (f,g) est une
forme linéaire sur E. Donc (f, g) — (f, g) est une forme bilinéaire symétrique sur E.

On a en outre, pour tout f € E :

) =/ I f2(z)w(z)dr > 0 car la fonction f2w est positive (en tant que produit de
fonctlons p051t1ves)
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e si (f, fy =0, alors fI f?(x)w(x)dr = 0, ce qui entraine, par continuité et positivité de la
fonction f2w :
Ve el, FA(2)w(z) = 0.
Mais w ne s’annule pas sur I (puisqu’elle est strictement positive), donc on obtient que f2
est nulle, et donc f est nulle sur I, c’est-a-dire f = Op.

Finalement, 'opération (f,g) — (f, g) est une forme bilinéaire symétrique définie positive, donc
c’est un produit scalaire sur F.

18. Avec les notations de ’énoncé :
st} = [ pul)a()u(a)da.
I

Or, par hypothése, on a

k
pu(@)g(z)w(z) = <H(X - xi)m””) r(z)w(z),

i=1

oir=—Pr ¢ R[X] ne s’annule pas sur I et w > 0.

k :
[Timy (X — i)™ i
Donc la fonction continue z — p,(x)g(z)w(x) a un signe constant sur I (puisque m; + €; est

pair pour tout ), et ne s’annule qu'en g, - - - , zx, donc n’est pas identiquement nulle sur 1.
On en déduit que (p,,q) # 0.
Or, de par sa définition, le polynome p,, est orthogonal & pg, - ,p,_1, donc p, € R,_;[X]*.

Vu que p,, n’est pas orthogonal & ¢, on a nécessairement deg(q) > n, c’est-a~dire 1+ - - +¢e > n.
Mais les ¢; valant 0 ou 1, on a nécessairement k = n et £, = 1 pour tout 1.
Par définition de ’entier k, ceci prouve que p,, posséde n racines distinctes dans I.

Remarque
Preuve de Uezistence et lunicité (admises par I'énoncé) de la suite (pp)neN -

e Il y a un seul polynome unitaire et de degré 0 : py = 1.

e Supposons pg,- -+ ,pn construits et montrons que parmi les polyndmes unitaires de degré
n+ 1, il en existe un seul qui soit orthogonal aux (p;)o<i<n. Un tel polynéme est de la
forme :

Pn+1 = Xn+1 + R'rw

avec R, € R, [X]. Puisque deg(py) = k pour tout k < n, la famille (po,- -+ ,pn) est une base
(orthogonale) de R, [X], et donc R,, se décompose de maniére unique sous la forme :

Rn = Z Akplv
k=0

Des lors, pour tout i € {0,--- ,n} :

n

<pn+17pi> = <Xn+17pi> + >‘k <pkap1> = <Xn+1api> + AZHpZ“za
k=0 g
=0 S7 k#i

donc ppy1 est orthogonal aux (p;)o<i<n Si et seulement si

XnJrl i
Vie{0,---,n}, N\= —%,
124l
ce qut montre l’existence et l'unicité de pp41 :
n
Xn+17pk
Pg1 = X" =" X k) TAE >Pk~

k=0
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19.

20.

21.

Si m > 2n + 2, alors la formule I,,(f) sera exacte pour f : z — ([[Iy(z —2;))” (qui est un

polyndme de degré 2(n + 1) = 2n + 2). D’ou 'égalité :

n

/I <H(x - :Ez)> w(z)dr = Z)\j H(xj — ;) =0.

i=0 =0 i=0
=0

n

Par continuité et positivité de la fonction = — ([[,_,(z — :L'l))2 w(x), cela entraine que cette

n

fonction est identiquement nulle sur I, ce qui est faux puisque w > 0 et  — ([[;_,(z — 2;)) ne

s’annule qu’en les x;. Donc par I’absurde, on a m < 2n + 1.

e Si m = 2n + 1, alors le polynéme []" (X — ;) est orthogonal aux premiers polynémes
orthogonaux po, - - - , pn. En effet, pour tout k € {0, - ,n}, la formule I,,(f) est exacte pour
frx— ([T7 o(@ — x;)) pr(z) (car c’est un polynome de degré n+ 1+ k < 2n+ 1), ce qui

donne :
Qe =w)m = [ <H<x - m) prl@)w(@)dz = 3 A, (H(xj - xn) pi(a) = 0.
i=0 I \i=o §=0 i=0

En conclusion, le polynome ]! (X — z;) est unitaire, de degré n + 1 et il est orthogonal
& po,- -+ ,Ppn @ par unicité des polynomes orthogonaux, on a donc [ (X — ;) = pn1, ce

qui montre bien que les x; sont les racines de p,11.

e Réciproquement, si les z; sont les racines de pp41, alors on a p,41 = [ (X — 2;). Etant

donné un polynome P € Ry, 1[X], on effectue sa division euclidienne par p,y1 :

P=pnnQ+R,

avec (@, R) € R[X] tels que deg(R) < n. Montrons alors que e(P) = 0 : tout d’abord, par

linéarité de ’erreur :
e(P) = e(pn1Q) +e(R).
Mais par hypothese, la formule est d’ordre m > n et deg(R) < n, donc e(R) = 0.
D’autre part, (pp+1, Q@) =0 car @ = 0 ou deg(Q) = deg(P) — deg(pn+1) < n. Cela améne :

e(pn+1Q) = /Ipn+1($)Q($)w($)dz - Z)\j pnt1(z;) Qz;) =0,

Jj=0

=0
=(pn+1,Q)=0

donc finalement e(P) = 0, ce qui montre que m > 2n + 1. On a déja vu a la question

précédente que m > 2n + 1 était impossible, donc la formule est d’ordre m = 2n + 1.
po est unitaire et de degré 0, donc pg = 1.
Ensuite, d’aprés la formule de récurrence obtenue dans la remarque faite a la question 18. :
<X7 p0>
[[pol[?

plZX_ p():X,

puisque (X, po) = f_ll xdx = 0.
On itére le processus :

<X2ap1>p1 _ <X27p0>
[[p1]? [[pol[?

car (X2, p1) = filx:idx =0, (X2, py) = filedx =2 et ||po|® = fil 12dx = 2;

<X3ap2> <X37p1> <X37p0>
ol 72

po=X?— po=X>—

§7

p3 =X’ — po=X"—2-X

b1 — y
[Ip1]? [pol[? 5

1 1 1
car (X3, po) = f71($5 — %xS)dac =0, (X3,p1) = f71x4dx = %, lpi)? = f71x2d$ = % et

(X3, po) = f_ll x3dz = 0.
Finalement, on a donc :

1
po=1 p =X, pzZXQ—g, p3:X3—§X.
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22. On utilise le résultat de la question 20. avec n = 2 : la formule de quadrature

L(f) = Xof(zo) + M f(x1) + Ao f(z2)

est d’ordre 2n + 1 = 5 si et seulement si (zg, z1,22) sont les racines du polynome orthogonal
p3 = X3 — %X . En ordonnant ces racines dans ’ordre croissant, on obtient :

3 3
,To:—\/;, z1 =0, xgz\/g.

Pour calculer les coefficients (Mg, A1, A2), on utilise I'exactitude de la formule sur 1, X, X? (par
exemple), ce qui donne les équations :

)\0+)\1+)\2=f_111d$ A+ AL+ A=2 5
Mowo+ Mzt + dozo = [1 ade == 4 \[E(ho ) =0 = N
AT + A2? + Agzd = f_ll 2?dx 2o+ ) =2 ’

Finalement, on obtient la formule d’ordre 5 suivante :
5 3 8 5 3
2(f) 9f( 5>+9f<0>+9f< 5)

k

23. Soit k£ € N. La fonction z — =z <

(selon la parité de k, donc il suffit de montrer qu’elle est intégrable au voisinage de 1. Puisque

gFw(z) ~ w(x) >0 et que
r—1-

w(z) = \/% est continue sur | — 1;1[ et paire ou impaire

)

vl 3

xT xT 1
w(t)dt = ———dt = arcsin(x) — arcsin(1l) =
| wtar= [ == (¢) — arcsin(1)

on en déduit que w est intégrable au voisinage de 1, et donc x — x*w(x) aussi.
24. Soit x € [—1;1]. On note 6 = arccos(z) € [0; 7).
On a Qo(z) = cos(0) = 1, Q1(x) = cos(arccos(x)) = x, et pour tout n € N :

Qnia(z) = cos((n+2)0) = cos(nb) cos(20) — sin(nh) sin(26)

(2cos?(0) — 1) cos(nf) — 2 cos(#) sin(8) sin(nd)

2 cos(0) (cos(0) cos(nf) — sin(f) sin(nd) ) — cos(nb)

=cos((n+1)0)

= 22Qn+1(2) — Qn(z).

Finalement, on a les relations :

Qo(x) =1
Vo € [-1;1], Qi(z) ==
Vn € N, Q»,H_Q(l‘) = 2$Qn+1 (l‘) - Qn(x)

25. Montrons par récurrence double que pour tout n € N, @, est polynomiale de degré n et de
coefficient dominant ¢, =2" "1 sin > 1et ¢y = 1.

e C’est vrai pour n =0 car Qg : x > 1.
e C’est vrai pour n =1 car Q : x — .

e Soit n € Net x € [—151]. Si Qu(7) = cpz™ + Rp(x) et Qui1(x) = cppr12™™ + Ry (),
avec deg(R,,) < n et deg(Rp+1) < n+ 1, alors

Qni2(z) = 23n+1xn+2 + (2zRn11(x) — Qn(z)),

deg<n—+2

ce qui montre que @42 est polynomiale de degré n + 2 et de coefficient dominant ¢, 42 =
20,41 = 2% 2" =2+l
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26. Les polynoémes p,, sont unitaires et de degré n (d’aprés les résultats de la question précédente).
Reste a montrer qu’ils sont deux a deux orthogonaux pour le produit scalaire associé a w.
Pour (n,m) € N? tels que n # m, on a :

Qn m )
(Qn,Qm) = / 1—x2 . cos(e)/ Q1 (cos 0)Q., (cos 0)do

- / cos(nd) cos(mf)df = % / " (cos((n + m)B) + cos((n — m)d)) df
0 0

_ % {sin(v(ln—:—r;n)ﬁ) N sila(?(ﬂLn_—T:Ln)Q)yr

=0
0

(car on a n —m # 0 et n 4+ m > max(n,m) > 0).
Vu que p, est colinéaire & @, pour tout n € N, on en déduit que

V(n,m) € NZa n#m = <pn7pm> =0,

ce qui montre bien que les p,, sont les polynémes orthogonaux associés au poids w.

27. On réutilise la question 20. : la formule de quadrature I,,(f) sera d’ordre maximal (m = 2n+1)
si et seulement si (g, - ,Z,) sont les racines de p,41, c’est-a-dire les racines de @Q,41.
Or, d’aprés la question 18., on sait que ces racines sont situées dans | — 1;1[.
On résout donc, pour = €] — 1;1]

Qni1(r) =0 <= cos((n+1)arccos(x)) =0 <= (n+1)arccos(x) = 5 +km, k€ Z

- m:cos(zkﬂw), ke Z.

2n+2
Vu que cos réalise une bijection décroissante de ]0;7[ dans | — 1; 1], on obtient que les n + 1
racines de p,11 (ordonnées par ordre décroissant) sont :
2j +1 ) .
i = COS 0<j<n.

Pour les avoir dans l'ordre croissant, on réindexe en posant :

2(n —j4) +1
Ij:yn—j:COS(%ﬂ), 0<j<n

IIT Accélération de la méthode des trapézes

28. Soit un réel r tel que 0 < r < R. Par définition du rayon de convergence R, la suite (a,r™) est
bornée, donc il existe une constante M > 0 telle que

M
Vn € N, lan| < —
/rn

M™

On peut choisir M > 1, donc pour tout n > 1, < <5, ce qui entraine |a,| < (%)n Cela
M

reste vrai pour n =0 car oy = 1. D’ou I'inégalité voulue avec ¢ = .

29. Puisque S x g =1, il existe un disque ouvert de centre 0 dans lequel on a 1’égalité :

+o00 +o00

n n
E Qnz XE an :17
n=0 n=0

donc par produit de Cauchy de deux séries entiéres absolument convergentes sur ce disque, on

obtient : .
Z (Z Olkﬁnk> 2" =1
k=0
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30.

31.

32.

Par unicité d’un développement en série entiére, on en déduit les relations :
n
aofo=1, VneN" Y apBu k=0,
k=0
et donc (puisque ag = 1) :
BO = 17 Vn € N*u Bn = _(al/anl + a25n72 +- 4+ Oénflﬁl + an)'

Montrons alors par récurrence forte que Vn € N, |3,| < (2¢)" :
e Clest vrai pour n = 0 car |8y = 1 < (2¢)°.
e Soit n € N*. Si |Bx| < (2¢)* pour tout k € {0,--- ,n — 1}, alors

n
Z O‘kﬁn—k

k=1

n

n n
Sz:|04k||ﬁn—k| quk(2q)n—k:qn (1_~_2+____|_2n—1)7
k=1 k=1 b1

|6n| -

c’est-a-dire "

2
Bnl < 4" 5—

< (29)".
Considérons la série entiere > 5,2", ou la suite (53,,) est définie par les relations obtenues a la
n>0

question précédente. Pour tout z € C, on a la majoration :

VneN, [Baz"| < (2q]2])",

—+oo

donc la série entiére converge absolument si |z| < 2%. En notant T(z) = ). B,2", on a donc
n=0

1

T qui est développable en série entiére, et pour tout z tel que |z| < 55 00 & S(z) xT(z) =1
(d’aprés le produit de Cauchy effectué auparavant), ce qui montre que T = %, et donc que %
est développable en série entiére au voisinage de 0.
Pour tout z € C*, on a
z z \ i n! — nl — (n+1)!

+oo n
En notant S(z) = Zo gD on définit donc une fonction S développable en série entiére sur

ne=

C dont le premier coefficient vaut ag = 1. D’aprés la question précédente, la fonction % est
développable en série entiére au voisinage de 0, donc il existe une suite complexe (5,,) (unique
par unicité d’un développement en série entiére) et un réel r > 0 tels que :

+oo
z 1
VO < |z| <1, = = w2,
[l <7 er—1 S(z) T;Oﬁz

d’ou le résultat en posant b, = n!S3, pour tout n € N.

Au voisinage de 0, on a I'égalité
400 b 400 1 +o00 b
— (e — non — Lk 2P p
z=(e 1)><Zn!z —( k!z>x<2p12>,
n=0
avec convergence absolue des deux séries entiéres. On peut donc effectuer un produit de Cauchy :
“+o0 1 b “+o0 n—1 1 b “+o0 1 n—1 n
SINEDY wwz(z”)”z(z( )bp>2"'
! ! —p)! | !
k' p! =\ (n—p)!  p ot i\
Par unicité d’un développement en série entiére, on peut identifier les coefficients : pour n = 1,

n—1
n
on obtient by = 1. Pour tout n > 2, on obtient Z < )bp =0.
p=0
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33. Avec n = 2, la formule précédente donne by + 2b; = 0, donc b; = 7%0 = f%.
Avec n = 3, cela donne by + 3b1 + 3bo = 0, donc by = —% = %
Avec n = 4, cela donne by + 4b1 + 6b + 4b3 = 0, donc b3 = 0.
Avec n = 5, cela donne by + 5by + 10bg + 10b3 + 5bs = 0, donc by = —355.
+oo
34. La fonction ¥ : x — Z —7;33” (définie sur un intervalle | — r;7[ avec r > 0) est paire car pour
n!
n=2
tout © €] — ;7| :
x x x x(e® +1)
U(z) = — bz — by = To=22 1
@ =7 ~he-b=5=7 13 2ev —1)
o (= +1) (1+e)
—x(e” " + —x(l+e
(=)= 5e=—1) 201 — ) (z)

Le développement en série entiére de ¥ ne comporte donc que des termes d’exposants pairs, ce
qui montre que les b,, d’indices impairs sont nuls pour n > 3.
35. On a facilement :

1
Bo($):1, Bl(x):b0x+b1:x—§,

1 3 1
Bo(x) = box? 4 2bjx 4+ by = 2% —x + 6 Bs(x) = box® + 3byx? + by 4 b3 = 2> — 53:2 + 5%

36. e Par définition de B,, :

B(1) = i (T;)bk

k=0
m—1 m
Or,sim>2,0ona Z (k)bk = 0 d’apres la question 32., donc B, (1) = (z) b = by
k=0

e Pour m > 1,0n a

m—1
B ()= (m—k) (’Z) bra™FL
0 (™Y = m! B m—1 4
v =B\ ) T oy g ) dome
m—1 m—1
B! (z) =m Z ( . >bkxm1k =mBp_1(z).
n
37. Travaillons sur le terme / Bi(x — |z])g’'(z)dz. Par la relation de Chasles, on a :
0

n n—1 k+1
/ Bua — o)) (2)de = 3 / By(z - |z))g/(x)d.

0 k=0

Or, pour z € [k,k+ 1], on a |z] = k, donc

n n—1 k+1
/ Bi(x — |z])d' (z)dz = Z/ Bi(x — k)¢ (z)dx.
0 o VK
En intégrant par parties, on a pour tout k € {0,--- ,n— 1} :
k+1 - k+1
| Ba-bi@d = e -Re@l - [ Bl - b

k+1
= Bk +1) - Bi(0)g(k) - / Bo(x — K)g(x)de

k+1
= Sl nTgi) - [ s
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On en déduit par sommation :

n , B 1 — n
| Bite = Lah @) 5}; o+ 1) +a0) = [ ala)da,

ce qui donne la relation voulue.

38. D’aprés la question précédente, il suffit de démontrer que pour tout entier m > 2 :
n m -1 p—lb 3 B —_1)m n
[ Bietang @ =3 CL (o) - o0 0) CO [ o g
0 =2 p: m: - Jo

On procéde par récurrence sur m :

e Montrons la formule pour m = 2 : en décomposant les intégrales avec la relation de Chasles
et en intégrant par parties, on obtient (puisque B; = %Bé) :

n—1

n , k+1 ,
—/0 Bi(z — |z|)g (z)dz = —Z/k Bi(z — k)g'(z)dx

k=0

k+1
= - Z ( "(k+1) — B2(0)g' (k) — /k By(x — k’)g”(az)dx) :

Mais Bs(1) = B2(0) = bs, donc ceci se réécrit :

n k+1
_/0 Bi(z — |z])¢'(x)dz = - Z ( "(k+1)—g¢'(k)) —/k By(z — k:)g”(x)dm)

bo 1

= 5 -d0)+3 /O " Ba(e — La))g" ()

ce qui montre la formule voulue pour m = 2.
e Soit m > 2. On suppose que

_/OnBl( i

p=2

plb

( =1 (p) — g(P‘l)(O))+

Travaillons sur la derniére intégrale : par la relation de Chasles,

/ m(@ = |2))g"™ (2)dz = Z/W k)g™ (z)da.

0
On intégre par parties, en remarquant que B, = <%++11> . Pour tout k € {0,--- ,n—1} :
k+1 B (IE o k) k+1 k+1 B (;L‘ _ k)
B, —k (m) dr = {L (m) } 7/ Dm+1\T = K) (1) d
/k (e~ kg™ (=) mt+1 Y (@) k k m+1 7 (z)dz
1 k41
= (Bm+1(1)g(m+1)(k +1) = Bpy1(0)g"™ Y (k) — / B (z — k)g(m-&-l)(x)dx) .
k

Or, Bpt1(1) = Bi+1(0) = byy41 (puisque m + 1 > 2), donc
k+1 1 k+1
Bn(a—k)g™ (a)dz = —— ("mﬂ(gw“(k #1) =g 0W) = [ B~ kg™ @)
Par sommation, on en déduit
/" By (z—|2))g"™ (z)dz = M(Q(m“)(n)—g(m“)(o))_# /nB 1(z—|2])g" ) () da.

En utilisant ’hypothése de récurrence, on obtient finalement

m—+1 _
T B te N (vde = S CV 0 ey e Hm (m+1)
| Bita=lahg @y 2 e GaURTaC) S [ Bt a0
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39. On effectue le changement de variable affine z = a + th :

/ab f(x)dz = /On hf(a+ th)dt

Pour m > 1, on applique alors la formule d’Euler-Maclaurin & g : ¢ — hf(a + th) (qui est bien
de classe C™ sur [0;n]), jusqu’a 'ordre 2m :

2m —

/ hf(a+th)dt = hzfak g (CE2) +Z php(f@ V() — {1 (a))

h2m+1
/ B2m - f(Qm) (a + th)dt

Or, pour p > 2, les b, d’indices impairs sont nuls, donc

2m p—1 m
S R (1) 1D @) = 3 g (1) ).
p= p=

On en déduit :

/ab fx)dt

hrf f(ak +f ak+1 G b ( 2p 1) ( )_f(prl)(a)>

k=0 p=1
2m—+1 n
+f52m+)! /O Bom (t — [t]) f®™) (a + th)dt
- —a)* 2p - 1
= ) - g U0 - 1)

D’ou le résultat en posant

—a 2m+1 n
pan) = Gl [ Bala = 1)1 i,

puisque
| Bantt- LtJ>f<2m><a+m>dt1 <nx sup |Bam(@) X sup [f7(a+th)],
0 z€[0,1] te[0;n]
donc H H (2m) —_—
BZmHoo [0;1] X f m ||oo [a;b] X (b - (l) m 1
< = — —.
|p2m(n)| < (2m)! X am
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