Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2023-2024) Mathématiques (D. Broizat)

Corrigé du DMO1

1. (a)

Quelques propriétés des séries semi-convergentes

Partie I - Transformation d’Abel

n
Soit n € N*. On a S,, = Zakvk.

Réécrivons v, en fonction des sommes partielles Ty, : Vk € N*, v =T — Tp_1.
On en déduit :

n
Vn € N*, Sn = aouo + Zak(Tk —Ty—1)

n n
= Oéo’l)o-l—g oy — E opTh_1.
k=1 k=1

En faisant un changement d’indice dans la derniére somme, on obtient :

n—1

agup + E Ty, — E o1 Ty
k=1 k=0
1

Vn € N*, Sh

= Zaka — Z Ozk+1Tk (car Vo = T())
k=0 =0
n—1
= a1y, + Z(ak — ak+1)Tk.
k=0

Commencons par majorer le terme général de la série > |(ar — ag1)Tk| :
VEk €N, [(ar = 1) Tk = (ap — 1) [ Thl

car la suite (ay) est décroissante.
De plus, la suite (T}) est bornée par M donc

Vk € N, |(Olk — ak+1)Tk| < M(ak — ak+1).

On en déduit que pour tout n € N,

n n
Z ap — apy1)Ty| < ZM ap — apg1) = M(ap — apyr) < Mag
k=0 k=0

(puisque oy > 0). Ainsi, la série & termes positifs Z |(ar — ag41)Tk| a ses sommes
k>0
partielles majorées, donc c’est une série convergente.
La série complexe Z(ak — a41) Ty est donc convergente, puisqu’absolument convergente.
E>0
Il existe donc un nombre complexe S tel que

n—1

nEI—lr—loo I;)(Ozk - ak+1)Tk =S.

Quant a la suite (., T},), elle converge vers 0 puisque a, —+> 0 et (T,,) est bornée.
n—-+oo

Donc d’apres 1.(a), Sy, —+> S, ce qui montre que la série Y u, converge.
n——+00
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2. e Sif0 =0 [27], alors la série proposée est > 1/n, donc elle diverge.

e Supposons donc 0 # 0 [27] (c’est-a-dire e? # 1).
“+o0

Commengons par calculer les sommes partielles de la série Z e™? (ce sont des sommes
n=1
géométriques) :
n n igyntl i0 igyntl
% iko _ i0\k 1 (") _ = ()
Vn € N¥, Ze —Z(e) -1= o —-1= T

k=0

Ceci peut se réécrire en factorisant par "’angle moitié"

; 0/ e 0 L0 . (0
1—¢? =¢2 (e 2 —612) = —2ie'2 sin (5),

620 o (619)n+1 _ 619 (1 o ezne) _ 61961%9 (efz%e - ez%{’) _ 72262061 5 SlIl( )
2
D’ott I'expression
Zn: ko _ e¥ei® sin (%) sin (%) ,mene
e = e .
€% sin (%) sin (%)
On en déduit que ces sommes partielles sont bornées :
iko| _ |SI (%) plnte ) 1
e = e < — 5
= sin (3) [sin (3)]

La constante M = m (qui est bien indépendante de n) convient.

2
On peut donc appliquer le résultat de la question 1., en posant o, = % et v, = e : la
suite (ay,) est décroissante et tend vers 0, et la suite (vy,) a ses sommes partielles bornées,

in

. e
donc la série E AUy = E converge.
n

3. Posons, comme dans la partie 1. :

1 n n
Vn € N*, Oy = — v, = @(n), Sn:Zakvk:ZgOk)

k
k=1 k=1 k=1 k=1

=

I
(]
S

I
NoE
5
=

La transformation d’Abel donne alors (de méme qu’en 1.(a), sauf que les termes d’indice 0
n’existent pas ici) :

n—1

— 2k+1 T,
m2n 8= o Tt =8 G
Or, ¢ : N* — N* étant injective, on a
n(n+1
To= o)+ () 214 n= "L

puisque les ¢(k) sont des entiers naturels non nuls et tous distincts.
D’oui la minoration :
n—1 n—1
2k +1 E(k+1
. + « (k+1) > Z
— E2(k+1)2 2 =

2k +1

- k(k+1) Pt

p(n)

Vn > 2, Sp >

— f00,
n—-+oo

MT

puisque la série harmonique diverge. Ceci montre que la série E diverge.

n>1
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Partie II - Suites vérifiant les propriétés (Py) et (P3)

4. Soit (uy,) une suite bornée et M un majorant des |u,|. On a

n, |apu,| < Mlay,],

donc la convergence absolue de > a,, entraine celle de > (anu,) et (P1) est vérifiée.

5. (a)

(b)

La convergence de > |an1+1 — ay| entraine celle de > (a,t+1 — a,) ce qui, en revenant aux
sommes partielles et grace a un telescopage, équivaut a la convergence de la suite (ay,).

En posant U_; =0, on a

N N N N
E ApUn = § an(Un - Un—l) = E anU, — § anUn_1
n=0 n=0 n=0 n=0

On opére le changement d’indice £k = n—1 dans la seconde somme et on regroupe les termes
de méme indice pour obtenir

N N-1 N—1
Z nty, = anUn + Z (ag — ag+1)Ug + aoU—1 = anUn + Z (ag — ap+1)Ug
n—=0 k=0 k=0

Supposons que Y u, converge. La suite (U,,) converge donc. Comme elle est bornée et que
> (an — an41) converge absolument, la question 4. indique que > (a, — an+1)U,, converge.
De plus, (a,U,) est une suite convergente (produit de telles suites). L’égalité prouvée en
(b) indique alors que > (a,u,) converge (la suite des sommes partielles admet une limite).
On a prouvé la propriété (Py) pour la suite (ay,).

an
lan|

lan| # O et dans I'autre cas). Ainsi, > (aju,) diverge et on a (u,) qui est bornée puisque
formée d’éléments de module 1. La suite (a,,) ne vérifie donc pas (Py).

Posons u,, =

si a, # 0 et u, = 1 sinon. On a alors, a,u, = |a,| (on le vérifie quand

Finalement, les suites vérifiant (P;) sont exactement celles dont la série associée converge
absolument (d’aprés 4. et 6.(a)).

Supposons que la suite (p,) stationne a partir d’un certain rang N. On a alors (e,,) qui
stationne a partir de ce méme rang (quand p n’évolue pas dans lalgorithme, ¢ n’évolue pas
non plus) et donc

Vn > N, A, =AN +en Z ag
k=N-+1

Comme (a,,) est une suite de réels positifs de série divergente, les sommes partielles de cette
série tendent vers +o0o. Comme ey > 0 (tous les g5 sont > 0 par récurrence), l'identité
ci-dessus indique que A,, — +oo. Il existe donc k > N tel que A > pr = pn et alors
Pk+1 = 1 + pr # pn ce qui est une contradiction.

Ainsi, la suite (p,,) ne stationne pas a partir du rang N et il existe n > N tel que p,, # pn—1
et donc tel que p, =1+ pp_1.

On peut alors montrer par récurrence que la suite (ny) de ’énoncé est bien définie puisque
si ny, est connu alors {n € N/ n > ny et p, = 1+p,_1} est un ensemble non vide d’entiers
et qu’il contient donc un minimum.

Pour k > 1, onan,y =min{n e N/ n>ng_1 et p, =1+ p,_1} et donc

DPrg_1 = Png_q1+1 =" =DPny—1 €t DPny = 1 + Prj_s
d’ott 'on déduit que
1
Eny = §€nk—1

Comme p,, =po =0 et ,, = ¢ = 1, on en déduit par récurrence que

1
Yk, pp, =k et e, = ok
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(d) La suite (&,,) est décroissante et minorée par 0 donc convergente. De plus, (g5, )r est une
extraite de (g,,), (la suite des ny croit strictement) et est de limite nulle. Ainsi, on a

lim ¢,=0
n—-+4oo
De fagon similaire, la suite (A,) des sommes partielles de > (a,&,) est croissante et on
a une extraite qui tend vers 400 (An, -1 = Pnp—1 = Pny_; = k—1 = 400). On a donc
Ap — oo et > (anen) qui diverge.

/

8. (a) Soit (e,) une suite de limite nulle. On pose &}, = signe(a,)e,. Ainsi, (],

limite nulle et donc > (anel,) = > (enlan|) converge.

) est une suite de

(b) Si}’ l|ay| divergeait (par ’absurde), la question 7. donnerait une suite (g,,) de limite nulle
telle que Y |ap|ey, diverge et on obtiendrait une contradiction. Ainsi, Y |ay| converge.

9. (a) Supposons, par I'absurde, que (a,) n’est pas bornée. Pour tout M et tout N, il existe un
entier n > N tel que |a,| > M (sinon, la suite (an)n>n €st bornée et (ay) 'est donc aussi).
On peut ainsi construire par récurrence une suite ny telle que |a,,| > 1 et

Vk >0, ngr1 = min{n > ng/ |a,| > 2’”1}

Soit alors (x,) telle que

1
Vk, T, = 27]6
les autres x,, étant nuls. > (z,) converge (la suite des sommes partielles est croissante et
majorée par y_p- o o = 2) et
Yk, |Tn,an,| > 1
ce qui montre que (z,a,) n'est pas de limite nulle et entraine la divergence de > (x,a,,) en
donnant une contradiction.

(b) Par le méme calcul qu’en 5.(b) (c’est une transformation d’Abel, voir la partie I.) on a

n

n
(*) : Zek(ak-‘rl — ak) = Z(Ek_l — é‘k)ak + Enln+1 — €000
k=0 k=1

€x—1 — €k est le terme général d’une série convergente (puisque la suite (i) converge) et
donc > (ex—1 — €k )ax converge (vu I'hypothése sur (ay)). De plus epan+1 — 0 (produit
d’une suite bornée et d’une suite de limite nulle). () montre alors que > (e, (ant1 — an))
converge (la suite des sommes partielles admet une limite).

(¢) La question 8.(b) montre alors que Y |an4+1 — ay,| converge.

(d) On a prouvé que les suites vérifiant (P,) sont exactement les suites (a,) telles que
> |ant+1 — an| converge (d’aprés les questions 5.(c) et 9.(c)).
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Partie III - Réorganisation des termes d’une série semi-convergente

10. Principe de l'algorithme : on s’arrange pour choisir les indices s, de fagon que les sommes
partielles S,, “oscillent" autour de x et que S,, — x. Pour ce faire, on choisit le premier indice
pair non utilisé si ’on est en-dessous de = (on ajoute alors un terme positif) et le premier indice
impair sinon (on ajoute alors un terme négatif). Les suites (p,) et (g,) permettent de savoir
quel est le dernier indice pair ou impair utilisé (2p,, ou 2¢,, — 1).

11.

12.

13.

Pour x = —1, on obtient :
’ n H Pn ‘ dn ‘ Sn ‘ Sn = 8n—1+ 8n ‘
0010 0>z
10111 —1<z
21 1] 112 -1/2=-05>z
3111123 —5/6 ~—0.83 > x
41 111315 —-31/30 ~ -1.03 <z
51 23| 4 —47/60 ~ —0.78 > x
6| 2 |4]| 7 |—-389/420 ~ —0.93 > x

(a)

(b)

(a)

On procéde par récurrence sur n.
- Initialement, on a ¢ = 81 =1, 51 = —let pr =0 (casz < 0) oup; = 1, 81 = 2,
S1=1/2et ¢ =0 (cas > 0). Dans les deux cas, on a la propriété voulue pour n = 1.
- Supposons le résultat vrai jusqu’a un rang n > 1. On doit encore distinguer deux cas.
- Si S, >z alors gui1 =1+ ¢, Pntl = Pns Snt1 = 2qni1 — 1 et Spp1 = Sy + Us, 1y
et on a les relations voulues.
- SiS, < alors ¢ui1 = Gn, Pnt1 = 1+ Pn, Sngt = 2P €t Spp1 = Sy +u,,, et on
a les relations voulues.

On en déduit que
card{s(1),...,s(M)} =pn+qn=n

ce qui indique que les s(k) sont deux a deux distincts et que s est injective (si s(a) = s(b)
avec a < b alors 'ensemble {s(1),...,s(b)} contient au plus b — 1 éléments).
Soit (my,) une suite d’entiers qui converge vers une limite ¢. Par définition des limites (avec
e=1/3>0)

dng/ ¥n > ng, |m, — ¢ <1/3

Par inégalité triangulaire, on a |m,, — m,| < 2/3 pour n,r > ng et comme on a des termes
entiers, m, = m,, pour n,r > ng. La suite est donc constante a partir du rang ny.

La suite (p,,) est croissante (puisque p,y1 est égal & p, ou & 1 + p,). Si elle est majorée,
elle converge. Etant composée d’entiers, elle stationne & partir d’un certain rang ng. Par
définition, on a donc pour tout n > ng, S, > x et g,+1 = 14¢, ce qui donne (par récurrence)
gn =N — Ng + Gn,- De plus, pour n > ng, sp41 = 2¢n1+1 — 1 = 2n — 2ng + 2¢,, — 1. Ainsi,

n

- 1
Yn > ng, S, = Sno + Z Us), = Sno - Z
kot 1 k1 2k — 2ng + 2¢p, — 1

1
2k—2n0+2¢ny+1 >k>n0

est divergente positive et ses sommes partielles tendent vers +oo. L’égalité ci-dessus donne
alors S,, — —oo ce qui contredit S,, > x pour tout n > ng. La suite (p,) étant croissante
et non majorée, le théoréme de limite monotone indique que p,, — +o0.

Le changement d’indice j = k—1 donne la formule voulue. La série associée & (

Le raisonnement est identique pour montrer que (g,,) est de limite infinie : ¢’est une suite
croissante ; si elle est majorée alors elle converge et stationne & partir d’un rang ng ; pour
n >ng,ona S, <xetS, = 400 ce qui est incompatible.

Comme 0 < ppy1 —pn < 1 et p, = 400, les p, décrivent tout N. Il en est de méme des g,,.
Avec l'identité ensembliste de 11.(a), on en déduit que tout entier non nul est atteint par s
(et pour un entier non nul car s(0) = 0). s est donc surjective de N* dans lui méme. On a
aussi vu l'injectivité et on a donc la bijectivité.

On distingue deux cas.
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- Si S, > x alors us,,, <0 car s,41 est impair et
Us,, 41 < Sn+1 —T= Sn +usn+1 —x < Sn -
- Si S, < alors ug,,, >0 car s,41 est pair et

Sp—x < Spqp1—x=5,+ Us,pq — & < Usp i1

a < b < ¢ entrainant |b| < max(Jal,|c|), on a donc dans tous les cas
|Sn1 — x| < max(|S, — x|, |u3n,+1 )

ce qui correspond & ’alternative demandée.

Soit N un entier naturel. On ne peut avoir ¥n > N, S, > x (sinon, comme en 12.(b) on
obtient une contradiction) et on ne peut avoir non plus Vn > N, S,, < x (cette fois comme
en 12.(c)). On peut, par exemple, trouver n > N tel que Sp+1 < z < S, (ou linverse).
On a alors s,41 impair et u,, ., < 0et Sy = Sy +u,,,, < z < S,. En particulier,
|Snt1 — 2| =2 = Spp1 =2 — Sy — U,y < Uy, = |Us, |-

Comme (p,,) est de limite infinie, p,, finit par étre plus grand que 1 (pour n > nq). De
méme, ¢, finit par étre plus grand que 1 et

VYn > max(ni,na), pp > 1 et ¢, >1
Comme $,,41 vaut soit 2p,4+1 soit 2¢,4+1 — 1, la question 13.(a) montre que
[Snt1 — o] < max(|Sn — xl, |us, ., ) < max(|Sn — @], [uzp, ., [, [U2g, 1 -1]) = vn
De plus, la croissance de p,, et ¢, ainsi que la décroissance de |u,| donnent

|u2pn+2‘ < ‘u2pn+1| <, et |’u’2qn+2*1| < |u2qn+1*1‘ < Up

On en déduit finalement que

Un+1 = max(|5n+1 - 1’|, |u2pn+2|a |u2qn+2*1‘) < Up

La suite (v,,) est décroissante et minorée (par 0) et donc converge vers un réel £ > 0.
Avec 13.(b),

VN, Iny > N/ 0 < w,, < Us(ny+1)
Quand N — 400, ny — 400 et on peut passer a la limite ci-dessus (les termes admettent

une limite) et on obtient

lim v,, =0
N—+oco N ’

ce qui montre que ¢ = 0 (par unicité de la limite de la suite extraite (v, )n)-
Finalement, (v,) converge bien vers 0.

En particulier 0 < |S,, — z| < v, — 0 et S,, = x, ce que 'on voulait prouver (on a exhibé
une bijection s telle que Zzo:l Ug(n) = T).

Soit up = > p_; £ —In(n). On a

L (1 ! ) !
Upt1 —Up = —— +1In{1— ~ =
1 n+1 n+1 2(n+1)2

> (tn41 — up) est ainsi absolument convergente et donc aussi convergente. Comme

n—1

Z(wm —Up) = Up — Uy

k=1

on en déduit que (u,) converge. En notant + sa limite, on a alors

n
k=1

=1In(n) +v+o(1)

| =
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(b) On a alors

Sl 1oL ! o] 1 v
kz::lzk_l_ - ZQk—ln@n) 5 (n) + 5 +o(1) = 5 In(n) +In(2) + 5 +o(1)

(¢) On procéde par récurrence sur n.
- Comme en 11.(a), le résultat est initialement vrai, suivant que z > 0 ou < 0.
- Supposons le résultat vrai jusqu’a un rang n > 1. Si S, > x alors on ajoute uag, ,, -1 =
RIS et pp11 = pp. Sinon, on ajoute ugy, ,, = et ¢n+1 = qn. La formule reste
donc toujours vraie au rang n + 1.

2pn+1

(d) Comme p, et ¢, tendent vers +oo, on a

1 1
Sn = 5 (n(ps) +7+0(1)) - (5 In(gn) + In(2) + % + 0(1))

1 n

= S (z—n) —1n(2) + o(1)
1

L (n ﬁ”pn) —1n(2) + o(1)

e) Comme S,, — z, on a (continuité de exp) —22— — 4¢2* c’est & dire > — e " 11 ou encore
n—pn Pn 4
In
Pn~ e

et de la méme fagon (en remplagant p,, par n—g, dans la formule de la question précédente)

n

™7 + 4e2%

(f) On prouve comme en 14.(c) que

n
Z |us,,
k=1

et, comme en 14.(d), on obtient alors

Pn dn

1 1
:;%‘L’;Qiﬁl

n

1 1
Z lus, | = 3 In(prngn) +v+ In(2) + o(1) ~ 5 In(pngn)
k=1

Quand z,, — 400 et z,, ~ y, alors In(y,) = In(z, (1 + o(1))) = In(x,) + o(1) ~ In(x,). On

a donc ici
4n?

(4+ e 22)(1 + de27)

In(pngn) ~ In ( ) ~ 2In(n)

et donc
[us, | + -+ |us,

n—+00 |u1‘ 4+ 4 |un

(numérateur et dénominateur sont tous deux équivalents a In(n)).
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