CCINP PC 2020 - Corrigé

EXERCICE 1 : Calcul de I'intégrale de Dirichlet

Partie I - Préliminaires

1. Soit z > 0.
t — f(x,t) est continue (par morceaux) sur R} par opérations sur les fonctions usuelles.
Sln(t) e—mt <
t
Or t = ™" est intégrable sur R* (car 2 > 0), donc, par comparaison, ¢ + f(z,t) est intégrable sur RY.

—at
e ",

Pour tout ¢ > 0, |sin(t)| < |¢|, donc |f(x,t)| =

2. o Posons u/(t) = sin(t), u(t) = 1 -cos(t), v(t) = %7 v'(t) = —%2

u et v sont de classe C' sur RY.
L-cos(t) 1-(1-t*/2+0(t*) */2+0(t* t

u(t)v(t) = " " " 5 o(t) el 0.
borné
N
t
u(t)o(t) = &() t
—+00

N ) . oo +0 1 — cos(t) A

D’ou, par intégration par parties, I = f u'(t)v(t)dt et f w(t)v'(t)dt = - f Tdt sont de méme nature,
0 0
+o00o 1 _
donc I converge si et seulement si f %()dt converge.
0
1- t

ot %() est continue (par morceaux) sur R}.
l1-cos(t) 1-cos(t) 1-(1-t*/2+0(t?) t*/2+0(t* 1 1 - cos(t

(;)S( ) = (:2)8( ) = ( t2/ of ) / t20( +o(1) e 1/2, donc t — %() est prolongeable par
continuité en 0, donc intégrable sur ]0,1].
1-cos(t) O(1) 0 ( 1 )

12 T2 sFeo \ 2]

1 . . . 1-cos(t) .

Or t = — est intégrable sur [1,+oo[ (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, ¢ —a est intégrable sur
[1,+00].

1- t too ] — t
t— %() est donc intégrable sur R}, donc, en particulier, [ %()dt converge, donc, d’apres le premire

0
point de cette question, I converge.
3. Soit = > 0.

t — u(x,t) est dérivable sur R} et, pour tout ¢ > 0,

ou xcos(t) —sin(t) _,; asin(t) + cos(t) ot
- t) = — xt _ x
5t(x’ ) 1+22 ¢ 1+ 22 x(-w)e

_ —xcos(t) +sin(t) + 2? sin(t) + x cos(t) oot

- 1+ a2

(1 +2?) sin(t)

1522 e =sin(t)e ™",

donc ¢ + u(x,t) est bien une primitive de la fonction ¢  sin(¢)e™™" sur R*.

Partie II - Calcul de F' sur ]0,+oo|

4. e Soit x > 0.
Pour tout ¢ > 0, |f(z,t)| = ‘ _’”t’ <e ™t

D’ou, par I'inégalité trlangulalre généralisée et par positivité de l'intégrale convergente (avec "0 < +oo"), on a :

(
sf0+°° |f(x,t)|dt$[+ e tdt = i

1
e Or lim — =0, donc, d’aprés le théoréme des gendarmes,
r—>+oo o

F@)l=| [ b

lim F(x)=0.

T—>+00

5. Soit a > 0.
— Pour tout x € [a,+oo[, t = f(x,t) est intégrable sur R} (d’aprés la question 1 avec z > a > 0).



— Pour tout t >0, z — f(z,t) est de classe C' sur [a,+oo[ (constante fois une exponentielle) et, pour tout z > a,
0 ,
t —f(x,t) = —sin(t)e ™
Ox

est continue (par morceaux) sur R}.
— Pour tout x > a, pour tout ¢ > 0,

gf )‘ =|-sin(t)e ™ <e™ <e™ = (1),
ol ¢ est intégrable sur R} (car a > 0).

+o00
D’otu, d’apres le théoreme de dérivation des intégrales a parameétres, F': x — f f(x,t)dt est de classe C' sur [a, +oo[
0

et, pour tout x > a,
+o0
F'(z) = f (x £)dt = - f sin(f)e~*dt.
0

6. F est dérivable sur [a,+oo[ pour tout a >0, donc F est dérivable sur J[a, +00[=]0,+oo[ et, pour tout z >0,
a>0

F'(z) =- fo " sin(t)etdt = - [u(a, O] = - (o bt )

1+ a2
1

1+22

F est une primitive de F’ sur l'intervalle R, donc il existe K € R tel que, pour tout z > 0,
F(x) = —arctan(z) + K.

Enfin, lim F(x)=0, donc T K= 0, donc K = E, et, par suite, pour tout x > 0,
T—>+oo 2 2
F(z)= 5 — arctan(z).

Partie III - Conclusion

7. — Pour tout t €]0,1], z — f(x,t) est continue sur [0, 1].
— Pour tout x € [0,1], t » f(x,t) est continue (par morceaux) sur ]0,1].
— Pour tout ¢ €]0,1], pour tout z € [0,1],

Sln(t) —;vt < 6—wt <1l= (p(t)

|f (@, 0)] =

ou ¢ est intégrable sur ]0,1] (constante sur un intervalle borné).
1
D’ou, d’aprés le théoréme de continuité des intégrales a paramétre, Fy : x f f(x,t)dt est continue sur [0, 1].
0
8. Soit x € [0,1].
e Pour tout ¢ > 1,
t2 t2 1+ 22 t—too t?

u(x,t)

12

u(z,t) 1 xsin(t) + cos(t) _y 1 1
:x(_e ):t2>< 0.0-,9_(3)

1
Ortw— I est intégrable sur [1, +oo[ (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, ¢ —

oo u(m t)

est intégrable sur [1, +oo],

donc, en particulier, f dt converge.
1

1 1
e Posons w'(t) =sin(t)e ™", w(t) = u(x,t), v(t) = o v'(t) = 5
w et v sont de classe C' sur [1, +ool.

w(tyo(r) = D tpm(l) - 0

t ) totoo

oo U(ﬂc t)
[ w(t)v'(t)dt = - f dt converge d’aprés le premier point.
1 1

+00 +0o
D’ou, par intégration par partles, / fz,t)dt = / w'(t)v(t)dt converge (mais on le savait déja) et
1 1

Fy(z) = f1+m u'(t)v(t)dt = [“(xt’t)] 4 fl“’" u(z, t)dt
1

2

_ xsin(1) +cos(1)e_I . f“’" u(x, t)dt
1

1+ 22 12



9. e
t
— Pour tout x €[0,1], t w,t)
2

u(z,t)
2
— Pour tout x € [0,1], pour tout ¢ > 1,

est continue (par morceaux) sur [1,+oo][.

— Pour tout t>1, x

est continue sur [0,1].

u(;, t) ‘ < 1 2sin(?)] + |cos(t)|e_wt < %1 +1 y

2
1= 2 =t
2 1+ a2 2 = e

ol ¢ est intégrable sur [1,+oo[ (Riemann et 2 > 1).
+oo y(x,t)
12

D’ou, d’aprés le théoréme de continuité des intégrales & paramétre, x — / dt est continue sur [0,1].
1

xsin(1) +cos(1) _,

e De plus, z est continue sur [0,1] (par opérations sur les fonctions usuelles), donc Fy est

2
+T
continue sur [0, 1] comme somme de fonctions continues.

+o00
10. e D’ou, pour tout z € [0,1], F(z) = / f(x,t)dt existe (on le savait déja, cf 1 et 2) et
0

Fz) - folf(x,t)dt+f1+oo Pl t)dt = Fi () + Fa(x),

donc F = Fy + Fy, donc F est continue sur [0,1] comme somme de fonctions continues.
e On a donc, par continuité de F en 0,

. .o T
I=F(0)= xlirga F(x) = xlirga 5 arctan(z) = 5

EXERCICE 2 : Extremums d’une forme quadratique sur la boule unité fermée

Partie I - Etude d’un exemple

1. |- | est continue sur R?, donc ¢ : 2 € R? » 1 - |z| est continue sur R?, & valeurs dans R. De plus, R? est un espace
vectoriel de dimension finie.
Par suite, By = {z ¢ R?: ||z]| <1} = {x ¢ R? : 1 - |z > 0} est un fermé de R?.
De plus, By = {z e R?: |z| < 1} est borné.
Enfin, f: (x1,22) € R? x% + x% + 42122 est polynomiale en ses coordonnés, donc continue sur R2.
D’ou, d’aprés le théoréme des bornes atteintes, fadmet un maximum et un minimum sur Bs.
On obtient de la méme fagon que B, est un fermé borné de R™, mais fallait-il le démontrer, puisque c’est du cours
(car By, est la boule unité fermée pour | -|) ?

2. e Pour tout (z;,27) € S?, il existe ¢ € [0, 2] tel que (z1,22) = (cos(t),sin(t)).
e Posons h:te[0,27r] ~ f(cos(t),sin(t)) = cos?(t) +sin?(t) + 4 cos(t) sin(t) = 1 + 2sin(2t).
D’aprés les variations de la fonction sin, on a :

t |0 /4 3 /4 Sm /4 /4 27
ht)|1 ~ 3 ~ -1 ~ 3 N~ -1 -~ 1

donc h a pour maximum 3 et pour minimum -1, donc f a pour maximum 3 et pour minimum -1 sur la frontiére S5.

3. f est de classe C! sur R? car polynomiale et, pour tout (x,y) € R?,
O f(z,y)=2x+4y et Oaof(x,y)=2y+4x.
Par suite,
(z,y) € By point critique de f < Vf(z,y) =0

4:){213+4y:0

< z=y=0.
20 +4x =0

f admet donc un unique point critique sur Bj, le point (0,0).
4. f posséde un maximum et un minimum sur By d’aprés la question 1
Ce maximum peut étre atteint sur So, et donc valoir 3, ol en un point critique de Bj (qui est un ouvert), donc en
2 V2
(0,0). Or f(0,0) = 0, donc le maximum de f sur By est 3, atteint sur S (et plus précisément en (\2_, \g_) et en

(\/5\/5

-—, —)) De méme, le minimum peut étre atteint sur S, et donc valoir -1, olt en un point critique de Bj, donc

2 2
en (0,0). Or £(0,0) =0, donc le minimum de f sur By est -1, atteint sur Sy (et plus précisément en ERETY et
(%)
en |-—,—|).
2 2



5. Ona My = (% %), donc
X, (X) = (X =1)? =4 = (X =3)(X +1),
donc Sp(My) ={-1,3} et on a donc bien la propriété demandée.

Partie II - Le cas général

n n
6. Pour tout ¢ € [[1,n]], (M;X); Z My); (X)), Z My); jxj, donc

XTMfX Z(XT) (M;X); = ZZ(Mf)ZJ‘T‘T]

1=17=1
n i—1
= Z(Mf)z zl‘ + Z Z (My)ijzizs + Z Z(Mf)z FTiT
=1 j=i+1 1=25=1

n n i— 1

= D+ Z > ’Jw; 2 Z
=1 1=1 j=1+1 =2 5=1
n m M =

= Zm“xf + 2” TR 2“ T
i=1 1<i<j<n 1<j<isn
n My s M -

= Z mzﬁili,? + Z #xﬂ:] + Z 2],2 XTilyj
i=1 1<i<jsn 1<g<igsn
n

= Zmi,iaﬁf+2 Z i T
i=1 1<i<j<n
- 2

= Zamxi + Z Q; jT;T;
=1 1<i<js<n

= Z a; jzx; = f(x).
1<i<j<n

7. My est symétrique réelle, donc diagonalisable dans M, (R).
8. On a X = PY, donc
n
|z|? =27 = X"X =(PY)"(PY)=Y"P"PY & Yy =vTy.
- PeO,, (R

n
9. e« Posons Y = (y1,...,y,)" P~'X. Alors, d’aprés la question précédente, Zy? =YTY = ||z||* <1 et, comme
i=1

A n
YT'py =YY" 1:y1 =S N2
- . - Z Zyi7

)\’I’Ly’ﬂ =1

on a

YIDY =Y N\y? <> Auy?  (car pour tout i € [1,n]], A; < A, et y7 > 0)
i1 i1
=1

—
1

\v{
S\ 3

IA

et Y'DY = Z \iy? Z 17 (car pour tout i € [1,n]], \i > Ay et 7 > 0)

n
=AYyl >
w—’=1
<0 . .

<1

donc on a bien A\ < <YTDYy < An-
e Or, pour tout x € By, comme P est orthogonale,

fx)=X"M; X =X"PDP"X = (P"X)"D(P"X) = (P'X)"D(P'X) =YY" DY €[\, \n],

donc on a bien ’encadrement demandé.

10. Supposons A\; <0< A,.
e Soit X7 un vecteur propre unitaire (quitte & le normaliser) de M associé & la valeur propre A; et z1 € R™ tel que

T = X1 Alors :



— || = ||X1ﬁ =1, donc al € B, . ,
- f(l'l):Xl MfX1=X1 )\1X1=)\1X1 X1=)\1H$1H =)\1.
On a, pour tout = € By, f(x) >\ et f(21) = A1, donc on a bien rrBlin(f) = A1, et ce minimum est atteint en x1.

e On procéde de méme pour le maximum en prenant cette fois un vecteur propre unitaire de M/ associé & la valeur
propre A,.

11. Supposons A; > 0.
e Alors, pour tout = € B,,, en gardant les notations de cette partie, on a

n
f@)=X"M;X =YTDY =\ a? >0,
i=1 "~
20 >0
et, comme f((0,...,0)) =0, on a ng)in(f) =0, atteint pour z = 0.
e L’étude faite sur le majorant dans les 2 questions précédentes reste valable ici, donc on a II]lBaX( f)=An.

Si on a A, <0, on aura de fagon similaire HJlBaX(f) =0 et néin(f) = A1

Partie III - Application des résultats

1 -1 - -1
12. On a My = _,1 .1 _:1
-1 - -1 1
-1 e -1
On a donc My -2I, = : ¢ |, donc rg(My - 21,,) <1 (car toutes les colonnes de My — 2I,, sont identiques) et
1 e -1

rg(My —21I,) > 1 (car ce n’est pas la matrice nulle), donc rg(My - 21,,) = 1.
D’ou, d’aprés le théoréme du rang, on a

dimKer (My -2I,) =n-rg(My -2I,) =n—-1#0,

donc 2 est valeur propre de M et Eo(My) = Ker (my — 21,,) est de dimension n — 1.

Comme M/ est diagonalisable, on en déduit :

— 2 est valeur propre de My de multiplicité exactement n - 1.

— My a exactement n valeurs propres, comptées avec multiplicité, donc il reste une derniére valeur propre, que ’on
note A.

— X, est scindé, donc la trace de My est égale a la somme des valeurs propres comptées avec multiplicité, donc :

n=tr(M;)=2(n-1)+ A= A=-n+2.
On a donc Sp(f) = {-n+2,2}, et, comme -n+2<0et 2>0,0n a:

r%inn(f) =-n+2 et nllgfix(f) =2.

Rq : Pour trouver la derniére valeur propre de My, on aurait aussi pu remarquer que la somme sur chaque ligne
1

de My vaut —n + 2, donc que | : | est un vecteur propre de My associé a la valeur propre 2 —n, et un argument
1

sur les dimensions des espaces propres permet alors de conclure qu’il n’y a pas d’autre valeur propre, et donc que

Sp(My) ={-n+2,2}.

EXERCICE 3 : Retour a l’origine d’une marche aléatoire sur Z

Partie I - Calcul de p,
1. Soit n e N*.

n

Chaque variable X modélise le pas de 'instant k, donc S,, = Z X modélise la positition du pion & I'instant n.
k=1

Comme Sy =0, Sy modélise aussi la position du pion & l'instant 0.

2. po=P(Sp=0)=1. Comme S1(2) = X1(Q) = {£1}, on a p; = P(S; =0) =0. Enfin, py = P(S2 =0) = P(X; + X2 =0).
D’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (X1 = k) gex, (o) = (X1 = -1, X1 = 1),
on a

pQZP(X1+X2:O)=P(X1=10X1+X2:O)+P(X1:—10X1+X2:O)
=P(X1=10X2=—1)+P(X2=—1('1X1=1)
=P(X;=1)P(Xy=-1)+P(X1;=-1)P(X3=1) (car X; et X5 sont indépendantes)
11 11 1

=4 =,
22 22 2



3. Sin est impair, alors pour tout w € , S, (w) = Z X (w) est la somme d’un nombre impair de nombres impairs, donc
k=1 ~——
e{£1}
est impair.
Par suite, p, = P(S, =0) =0, car ’événement (.S, = 0) est impossible (car 0 est un nombre pair).
X, +1 1+1 -1+1
)@ -{5-
2 Xl 2 2
E Tt -1
2

4. On a Y, (Q) = ( } ={0,1}, donc Y}, suit une loi de Bernoulli.

1 1
De plus, P(Y,=1) = P( ) =P(Xp=1)= 2 donc Y}, suit une loi de Bernoulli de paramétre 7

n
5. e Les variables (Y} )gen+ suivent toutes une loi de Bernoulli et sont indépendantes, donc, pour tout n > 0, Z, = Z Y;
i=1

1
suit une loi binomiale de paramétres n et —.
Par suite, Z,,(2) = [[0,n]] et, pour tout k € [[0,n]],

e De plus,

donc S,, =27, -

6. Pour tout m € N*, 2m > 0, donc, d’aprés la question précédente,

pgm:P(ng:O):P(QZQm—Zm:O):P(ZQm :m)
GGG
Am/\2 S \m Jam’
0\ 1
Comme (O) 10 =1 = pg, ce résultat est encore valable pour m = 0.

Partie II - Fonction génératrice de la suite (p,)qen

7. Pour tout n € N, |p,| = P(S, =0) < 1, donc le rayon de convergence de Z pnx” est supérieur ou égal au rayon de
n>0
convergence de Z 12", c’est-a-dire Ry, > 1.
n>0

8. Pour tout meN*, on a :

S T (g ret) = T (- (54 ))
- 155
- m!lw ]ﬁl(%— 1
ﬁzk 1)1‘[(%)
S ﬁ(%)
k=1
m!2m2mﬁk
k=1

ml2m 2mm!  mlm! 2mam 4m = Pam

_ 1 (2m)! _ 2m)! 1 :(Qm) 1

9. D’apres le cours, pour tout « € R, pour tout x €] - 1,1][,

X ala-1)...(a- n+1)
n!

(1+x)“—1+z

Z H(a kE+1)x".

Par suite, pour tout x €] - 1,1[, comme (-z?) €] -1,1[, on a

2n

(1-2%) —1+Z H(a k+1)(-z*)"




Par ailleurs, avec les expressions trouvées pour p,, dans la partie précédente, on a, pour tout z €]-1,1[ (on a R, > 1),

+oo +o00o +oo
f(x) = Z Pt = po + Z P2nl”2n + Z P2n+1 gt
n=0 n=1 n=0>~——

=0

+ 00
=1+ ) poa™

n=1

1)y n
D’owu, pour a = -1/2, comme pa, = ( ' H(a —k+ 1) pour tout n > 1 d’aprés la question précédente, on a
n! i

f(z) = (1 -2%)"2 pour tout z €] -1,1][.

Partie III - Loi de la variable aléatoire T

10.

11.

12.

e Pour tout ne N*, T'=n =5, =0, donc (T =n) c (S, =0), donc P(T =n) < P(S, =0).
Or, pour tout n impair, P(S, =0) =0, donc, pour tout n impair, ¢, = P(T =n) = 0. En particulier, pour n =1, ¢; = 0.

¢ 51 = 0 est impossible, donc, par définition de T,onaT >2et T =2 <> So =0, donc go = P(T' =2) = P(S2=0) =ps =

N | —

e Pour tout z € [-1,1],
lgn ()| = lgna"| = P(T = n)|z[" < P(T = n),

donc [gn |1 < P(T = n).
Or ) P(T =n) converge (et vaut 1 - P(T = +o0) car T(Q2) = Nu {+o00}), donc, par comparaison, »_ lgn | SHY

n>0 n=0
converge, donc la série de fonctions Z gn converge normalement sur [-1,1].
n>0
e Comme Z gn converge normalement sur [-1,1], Z gn converge simplement sur [-1,1], donc, en particulier, pour
n>0 n>0
z=1, > gn(1) converge, ce qui assure que
n>0

Ry =sup{p>0: ) g,p" converge} > 1.

n>0

f et g sont deux fonctions développables en série entiére au moins sur | - 1,1[, done, par produit de Cauchy, fg est
développable en série entiére au moins sur | - 1,1[ et, pour tout = €] - 1,1[,

f(x)g(x) = (anx )(:gqnx”) = Z (ZPan k)

n=0 n=0
0 0 +oo

= (Zpkan)w + (Zpkan)x"
k=0 n=1 \k=0

=pogo+ Y. pnx” (d’apres la relation admise pour tout n € N*)
n=1

+00
=0+ anx”

n=1

+o00
=-1+pyz’+ Y pz”

n=1

+00
=-1+ ) ppa" =-1+ f().
n=0

13. o Comme, pour tout z €]-1,1[, f(z) = (1-22)""? (d’aprés la question 9), la relation obtenue & la question précédente

devient :
Voel-1,1[, (1-22)"Y2g(x)=(1-2*)"?-1

donc, en multipliant de part et d’autre par V1 -z2 = (1 - x2)1/2, on a bien, pour tout x €] -1, 1],
g(x)=1-V1-2a2
e Pour tout x €] - 1,1,

+o0o 1 n
(1+z)* =1+, port [T(a-k+1)z",
n=1"1" k=1

donc, pour o = 1/2, on a , pour tout = €] - 1,1[, comme (-27) €] - 1,1],

+ 00

Vi-a?2=1+Y = H(f—k+1)( Hr =1+

n=1T




14.

15.

16.

donc

g(z)=1- m—z 1).n+11£[(1—k+1)x2"

k12

ou le rayon de convergence de cette série entiére vaut 1.

+00 1 n+l n 1
Pour tout = €] - 1,1[, g(z) = > qna Z (Gl ) I1 (5 -k+ 1)962”, donc, par unicité du développement en série
= nl g

entiére sur |- 1,1[, on a :
( 1)n+1 n
qo =0, (VneN*,qgn: (—k+1)) et (VneN, g1 =0).
k=1
e Comme 7'(2) =NuU {+00}, on a
+o00 + 00 +o00
P(T=+00)=1-3 P(T=n)=1- ) gn=1-) 1" =1-g(1).

n=0 n=0 n=0

e Or, comme pour tout n € N, g, est continue sur [-1,1] et Z gn converge normalement, donc uniformément, sur

n>0
+o00
[-1,1] (d’apres la questin 11), la fonction g = ). g, est continue sur [-1,1].
n=0

En particulier, elle est continue en 1, donc
g(1) = linll g(x) = 111111 1-v1-22 (d’aprés lexpression trouvée en 13)
r—1" r—1"
=1-0=1.

e On a donc P(T = +00) =1-g(1) =0, donc I’événement T = +oo est quasi impossible, donc on est quasi certain que
le pion reviendra a l'origine & un instant donné.

Pour me raccrocher au programme, je vais alors considérer que T(2) = N.

+o00
gizr Y gz =) a"P(T =n) est la série génératrice de T.
n=0 n=0
D’aprés le cours, T' admet une espérance si et seulement si g est dérivable en 1. Or, pour tout z €] - 1,1[, g(z) =

1-V1-22 donc g est dérivable sur |- 1,1[ et, pour tout = €] - 1, 1[,

T

g = — +o00.
(@)= 2\/1 x2 \/1 22 ==1-

g est continue sur [-1,1], dérivable sur |-1,1] et linil g'(2) = +oo, donc, d’aprés le théoréme de la limite de la dérivée,
-1~

g n’est pas dérivable en 1, et, par suite, 7' n’admet pas d’espérance.



