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Avertissements : ceci n’est pas LE corrigé mais UN corrigé.
Il y a dans tous mes corrigés des erreurs potentielles ou des choses qui ne sembleront pas claires...me
contacter le cas échéant !

Matrices semblables a leur inverse

Partie I : Polynomes réciproques.
(1) On a

1 p p
P(X)=XPP <X) o kz_oakxk = X7 I;)akX*k

p p
& Zaka = ZakXp_k
k=0 k=0

= zp:aka:i:ap_ij.
§j=0

R
=P k=0

Deux polyndmes étant égaux si et seulement si leurs coefficients le sont, il vient

1
P(X)=XPP (X) < VEk e [0,p], ar = ap—x |

On a de suite

d
1 )
e (X) = ap | |(1 — X X)L

i=1

Si P est réciproque, ag = a, # 0 donc 0 n’est pas racine de P. Ceci signifie que les A; sont tous
non nuls et que l'on peut écrire

P(X) = X"P ()E) - apf[lA;"i ﬁ (Al - X)W :

i=1

1
Cette derniére égalité montre que X est racine de P de multiplicité m; |.
i

On a Q(1) = —17PQ(1/1) = —Q(1) donc .

Comme 1 est racine de Q, il existe P € C[X] de degré d — 1 tel que Q(X) =

—~

X —1)P(X). De la,

Q(X)=—X”Q<)1() & (X -1)P(X)=-X? %_1 P %
o (X-nPx) =X (¢ 1) P (%
1

& X-1)PX)=XP""X-1P (X> .
Comme le polynéme X — 1 n’est pas le polynéme nul, on en déduit que

Q(X) = -XPQ (;) & P(X)=Xr"'p (}1() :

On en déduit bien que ’ P est réciproque (et constant si de plus d = 1) ‘




(4)

(5)

Partie

(6)

(7)

Soit a une racine de R de multiplicité m. Si a # 1/a, c’est-a-dire si a # 1 et a # —1, alors
a™(l/a)™ = 1.
On en déduit que si —1 n’est pas racine de R, alors le produit des racines de R est égal a et
que si —1 est racine de R de multiplicité m, alors le produit des racines de R est égal a|(—1)™ |
En isolant les éventuelles racines 1 et —1 de R, on peut écrire
/2
R(X) = ap(X = 1)™(X +1)" JT(X — )™ (X = 1/a;)™
i=1

ou d désigne le nombre de racines distinctes de R, différentes de 1 et de —1.
On a alors

d/2
XPR(1/X) = XPap(1/X —1)™(1/X +1)" [J(1/X — a:)™ (1/X — 1/o;)™
d/2 =1
= a,(1-X)"(1+X)" H(1 —X)™ (1 — X/a;)™
02
= (1 -X)"(1+X)" H o (L/ey = X)™ (1 ;)™ (i — X)™
02
= a,(1-X)"(1+X)" H(l/ai — X)™i(a; — X)™
02
= (1 - X)"(1+X)" H(X — 1 )™ (X — ay)™
=t d/2
= (=D)Map(X =1)™(X + 1)”H(X —1/a)" (X — i)™

= (-1)™R(X).
On en déduit que :
) ‘R est réciproque si 1 est racine de multiplicité paire de R‘ (ceci inclus le cas m = 0 ou 1

n’est pas racine de R),

° ‘ R est antiréciproque si 1 est racine de multiplicité impaire de R ‘

Commentaire personnel : Uargument ci-dessus n’utilise pas (4). Un argument plus dans Uesprit du
suget est possible en calculant R(0).

II : Le cas diagonalisable.

On a de suite

det(zl, — A) = det (zA(A™" — (1/2)1,)) = (—1)"2"™(det A) det ((1/2)I, — A™') |

Comme A est inversible, ‘0 n’est pas racine de x4 ‘

De plus, A et A~! étant semblables, elles ont le méme polynéme caractéristique et donc les mémes
valeurs propres avec la méme multiplicité. Or, d’aprés (6) (ou en trigonalisant A), les valeurs
propres de A™! sont les inverses des valeurs propres de A (avec la multiplicité correspondante).
Tout ceci montre que si a # 0 est une valeur propre de A de multiplicité m, alors a est une valeur
propre de A~! de multiplicité m, et donc 1 /a est une valeur propre de A de multiplicité m. En
d’autre termes, ceci signifie que si a est une racine de y 4 de multiplicité m, alors 1/a est une racine
de x4 de multiplicité m.

Comme le déterminant de A est le produit des racines de x 4, (4) permet d’affirmer que|det A = +1

et (5) permet d’affirmer que | x4 est réciproque ou antiréciproque ‘




(8)

Partie

(10)

(11)

Notons € = £1 suivant que xp est réciproque ou antiréciproque. On a
xp(X) =eX"xp(1/X).

Or, d’aprés (6), pour x # 0,

xg(x) = (=1)"" (det B)xp-1(1/).
On en déduit que pour = # 0

exs(1/x) = (=1)"(det B)xp-1(1/x).
En changeant x en 1/x, il vient

Vo # 0, xp(x) =e(—1)"(det B)xp-1(x).

Par passage a la limite quand x tend vers 0, ’égalité précédente est vraie pour tout x. De la, x5
et xp-1 sont proportionnels et donc égaux puisque tous les deux unitaires. On a donc montré que
(X6 = b1}

Comme B est supposée diagonalisable, B~! ’est aussi et comme x5 = xp-1, B et B~! ont les

mémes valeurs propres avec la méme multiplicité. Tout ceci implique que B et B! sont semblables
1

4 la méme matrice diagonale et donc que ’ B et B~ sont semblables ‘

On a de suite

Ker(B — 214) = Vect (e, e2) et Ker(B™! — 2I4) = Vect(es).

En particulier,
rg(B —2I,) =2 et rg(B~ —2I,) = 3.
Si par Pabsurde B et B~! sont semblables, alors B — 21, et B~ — 21, sont aussi semblables et ont

donc méme rang, ce qui n’est pas le cas. Ainsi, ‘B et B~! ne sont pas semblables ‘

III : Produits de matrices de symétries.

Toute matrice de symétrie est inversible et égale & son inverse. De 1, A est inversible comme
produit de deux matrices inversibles et

A7l = 8518 = 958) = 55(5159)S, = S, ASy !

donc ‘ A est semblable & son inverse |
La réponse est : soient A = 5155 le produit de deux matrices de symétrie et

B=PAP ' = PSSP}
une matrice semblable & A. Alors
B = (PSP ') (PS,P™!)
et B est le produit des deux matrices de symétrie PS; P~1 et PS, P 1.

On a
52 _ On P On P _ PQ On
1=\Q o0,)J\@ 0,/ \o, q@P)

g, — 0, P B 0,\_ (0, PC ot S2 — PCQB 0,
>7\Q 0,)\0, ¢) \@B o0, 2=\ 0, @BPC)"
On en déduit que S et So sont deux matrices de symétrie si et seulement si

Q=P 'etB'=PCP|

Comme C est semblable & B~!, il existe une matrice P inversible telle que B~* = PCP~!. En

posant
S, = (19’11 (f) et Sy = Sy A|

alors d’apres(12),
e les deux matrices S7 et Sy sont deux matrices de symétrie,



. ‘ A = 5155 est un produit de deux matrices de symétrie ‘

Partie IV : La matrice J,()).

(14) Question ultra-classique. Soit o € E tel que g" '(xy) # 0. On montre sans souffrance que la
famille

B = (gTL—l(w())’ gn_2(‘r0)= s ,g({L‘o), {Eo)
est une base de E et que |[g]g = N |

(15) On a det J,(\) = A" # 0 donc | J,,(A) est inversible ‘
Et toujours classiquement,

_ n—1
1 1 1 —1)k
J.(\)t = A(1 + (1/A)N =5 § F(1/A)ENF = 1 + N’ avec N' = (AH)I N* |
k=0 k=1

(16) Ecrivons

n—1
“1 ()R -1 N (-1 tNn?
’r_ k=1 _
N=Nxg 2 e V=N (gt — )
k=1
. N (1) tnn-t . . L. .
Lamatrice@Q =1I,,——+-- -+ est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale :

A An—l N P
z <In Y +- 1+ ())\n_1> est donc inversible et

commute avec N (comme polynéme en N). On en déduit d’une part que | (N')" =0, | et comme
N™"1 2 0p, que | (N')" 71 £ 0,
En appliquant le résultat de (14) & 'endomorphisme de C™ canoniquement associ¢ 4 N’, on en

déduit que N’ est semblable a N. Il existe donc une matrice P inversible telle que N’ = PNP~ !,
On en déduit alors que

elle est donc inversible et la matrice

1
J.N) =<1, +PNP'=P (i[n + N) Pt =PJ,(1/N)P,

A

ce qui montre bien que ‘ Jn(A) 7! est semblable & J,,(1/)) ‘
(17) On a de suite

S% = S% = Id(Cn,l[X] .

Puis, pour tout P € C,,_1[X],
(51.052)(P) = 51 (P(1 = X)) = P(1 = (=X)) = P(X +1) = g(P) + P,

et donc ‘ §1082 =g+ Idtcn_l[X] ‘
(18) Si

P=a,X"+-
avec p = deg(P) > 1 (et donc a, # 0), on a

g(P)=a,(X+1)P+a, 1 (X +1)P 4o —(apXP + ) = ap<‘71)>X”1 +

donc | deg (g(P)) = deg(P) — 1|

(19) D’apreés (18), g" = 0 et g" ' # 0. D’aprés (14), il existe une base 3 de C,,_1[X] tel que [g]s = N.
En notant S7 = [s1]g et Sa = [s2]g, les relations obtenues en (17) montrent que

512 = Sg =I,et 15 =N+1, = Jn(l),

ce qui montre que ‘ Jn(1) est le produit de deux matrices de symétrie ‘




Partie V : Une caractérisation des matrices semblables a leur inverse.

(20)

(21)

Immeédiat & ’aide de (16) et du calcul par blocs, on détaille quand méme un peu ’argument. On a
(A"~ = Diag(Jn, (A1), oo, Ju (M) 7).
D’aprés (16), pour chaque 4, il existe une matrice P; inversible de taille n; telle que
Jni (M) = Pidy, (1N P
Si P est la matrice diagonale par blocs définie par
P = Diag(Pl, ... B,
alors
(A")~! = PDiag(Jn, (1/M), ..., Jn, (1/X.)) P71
Ainsi, (A’)"" est semblable & Diag(J,,, (1/A1),...,Jn, (1/A,)), et comme A est semblable & A’
A™" est semblable & (A’)"" et donc a Diag(J,, (1/A1), ..., Jn, (1/A0)) |

Par hypothése, A est semblable & son inverse donc par (20) & Diag (Jn1 (I/A)y ey Jn, (1/)\T)). Par
unicité de la décomposition de Jordan (admise en préambule de cette partie), comme A est aussi

semblable & Diag(J,, (A1), - .., Jn, (A1), ‘ les J,,(1/X;) sont les J,, (X;) & lordre des facteurs pres ‘

i

On peut donc |rassembler les blocs de Jordan de A par paires (J, (), Jm, (1/04)) | avec oy # 1

et a; #—1let ‘ compléter avec des blocs du type J,.(1) et Js(—1) ‘ (il peut y avoir bien sir plusieurs

blocs de Jordan pour une méme valeur propre).

D’aprés (19) et le résultat admis en fin de Partie IV, les blocs du type J.(1) et Js(—1) s’écrivent
comme produit de deux matrices de symétrie.

D’aprés (16) & nouveau, on sait que J,,, (1/a;) est semblable & la matrice J,,, (a;) "' En utilisant
(13), on en déduit que la matrice diagonale par blocs de taille 2m;
Diag(Jmi(ai)7 Jmi(l/ai))
peut elle aussi s’écrire comme produit de deux matrices de symétrie.
On en déduit (a4 grands coups de produits de matrices diagonales par blocs) que A est semblable

4 une matrice pouvant s’écrire comme produit de deux matrices de symeétrie, et enfin grace a (11)
que A elle-méme peut s’écrire comme produit de deux matrices de symétrie.

On a montré que sur C, une matrice inversible est semblable a son inverse si et seulement si elle
peut s’écrire comme produit de deur matrices de symétrie.



