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Matrices de Hurwitz

I. Matrices semi-simples

Dans ce corrigé, on appellera matrices de similitude (plane directe) les matrices de Ma(R) de la forme M(a,b).
Pour (A1,...,,) € KP, on notera diag(Aq,...,\p) la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les \; pris
dans cet ordre et, pour des matrices carrées Ay, ..., Ay, on notera Diag(A1,...,A,) la matrice diagonale par blocs
dont les blocs diagonaux sont les A; pris dans cet ordre.

1 1

1. Soit A = (_1 3

) . On calcule

r—1 -1
1 r—3

Xa(x) = ‘:(az—l)(x—3)—|—1:(a:—2)2.

La matrice A admet ainsi une unique valeur propre et n’est pas diagonale. Elle n’est donc pas diagonalisable (sur

quelque corps que ce soit, en particulier sur C). On peut alternativement dire que rg (2[2 — A) =r1g <1 :1) =1,

donc que dim E3(A), qui vaut 1, est strictement inférieure a I'ordre de multiplicité de la valeur propre, qui vaut 2, ce
qui entraine que A n’est pas diagonalisable dans M,,(C), donc n’est pas semi-simple.

2. Soit B = _35 ? . On calcule x, = X 2 _4X + 13, trinéme du second degré de discriminant —36 et de racines

2 4+ 3i. La matrice B € M3(C) admet deux valeurs propres distinctes ; elle est donc diagonalisable dans M,,(C) et,
ainsi, semi-simple. Cherchons I’espace propre associé a 2 + 3i :

<z> € Epi3i(B) (1 :531 _12_?)1) (g‘j) + (8) A 1342y =0

2 . 2 0
E2+3i (B) = Vect (_1 + 31) == Vect(W1 + IWQ) avec W1 = <_1> et W2 = (3>,

I’équivalence (1) se justifiant par le fait qu’on sait déja que Iespace propre est de dimension 1. On calcule facilement
3 2 2 4 2 0 6
BW; = (5 1> (1> = <11> =2 <1> -3 <3> =2W71 — 3Wsy & BWy = <3> = 3W1 4+ 2Wys,

ce dont on déduit, par la formule C;(AB) = AC;(B), que
3 2\/2 0\ (2 0\/2 3 3 2\ (2 o0\/2 3\[/2 o0\
-5 1)\-1 3/ \-1 3)\-3 2 -5 1) \-1 3)\-3 2)\-1 3] ~
3. Le calcul précédent est général et 'on peut le présenter plus efficacement. Soient M € Ma(R), une matrice dont
le polynéme caractéristique admet un discriminant strictement négatif, u = a +1ib et & = a — ib ses deux valeurs

propres, qui sont bien distinctes car b # 0 par hypothése. Les deux espaces propres complexes de M sont donc des
droites vectorielles, M est diagonalisable dans M2 (C), donc M est semi-simple.

Soit V' un vecteur propre de M associé a la valeur propre p. En suivant les notations de la question précédente, on
peut écrire V- = Wy +i Wy avec (Wq, Ws) € R2xR2. Alors, par unicité de la représentation algébrique des complexes,
M W1 = an - bWQ

MV =puV <— M(W1+1W2):(a+1b)(W1+1W2)=(an—bW2)+l(bW1+CLW2) <~ {MWQwal‘FaWQ.

En conjuguant, les regles de calcul des conjugués sur C relativement a 'addition et la multiplication donnent im-
médiatement MV = uV <= MV = V. Ainsi, (V, V) est une base de vecteurs propres de M. Corrélativement,

V+V V-V
(WlaWZ)_< 2 ) 2i

> = (Re(V), Im(V)) est une famille libre, donc une base de C2, la matrice de passage

_ 1 _; i
de (V, V) a (Wy, W) étant 3 <} il), matrice de déterminant % # 0, donc inversible. Or, les expressions de M W;
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. . . . b
et MW, ci-dessus montrent que, si ¢ est endomorphisme de C? associé a M, alors mat(WhWﬂ(qzﬁ M) = (_ab a>'

Ainsi M est-elle semblable (dans R) a cette matrice.

4. Soit M € M3(R). Notons A le discriminant de x,, .
— Si A <0, alors la condition ii) est vérifiée et la question 3 montre que M est semi-simple.

— Si A > 0, alors M est diagonalisable dans M3(R), donc dans M2 (C), puisque la matrice de passage contenant
les vecteurs propres appartient & GLa(R) C GL2(C); M est donc & nouveau semi-simple.

— S1 A = 0, M est a derechef diagonalisable dans M2 (R) si, et seulement si, elle 'est dans My (C) si, et
seulement si, M est une matrice d’homothétie.

On a bien montré I’équivalence demandée.

5. Soit N une matrice semblable & une matrice presque diagonale M = Diag (D, M(a1,b1),..., M(ag, bq)), avec les
notations de la définition 2 de I’énoncé. D’aprés la question 3,

Vj € [1,q], 3D; = diag (1, 75;), 3P; € GLy(C): M(a;,b;) = P;D; P; .

Alors, en posant P = Diag(I,, Pi, ..., P,), les régles du calcul par blocs donnent P~ = Diag (I, P ',..., P, !) et,
avec D = diag(A1,...,\p),

PMP~' = Diag(D, Dy,...,Dq) = diag (A1, ..., Ap, 1, BT, - - - fqs Fig) -

6. Si N € M,(R), x, est un polynéme unitaire réel de degré n et il se factorise sur C de la maniére suivante :

p q
Xy = [J(X =) x [T(X = ) (X —15),
i=1 j=1
ou (A1,...,Ap) sont les racines réelles de x, et (uj, /T]) les couples de racines complexes non réelles conjuguées. Avec

cette écriture sans exposant, les racines réelles comme complexes sont susceptibles de se répéter.

Supposons que N est semi-simple. Montrons dans un premier temps qu’il existe une base de C" de la forme
(Ul,...,Up,Vl,Vl,...,VZZ,V(J avec

i) Uy € R" et NU; = \U; pour i € [1,p];
i) NV; = p;Vj et NV; =1, V; pour j € [1,4].

Pour i), notons Uy, ..., U, des vecteurs propres linéairement indépendants tels que NU; = \;U; pour i € [1, p].
Ces vecteurs appartiennent & R"™ comme solutions de systémes linéaires a coefficients réels.

Pour i), soit 1 une valeur propre non réelle de N. Pour V' € C", le calcul de conjugaison déja fait & la question 3
montre alors que NV = uV <= NV =V, donc Ez(N) = {V; V € E,(N)} = E,(N). On obtient ainsi une
base de Ef; en conjuguant une base de E,, ce qui permet de construire par permutation une base de C conforme aux
assertions ci-dessus. Soit (Ul, o Up, Vi, Vi, ... ,Vq,Vq) une telle base.

Le calcul fait & la question 3 montre alors qu'en posant W;; = Re(V}) et W2 = Im(V;) pour j € [1,q], on

—b;
matg (ng) = Diag (diag()\l, o Ap), M(ar, br), ..., M(ag, bq)), matrice presque diagonale.

a E; = Vectc (Wj,l,Wj’g) = Vectc (Vj,vj) et que mat(WqWQ) (¢N) _ <aj 2j‘>, ou puj = a; +ibj. Dol
7,127V g, J

On pouvait alternativement étendre la notion de semi-simplicité aux endomorphismes d’un espace vectoriel réel
de dimension finie, le caractére diagonalisable étant un invariant de similitude. Avec les notations du paragraphe ci-
dessus, si NV, donc ¢, est semi-simple, les plans E; sont stables par ¢ et, la restriction a un sous-espace stable d'un
endomorphisme diagonalisable étant diagonalisable, ces restrictions sont semi-simples. On peut alors leur appliquer

P q

le cas n = 2 (question 3). Dans une base adaptée a la décomposition [@Vect(Ui)] @ [@Ej], on obtient alors
i=1 j=1

une matrice diagonale par blocs avec une partie diagonale et des matrices de similitude, donc une matrice presque

diagonale.



II. Une caractérisation des matrices diagonalisables de M, (C)

Soient ' un C-e.v. de dimension finie n et v € £(E) un endomorphisme diagonalisable. Soient B = (v1,va, ..., vy)
une base de E formée de vecteurs propres de u et F' un sous-espace vectoriel non trivial de E.

7. Si vg € F pour tout k € [1,n], alors F contient B, donc F' D E, soit F' = E, ce qui est exclu par hypothése. Si
vp & F, F N Vect(vg) est un s.e.v. de la droite Vect(vy) ne contenant pas vy, donc un s.e.v. strict de Vect(vy), donc
{0g}. Autrement dit, F' + Vect(vy) = F @ Vect(vy).

On note A I'ensemble des s.e.v. de E stables par u et en somme directe avec F' et £ I’ensemble des dimensions des
éléments de A distincts de {Og}.

8. Soit H = Vect(vy) avec vy choisi comme a la question 7. Alors, H est une droite propre, donc une droite stable
et elle est par hypothése en somme directe avec F. Cela montre que H € A, donc que 1 € £. En particulier, £ est
non vide. Par ailleurs, £ C [1,n], puisque la dimension des s.e.v. de E est majorée par dim E = n. Ainsi, £ est une
partie non vide et majorée de IN. Elle admet donc un plus grand élément, disons r et 'on a r > 1.

9. Soit G € A avec dim G = r (un tel s.e.v. de E existe par construction). Si G n’était pas un supplémentaire de F,
alors F' @ G serait un s.e.v strict de E, auquel on pourrait appliquer la question 7. Montrons que G @ Vect(eg) € A :

— G @ Vect(eg) est stable (par ) comme somme de deux s.e.v. stables;

—sif=g+ e € FN (G o Vect(ek)), alors Aep, € FF+ G, d’ott A = 0 car e, € F + G par hypothése. Alors,
f=9€FNG={0g}; ainsi, F N (G ® Vect(e)) = {0g}.

Corrélativement, dim G @ Vect(ex) =7+ 1 € L, ce qui contredit la maximalité de 7 et conclut la démonstration par
Pabsurde : FF @ G = E. Ainsi, F' admet un supplémentaire stable par u.

Remarque. La démonstration proposée aux questions 7 & 9 est assez lourde et 'on peut aller plus vite : rappelons
que le théoréme de la base incompléte assure qu’il est possible de compléter toute famille libre d’un espace vectoriel
de dimension finie en une base en prenant les vecteurs dans une famille génératrice donnée. On peut ainsi compléter
une base de F' avec des vecteurs propres, lesquels engendrent une somme (directe) de droites stables par u, donc un
sous-espace stable par u.

10. Etudions la réciproque et supposons que tout s.e.v. de E admette un supplémentaire stable par u. Posons
H = @ E)(u). Par hypothése, H admet un supplémentaire G stable par u. Raisonnons par ’absurde et suppo-
AESP(u)

sons que u n’est pas diagonalisable. Ainsi, G # {0g} et u induit un endomorphisme de G par restriction, qui posséde
au moins un vecteur propre, disons x, puisque G est un C-e.v. de dimension finie. Alors, = est un vecteur propre
de u n’appartenant pas & H, ce qui est contradictoire avec la définition de H. Ainsi, G = {0}, donc H = E et u
est diagonalisable. On peut noter que la somme des espaces propres par un endomorphisme est toujours stable par
celui-ci, ce qui donne le théoréme ci-dessous.

Soit u un endomorphisme d’un C-e.v E. Alors, les propositions suivantes sont équivalentes :
i) u est diagonalisable ;
i1) tout sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire stable par u ;

ii1) tout sous-espace vectoriel de E stable par u admet un supplémentaire stable par u.

On peut noter que la discussion de cette partie est vide si dim F < 1, mais le résultat, quoique sans intérét,
reste valide en ce cas. En termes matriciels (méme si 'on n’a raisonné que sur les endomorphismes), une matrice
M € M, (C) est diagonalisable si, et seulement si, tout sous-espace vectoriel de C" admet un supplémentaire stable

par ¢

Remarque. 1l semble probable que I’énoncé ait plutdt souhaité se placer sur un R-e.v. (cela justifierait la mention de

I’hyperplan dans I'indication). Le seul endroit ou 'on utilise que F est un espace vectoriel complexe est cette question

10, pour affirmer I'existence d’un vecteur propre. Supposons que E soit un espace vectoriel réel. On considére le méme

sous-espace H que dans le cas complexe. Soient (e, e2,. .., €p,) une base de H et B une base de E. On peut compléter

(e1,€e2,...,ep) en une base de E avec des vecteurs de B. Si p < n, donc si u n’est pas diagonalisable, on peut alors
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enlever le dernier vecteur de cette base et I'on obtient un hyperplan H' de E contenant H. Par hypothése, H admet
un supplémentaire stable, qui est une droite, donc une droite propre, et I’on obtient ainsi aussi une contradiction.
Notons pour terminer que, sur un e.v. réel, on n’a plus équivalence avec la derniére proposition. Un contrexemple est
donné par les matrices de similitude M (a,b), qui n’admettent pas de sous-espaces stables non triviaux (et vérifient
donc i), mais ne sont pas diagonalisables.

II1. Polynémes de Hurwitz

d
11. Soit R[X] > P = Z ax X" un polynoéme non constant a coefficients strictement positifs. Soit a > 0. Alors
k=0
d
— k
P(a)—z ar " +apg = ag > 0.
k=l >0 >0

Par contraposée, si « est une racine réelle de P, alors a < 0.

12. Si (P,Q) € R[X]? avec P | Q et si Q = PR est un polynéme de Hurwitz, alors, pour « une racine de P, on a
Q(a) = P(a)R(a) =0, d’ou Re(a) < 0 par hypothése sur @), donc P est un polynome de Hurwitz.

13. Soit P un polynome de Hurwitz irréductible & coefficient dominant positif. Etant irréductible, il est de degré un
ou deux. S’il est de degré un, il s’écrit a(X — «) avec @ > 0 et @ < 0 et est donc & coefficients strictement positifs.
S’il est de degré deux, il s’écrit

P=a(X —p)(X —7) = a(X? = 2Re(u) X + |u/?)
avec a > 0. Etant un polynéome de Hurwitz, Re(u) < 0, donc son coefficient de degré 1 est —2a Re(y) > 0. Enfin, son

coefficient constant est a|u|2 > 0, donc P est bien & coefficients strictement positifs. Il est clair qu’il s’agit dans les
deux cas d'une équivalence (mais on ne s’en servira pas dans la suite).

n
Soient n € N*, (21, 22,...,2n) € C" et les polynémes P = H(X —zr) et Q= H (X — 2z, — zp).
k=1 1<k, t<n

14. On suppose n = 2 et que P = (X — z1)(X — z2) est a coefficients réels. Alors, en développant et en ne calculant
que les coeflicients nécessaires,

Q=(X—22)(X —22)(X — 2 — 22)2 = X* - 4(z + ZQ)X3 +uX?+0X + 4z129(21 + 22)2
On suppose que @ est a coefficients strictement positifs.

— Si(z1,29) € R2, alors le signe des coefficients de @) de degré 0 et 3 donne z; + 29 < 0 et 2129 > 0, dout 21 < 0
et zo0 < 0, 21 et zo étant de méme signe et de somme négative.

— Sinon, 29 = 77, d'ott —8Re(z1) > 0 (c’est le coefficient de X?) | soit Re(z1) < 0.

Dans les deux cas, P est un polynéme de Hurwitz.

n m n+m
15. Si P = Zaka et Q = Zkak sont & coefficients strictement positifs, le produit donne PQ = Z X"
k=0 k=0 k=0
avec ¢ = Z a;bj. S'il est évident que ci > 0 pour tout £, il faut vérifier que la somme est non vide pour obtenir
0<igsn
0jsm
i+j=k

cx > 0, donc que l'application définie sur [0, n] x [0, m] par a: (i, j) — i+ j définit une surjection sur [0, n+m]. De
fait, si k € [0, n], on peut écrire k = a(k,0) et, si k € [n+1,n+m], on peut écrire k = a(n, k—n) avec k—n € [1,m].

16. Soit P un polynéme de Hurwitz. Alors, ses diviseurs irréductibles sont également des polynémes de Hurwitz
(Q 12), donc a coefficients strictement positifs (Q 13), ce qui entraine que P lui-méme est & coefficients strictement
positifs (Q 15). Comme P est un polynoéme de Hurwitz, c’est aussi le cas de @, dont les racines sont des sommes de
racines de P, donc ont bien une partie réelle strictement négative et () est donc également a coefficients strictement
positifs.



Réciproquement, supposons que P et () sont a coefficients strictement positifs. Alors, les racines réelles de P sont
strictement négatives (Q 11). Si z est une racine complexe de P, alors Z est également racine de P, puisque P est a
coefficients réels, donc z +z = 2Re(z) est une racine réelle de @ et est donc strictement négatif (Q 11). Ainsi, P est
bien un polynéme de Hurwitz.

IV. Systéme différentiel de matrice associée semi-simple

17. C’est une question de cours. Les matrices M et T' étant semblables, il existe une matrice inversible P telle que
M = PTP~!. Alors, par linéarité de la dérivation,

X=PY

X'=MX < X' =PITP'X < P 'X'=TP'X = (P 'X) =7(P'X) = {Y, v
T T &

Ainsi, pour X = (1'1 a:n) , Y = (y1 yn) , P = (pi:j)lgi,jgn et i € [1,n], il vient z; = Zpi,jyj~
j=1

18. Pour X = (g), M = (_ab 2) et z=x + 1y, le systéme différentiel s’écrit

)= 0 6) =

2 =2 +iy = (ax +by)' +i(=bx +ay) = (a—ib)x + (b+ia)y = (a —ib)z.

¥ =azr+by
y = —br +ay

L’équation en z s'intégre en z(t) = kel@ 1) = ke (cos(bt) —isin(bt)), k € C, soit, pour kK = A +ig,
z(t) = e™ (A cos(bt) + psin(bt ;
(t) t( (bt) + p | (bt)) e X(0) = At < cos(bt) ) et <sm(bt)> |
y(t) = e (pcos(bt) — Asin(bt)) ) cos(bt)

la premiére forme étant donnée par ses coordonnées dans ’esprit de la question 17 et la deuxiéme, vectoriellement.

_21 g) et les formules de la question 17,

En reprenant le calcul fait & la question 2 de la matrice de passage P = <
il vient, en donnant & nouveau les deux formes,
z(t) = 2e™ [Acos(bt) + psin(bt)]
{y(t) = e™[(3p — A) cos(bt) — (p + 3X) sin(bt)]

X (t) = ™ (A cos(bt) + psin(bt)) (_21) + e (pcos(bt) — Asin(bt)) <g) .

19. Les coordonnées x et y tendent vers 0 si, et seulement si le complexe z = x 4+ iy tend vers 0. Or,

a—ib)t

Ve € C: lim kel@ Dt =0 = lim e =0 <= a<0.

t——+o0 t——+o0

20. Par hypothése, ® est solution de S*, soit ®'(t) = T'®(t) pour tout t. Conformément & l'indication, posons
A(t) = *P!||®(1)]|%. On rappelle que si B est bilinéaire sur R® x R™ et f: R — R" et g : R — R™ dérivables, alors
B(f,g) est dérivable et B(f,g) = B(f’,g) + B(f,d'). Corrélativement, on peut dériver et il vient

©
N () = e (28] D(1)[|* + 2(D' (1), D(1))) = 2> (B]|@(1)[|* + (TD(t), B (1)) < 267 (Bll@(t)]* - B D(1)[|*) = 0.
Il s’ensuit que la fonction A est décroissante. En particulier, pour tout ¢ > 0,
A(t) S A0) <= Mo < [RO)F < @) <e [ @(0)].

L’assertion Ag est donc bien vérifiée avec « = B et k = 1.

21. On suppose dans cette derniére question que M est semi-simple, donc semblable & une matrice presque diago-
nale. La relation de similitude étant symétrique, le résultat de la question 17 peut s’inverser et, si deux matrices
sont semblables, les solutions de I'un des systémes est combinaison linéaire des solutions de 'autre. Corrélativement,
I’assertion Ao est un invariant de similitude et I’on peut donc supposer que M est presque diagonale.
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A3 = A,. Cette implication est immédiate car tlim e

—+00
est équivalent au fait que toutes les coordonnées de ®(¢) tendent vers 0 quand ¢ tend vers +oco.

= 0 et que, par continuité de la norme, lim ||®(¢)|| =0
t——+o0

A; & Ajy. Cette équivalence est vraie en dimension 2 d’aprés la question 19 et elle est immédiate en dimension 1,
les solutions de 3y = ay étant y(t) = ke de limite nulle en +oo si, et seulement si, a < 0. L'écriture X' = MX
avec M diagonale par blocs permet de se ramener & ces cas, les blocs étant découplés : plus précisément, pour

M = Diag(diag()\l,...,)\p),M(al,bl),...,M(aq,bq)) et X = (xl :Cn)T, on a

/
X' =MX — |Vie[l,p]: i = Nz & Vje[l,q]: (ﬁzg%ﬂ) = M(ag, by) (f"’g”jﬂ)].
p+2j p+2j
A1&A; = Ajz. On passe par I'expression découplée des solutions. Notons o = —max { Re(A); A € Sp(M)} < 0 et
remarquons que, pour une solution ®(¢) de coordonnées (a:l(t), e xn(t)), pour tout ¢ > 0 et pour tout i € [1,n],
on a |z;(t)] < [|P(t)|l. < ||®(t)]]. Avec les notations ci-dessus (qui reprennent la définition des matrices presque
diagonales), on a

[

Vi € [1,p], ¥t = 0: ()] = |2:(0)]e* < [|@(0)[le™".
Pour j € [1,q] notons z; = xpi2j—1 +izpi2j et pj 'une des deux valeurs propres conjuguées de M (a;,b;). Alors,
Vi € [1,q], V> 0: |2(t)] = [2;(0)]e” Rt < ||@(0)[le™ .

Finalement,

0: [@(1)]* = sz +Z|Zg <@+ge @) o V= 0: (o)) < VP +ge *P(0)].

On pourrait aussi passer directement sur C pour diagonaliser M.



