Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2023-2024) Mathématiques (D. Broizat)

Convexité : rappels de MP2I et compléments

Convexité : rappels de MP2I et compléments 1/ 12



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2023-2024) Mathématiques (D. Broizat)

Convexité : rappels de MP2I et compléments 2/ 12



Table des matiéres

I Parties convexes . . . . . .. L e
I Fonctions convexXes . . . . . . . . v v v v it it e e e e e e e e
1) Définition et propriétés . . . . . ...
2)  Fonctions convexes dérivables . . . . . ... ... Lo Lo
3) Inégalités de convexité classiques . . . . . . . ... Lo L.



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2023-2024) Mathématiques (D. Broizat)

I Parties convexes

FE désigne un R-espace vectoriel.

La notion de barycentre est hors-programme, mais permet de comprendre la notion de convexité plus
en profondeur.

Définition 1 (Barycentre, isobarycentre)

Soit (a;)icr une famille finie de vecteurs de E et (\;)icr une famille finie de réels tels que Y A; # 0.
i€l
On appelle barycentre de la famille (a;) affecté des coeflicients (\;) le point :

1
ier €l
On parle d’isobarycentre lorsque les coefficients (A;)icr sont tous égauz entre euzx. Dans ce cas :

1
m:gZaz

icl

Vocabulaire
On dit aussi que m est le barycentre du systéme pondéré (a;, \;)icr-

Remarque
Le barycentre est inchangé si :

e on retire de la famille les vecteurs (a;) affectés d’un coefficient nul;
e on permute les couples (a;, \;) ;

e on multiplie tous les coefficients \; par un méme coefficient non nul.

On peut donc toujours se ramener au cas ot Y A; = 1.
i€l

Propriété 2 (Associativité du barycentre)
Soit I un ensemble fini et Iy, I, des parties de I telles que Iy U I, = I, I1 NI, = (.
Soit une famille (A\;);er de réels telle que Y Ny #0 et Y. N\ #0.
i€l i€ls
Simy est le barycentre de (a;, \;)icr, €t ma est le barycentre de (a;, \;)icr,, alors le barycentre m

de (ai, Ni)ier est aussi le barycentre de ((ml, ST A, (ma, >0 N) ).
i€l i€la

Preuve
Posons ux = >, A; # 0 pour k € {1,2}. Par hypothése :
i€ly
m L Z Aia m 1 Z Aia
1= 1, 2 = — Uiy
Micn M2 5T,
donc

1 1 1

icr I ich icls i€ly
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Définition 3 (Segment)
Etant donnés deux points a et b de E, on appelle segment [a, b] 'ensemble des barycentres de
(a,b) affectés de coefficients positifs :
1
75:{7/\ Aob), A1 >0, Aa >0, A + A 0}.
[a, b] )\1+)\2(1a+ 2b), A1 > 2 2 1+ A2 #

En se ramenant a une somme de coefficients égale a 1, cela se réécrit :

[a,0] = {(1 = XN)a+ b, 0 <A <1},

Remarque e Si E est un espace vectoriel normé, alors le segment [a,b] définit un chemin dans E
de a vers b, puisque Uapplication v : [0,1] — E définie par v(t) = (1 — t)a + tb est continue (car
lipschizienne, vu que ||[v(t) —y(u)| = ||b — a| x |t — u|) et vérifie v(0) = a, v(1) = b.

e Le point y(1/2) = “TH’ est l'isobarycentre de (a,b), appelé milieu du segment [a, b].

Dessin (Illustration de la paramétrisation du segment)

Définition 4 (Partie étoilée)
Une partie A C E est dite étoilée s’il existe un point a € A tel que pour tout b € A, [a,b] C A.

Dessin (Partie étoilée)

Définition 5 (Partie convexe)
Une partie A C E est dite convexe si pour tout (a,b) € A?, [a,b] C A.

Remarque
A est conveze <= V(a,b) € A%, YA €[0,1], (1—=N)a+ b€ A.

Dessin (Partie convexe)

Exemple e () et E sont convexes.

e Tout segment [a,b] C E est convexe : en effet, si z,y sont dans [a, b], alors il existe Ay, A2 € [0, 1]
tels que x = (1 — A)a+ Ab et y = (1 — A2)a + A2b, donc pour tout A € [0,1] :

(1 — )\).’L’ + Ay = (1 — /\) ((1 — )\1)& + )\1b) + A ((1 — )\2)(1 + )\Qb)

= (1 — A1 — /\()\2 — /\1))& + (/\1 + )\(/\2 — )\1))() = (1 — t)CL + tb,
avec t = A1 + A(A2 — A1) € ]0,1] car :
i A <A, 0SS A <t <A+ (A= A) =A< 15
* Si)\1>>\270§)\2§t§)\1§1.
On a donc montré que V(x,y) € [a,b]?, (1 — Nz + Ay € [a,b], donc [a, b] est convexe.

e Tout sev F de F est convexe, car une combinaison convexe de deux vecteurs ((1 — A)a + A\b avec
A € [0,1]) est un cas particulier de combinaison linéaire, et tout sev est stable par combinaison
linéaire.

e Tout sous-espace affine X de F est convexe : si X = (), c’est évident.

Si X est non vide, alors si on fixe xg € X, on a X =29+ F, ou F est un sev de E. Dans ce cas,
pour tout (x,y) € X%, onax =x¢+aety=x+bavec (a,b) € F?, donc pour tout A € [0,1] :

I-Nz+Ady=z0+(1—-Na+IbeX.
~—_———
€F
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Propriété 6 (Convexité des boules dans un evn)
Soit E un espace vectoriel normé. Toute boule (ouverte ou fermée) est conveze.

Preuve
Soit @ € E et r > 0. Montrons que la boule ouverte B(a,r) est convexe.
Etant donnés x,y dans B(a,r), on a ||z — al| < r et ||y — al| < r, donc pour tout A € [0,1] :

1 =Nz + Xy —al = [(1 =Nz —a) + My —a)[| <A =Nz —all + Ay —al| < (1= X)r+Xr =,

ce qui montre bien que (1 — Az + Ay € B(a,r). On procéde de méme pour la boule fermée B(a,r).

Propriété 7 (Lien entre convexité et connexité par arcs)
Soit E un espace vectoriel normé et A C E une partie non vide. Alors :
A convere = A étoilée =— A connexe par arcs.

Preuve

Si A est convexe, fixons un point a € A (possible car A # (). Alors pour tout b € A, on a [a,b] C A
par convexité, donc A est étoilée.

Si A est étoilée, alors pour tous points (z,y) € A2, on a [a,z] C A et [a,y] C A, donc il existe un
chemin dans A de a vers z, et un chemin dans A de a vers y. Ainsi, par transitivité, il existe un chemin
dans A de x vers y, ce qui montre que A est connexe par arcs.

Propriété 8 (Caractérisation des parties convexes)
Soit A C E. On a équivalence entre :

(i) A est conveze;

(i1) tout barycentre de points de A & coefficients positifs appartient ¢ A.

Preuve (i) = (i)|Si a,b sont dans A, alors tout point du segment [a,b] est un barycentre de
(a,b) a coefficients positifs, donc appartient & A d’apreés (i¢). Donc [a,b] C A, ce qui montre que A
est convexe.

(i) = (4t) | Supposons A convexe et montrons la propriété (i) par récurrence sur le nombre de
points (a1, - ,a,) € A™ considérés.

Sin=1,il n’y arien & montrer.

Sin =2, c’est direct car tout barycentre de (a1, az) a coefficients positifs est un point du segment
[a1, as], donc appartient & A par convexité.

Supposons la propriété (ii) vraie pour un entier n € N* et montrons-la pour n + 1 points de A,

notés (ay, -+ ,an, ans1). Soient des coefficients positifs Ay, -+, A1 tels que Z?Ill A # 0, et soit
m le barycentre de (a;, A\i)1<i<n+1. On peut supposer que Vi € {1,--- ,n+1}, A; > 0 (sinon, un des

A; est nul et m se réécrit comme barycentre de n points, d’ot m € A par hypothése de récurrence).
Par associativité du barycentre (cf. prop. 2), m est aussi le barycentre de ((b, i), (@nt1, Ant1)), O
b est le barycentre de (a;, \;j)1<i<n €t = > 1 ; A; > 0. Par hypothése de récurrence, b € A, et vu
qu’on a aussi an11 € A, on déduit par le cas n = 2 que m est dans A, en tant que barycentre a
coeflicients positifs de deux points de A.

II Fonctions convexes

I désigne un intervalle de R.

1) Définition et propriétés

Définition 9 (Fonction convexe)
Une fonction f: I — R est dite convexe lorsque

Y(a,b) € I?, V) € [0,1], F((1=XNa+Ab) < (1= N\)f(a) +Af(b).
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Remarque

11 suffit que l’inégalité précédente soit vérifiée pour tout a # b dans I? et pour tout X €]0, 1] pour que
f soit conveze. En effet, l'inégalité est toujours vraie sia =b ou A =0 ou A = 1 (c’est une égalité
dans ces cas).

Dans la suite, on supposera I d’intérieur non vide (dans les autres cas, I est vide ou singleton,
donc f: I — R est automatiquement convexe dans ces cas triviaux).

Rappel (Graphe d’une fonction)
Le graphe de f : I — R est ’ensemble

Ty ={(z,y) €R? zeclety=f(2)}

Propriété 10 (Caractérisation de la convexité par la position relative du graphe et des
cordes)

Une fonction f : I — R est convexe si et seulement si pour tout (a,b) € I? avec a # b, le graphe de
fliap) est situé en dessous de la corde joignant les points d’abscisse a et b.

Preuve
Fixons (a,b) € I? distincts et notons A = (a, f(a)) et B = (b, f(b)) les points du graphe de f
d’abscisses respectives a et b. La corde joignant A et B est le segment [A, B] :

[A, Bl ={(1 =NA+AB, A€ [0,1]} = {((1 = MNa+ b, (1 =A)f(a) +Af(b), A€ [0,1]}.

Etant donné un point quelconque M = (zp7,ynr) de la corde [A, B, le fait que f soit convexe se
traduit donc par

f(xar) < ymr,

c’est-a-dire que M est situé au-dessus du point N = (zy, f(zar)) qui est le point du graphe de f de
méme abscisse.

Exemple
La fonction "valeur absolue" |.| : R — R est convexe.
Toute fonction affine est convexe.

Définition 11 (Fonction concave)
Une fonction f: I — R est dite concave lorsque

Y(a,b) € I, YA €[0,1], F((1=XNa—+Ab) > (1= N)f(a) + Af(b).

Remarque
f est concave ssi pour tout (a,b) € I? avec a # b, le graphe de fliap) est situé au-dessus de la corde
joignant les points d’abscisse a et b.

Propriété 12 (Lien entre convexité et concavité)
f est concave <= —f est convexe.

Preuve
Multiplier une inégalité par —1 change son sens.

ATTENTION !
Il existe des fonctions ni convexes ni concaves (f : R — R définie par f(z) = 23 par exemple).
Les fonctions affines sont & la fois convexes et concaves.
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Définition 13 (Epigraphe d’une fonction)
Soit f : I — R. On appelle épigraphe de f l’ensemble :

Epi(f) = {(z,y) €R?, z €1 ety > f(x)}.

Remarque
Epi(f) est la partie du plan située au-dessus du graphe de f.

Propriété 14 (Caractérisation de la convexité par 1’épigraphe)
Une fonction f: I — R est conveze si et seulement si son épigraphe Epi(f) est convexe.

Preuve Supposons f convexe. Soit A = (x4,y4) et B = (zp,yp) deux points de Epi(f). On
a f(xa) <ya et f(zp) < yp. Considérons un point C' du segment [A, B] :

C=(xc,yc)=1=XNA+AB=((1—-Nza+ e, (1 —ANya + \yp).
Par convexité de f, on a

flze) = f(1=Nza+ ) < (L= A)f(za) + Af(zB) < (1 = Nya + A\ys =y,

donc C € Epi(f), ce qui prouve que Epi(f) est convexe.

Supposons Epi(f) convexe. Pour tous (a,b) € I? distincts, les points A = (a, f(a)) et B =
(b, f(b)) sont dans Epi(f) (car sur le graphe de f), donc [A, B] C Epi(f) par hypothése. Cela signifie
que la corde [A, B] est située au-dessus du graphe de f|(, 5], et donc f est convexe par la prop. 10.

Propriété 15 (Inégalité de Jensen)
Soit f: I — R une fonction convexe et n € N*. Alors, pour toutes familles (ay, - ,a,) € I"™ et

A1, s An) € (RY)™ tels que > N\i=1, ona
i=1

f (Z /\iai> < Z)\zf(a )

Preuve (Preuve "classique")

Par récurrence sur n.

Pour n =1, il n’y a rien a faire (on a égalité).

Pour n = 2, c’est directement la définition de la convexité de f puisque A\; =1 — Ao, donc

f()\lal + )\2(12) = f((l — )\2)&1 + )\2@2) (1 — Ag)f(al) + )\Qf(a2> = Alf(al) + )\2f<a2).

Soit n > 2. On suppose I'inégalité vraie pour n points. Montrons-la pour n+1 points : soit (a1, ,an41) €
I"tLet (A1, , Adpa1) € (RT)™H tels que nil A= 1.

Si un des A; est nul, alors I'inégalité est vrazizlcar on se rameéne au cas de n points.

Si A; > 0 pour tout ¢ € {1,--- ,n + 1}, alors en posant A\ = zn: Ai > 0,0na A,+1 =1— A, donc par
convexité de f : =

n+1 n )
f <Z )\la2> =f ()\ <Z /}az> + (1 — )\)a/nJrl) < Af (Z XZ > )‘)f<an+1)'

Or, par hypothése de récurrence appliquée a la famille (a1, - - - ,ay,) avec les coefficients (%)19491 (qui
sont bien positifs et de somme 1), on a

/ (; AaZ) >3 D=3 > nfa).
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donc finalement
n+1

n+1 n
f (Z )\iai> < ZAif(ai) + Ag1f(@ng1) = Z i f(as),
i=1 i=1

i=1
ce qui montre I'hérédité.

Preuve (Preuve géométrique)

Pour tout i € {1,--- ,n}, considérons le point A; = (a;, f(a;)) € R%. Chaque point A; appartient au
graphe de f, donc a son épigraphe. La fonction f étant convexe, I’épigraphe de f est convexe, donc
contient aussi le barycentre du systéme (A;, A\;)1<i<n, ¢’est-a-dire le point :

M= (Z )\iai72)\if(ai)> = (zTm, Ym).
i=1 =1

Et le fait que M € Epi(f) se traduit par f(za) < yu, c’est-a-dire I'inégalité de Jensen.

Définition 16 (Fonction pente en un point xg)
Soit f : I — R et g € I. On appelle fonction pente en xy (ou taux d’accroissement en xzg)
la fonction py, : I'\ {xo} — R définie par

Vo e I\ {zo}, pxo(x):m%i‘?o).

Remarque
Pour (x,y) € I? distincts, on a pz(y) = py(z).

Propriété 17 (Caractérisation de la convexité par la croissance des pentes)
f I — R est conveze si et seulement si pour tout xg € I, la fonction py, : I\ {zo} — R est
croissante.

Preuve Supposons f convexe et fixons trois points distincts (zg,z,y) € I avec x < y.
Montrons que py, () < pay (y)-

* 8l wg < x <y, alors il existe A €]0, 1] tel que = = (1 — X\)zg + Ay, donc par convexité de f :

f(@) < (X=X f(zo) + Af(y)-
Vu que z — x¢ > 0, on peut majorer la pente :

pou () = f(z) - f(zo) < A(f(y): f(zo)) _ /\(f)(\y) - f(@0)) "
T — Xg T — g (y — o)

* sl < xp < y, alors d’aprés le premier cas (en permutant les roles des variables) :

Pxg (:C) = pm(xo) < pr(y) — f(y;_j:(x)

Or, il existe A €]0, 1] tel que zg = (1 — Az + Ay, donc par convexité de f :
f(@o) < (T =N f(x) + Af(y)-

On en déduit (vu que y — z¢ > 0) la minoration :

_ W) = flo) o fy) - (=N f(x) = Afly) _ A-NW) - fl=) _
Pao(y) = —— = BRI = px(y),

donc finalement, p,, (z) < p(y) < pao (v)-

* sl x <y < xg, alors d’apres le deuxiéme cas (en permutant les roles des variables) :
py(®) < palz0) < py(w0),

donc pg,(x) = pz(w0) < py(0) = Doy ()-
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Supposons que pour tout xg € I, la fonction ps, : I'\ {zo} — R est croissante et montrons que
f est convexe. Pour cela fixons a < b dans I et A €]0,1[. En posant ¢ = (1 —X)a+Ab,onaa < ¢ <b,
donc par hypothése :

pa(C) S pa(b)a

c’est-a-dire :

1) = fla) _ f(0) — f(a)

c—a b—a

En multipliant par ¢ —a > 0, cela revient & :

50~ f@) < 5=

(f(b) = f(a)) = A(f(b) = f(a)),

c’est-a-dire f(c) < (1 —X)f(a) + Af(b), et donc f est convexe.

Corollaire 18 (Inégalité des trois pentes)
Si f: I — R est convexe, alors pour tous points x <y < z dans I, on a :

P2(y) < p2(2) < py(2).

Preuve
D’aprés la proposition précédente, p, est croissante donc p,(y) < p.(z) = p.(z).
Mais p. est également croissante, donc p.(z) < p.(y) = py(z), ce qui montre la double inégalité voulue.

2) Fonctions convexes dérivables

Théoréme 19 (Caractérisation des fonctions convexes dérivables)
Soit f: I — R dérivable. Alors, | est convexe ssi f' est croissante.

Preuve Supposons f convexe. Fixons z < y dans I et montrons que f/(z) < f'(y).
Pour tout point z tel que z < z < y, on a l'inégalité des trois pentes :

pe(2) < pa(y) < p2(y) = py(2),

c’est-a-dire

Q) =S SR W)
zZ— - - z—=Yy
Puisque f est dérivable en tout point de I, on a
z—azt z=y Yy

donc par passage a la limite lorsque z — x* puis lorsque z — y~ dans les inégalités précédentes
(séparément !), on obtient f'(x) < p,(y), puis p.(y) < f'(y), donc f'(z) < f'(y).

Supposons f’ croissante. Etant donnés a < b dans I et A €]0, 1], on pose ¢ = (1 — A)a+ Ab. On
a alors a < ¢ < b, donc en appliquant 1’égalité des accroissements finis sur les segments [a, ] et [c, b]
(sur lesquels f est bien dérivable), il existe z, €]a, c[ et xp €]c, b[ tels que

fle) = fla) _ (o), f(0) = f(e)

c—a b—c

= f'(xp).

Vu que a < z, < ¢ < xp, < b, on obtient par croissance de f’ 'inégalité f'(x,) < f'(z3), c’est-a-dire :

f(©) = fla) _ f(0) = f(¢)
c—a = b—c '
ou encore fe) = f(a) < f(b) = f(c)
Ab—a) — (1=XN)(b-a)
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En multipliant par A(1 — A)(b — a) > 0, on en déduit :

(1 =X)(f(e) = fla)) < Af(b) = f(e)),

c’est-a-dire
fle) < (X =A)f(a) +Af(b),

et donc f est bien convexe.

Corollaire 20 (Caractérisation des fonctions convexes deux fois dérivables)
Soit f: I — R deux fois dérivable. Alors, f est convexe ssi f” > 0.

Preuve
Immeédiat d’aprés la proposition précédente car sous ces hypothéses, f croissante équivaut a (f')’ > 0
(vu que I est un intervalle).

Remarque
On a aussi :

f concave <= (—f) conveze <= (—f)" =—f">0 < f"<0.

Propriété 21 (Position relative du graphe et des tangentes)
Soit f : I — R dérivable et conveze. Alors, le graphe de f est situé entierement au-dessus de toutes
ses tangentes.

Preuve
Fixons a € I. Une équation cartésienne de la tangente au graphe de f en a est

y = f'(a)(x —a) + f(a).
Dans la preuve du théoréme 19, nous avons montré que sous ces hypothéses, on a pour tout z € I :

<o = T < pw) = 1@ -0 2 @-af)

f(x) = f(a)

——s ! < a =
a<x f (CL) >p (I) Tr—a (x—a>0)

f(@) = f(a) = (z —a)f'(a).

Donc pour tout & € I\ {a}, on a l'inégalité f(z) > f'(a)(x —a) + f(a), et elle reste vraie pour = = a.

Remarque
Le graphe d’une fonction concave est situé entiérement en dessous de ses tangentes.

3) Inégalités de convexité classiques

e La fonction In est concave, donc son graphe est en-dessous de sa tangente en x = 1, c¢’est-a-dire
Vo > 0, In(x) <z —1.
e La fonction exp est convexe, donc son graphe est au-dessus de sa tangente en x = 0, c’est-a-dire
Vx € R, e >1+ux.

e La fonction sin est concave sur [0,7/2], donc son graphe est au-dessus de la corde joignant les
points (0,0) et (7/2,1) et en-dessous de la tangente en x = 0, ce qui donne l’encadrement :

2
Yz € [0,7/2], —z <sin(z) < z.
™
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e Inégalité arithmético-géométrique : pour tous réels a1, -+ ,a, >0:
1
Vay:-an < E(al‘i“i‘an)
(utiliser I'inégalité de Jensen avec la fonction convexe —In et les coefficients \; = 1/n).

e Inégalité de Young (qui résulte elle aussi de la concavité de In)

2 1 1 9 aP b4
Y(p,q) €1, +oof7, 5"_5:1 = ¥(a,b) €]0,+o0[*, ab< ;4‘;

(qui sert notamment & montrer l'inégalité de Holder).
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