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CH19 : Calcul différentiel - aspects théoriques

Dans tout ce chapitre, E et F' désigneront deux R-espaces vectoriels normés de dimension finie, avec
dim(E) > 1, et  un ouvert non vide de E.

On notera en général n = dim(F), m = dim(F'). Lorsqu’on munit E et F' de bases, elles seront notées
respectivement B = (e1,--- ,en), Br = (e}, - ,el,).

On aura la plupart du temps en contexte une application f: Q C EF — F.

I Applications différentiables

1) Dérivée directionnelle

Si f: I — F,ou I est un intervalle de R d’intérieur non vide, alors f est dérivable en a ssi
LS~ f(a)
T—a Tr—a

f'(a), tel que :

existe et est finie. Cela revient a dire qu’il existe un unique vecteur de F, noté

V€ Q, f(x) = f(a)+ (x —a)f'(a) + (x — a)e(x), ou e(z) — Op.

r—a

(voir CH.15 sur les fonctions vectorielles).

Si on envisage maintenant le cas d’une fonction a variable vectorielle, c’est-a-dire f : Q@ — F avec
Q C F, alors on ne peut reprendre telle quelle ce DL, en a pour donner un sens a la "dérivabilité" de
f en a, car U'expression (x — a)f’(a) n’a plus de sens (on ne peut pas faire le "produit" de x —a € E
par f'(a) € F).

Pour contrer ce probléme, on peut avoir envie d’essayer de se restreindre & des fonctions scalaires,
pour se ramener a un cadre bien connu. D’ou 'idée :

Définition 1 (Dérivée directionnelle suivant un vecteur)

Soit f:Q — F, soita€Q etvek.

On dit que f est dérivable en a selon le vecteur v lorsque la fonction d’une variable réelle
t — f(a+ tv) est dérivable en 0. On note alors

d

Dfla) = [t fla+to)] = lim G(fla+t0) = f(@) € P

et on dit que D, f(a) est la dérivée directionnelle de f en a selon v.
Q — 1

¢« — Dyf(a) est appelée dérivée direc-

Lorsqu’elle est bien définie, l'application D, f : {

tionnelle de f selon v.

Ceci est problématique car on souhaite, comme pour les fonctions scalaires, qu'une fonction dérivable
soit continue. Ainsi les dérivées directionnelles ne forment pas un bon outil pour définir la dérivabilité
d’une fonction a variable vectorielle. C’est pourquoi on va introduire une notion plus complexe, celle
de différentielle en un point.

2) Différentiabilité en un point

Revenons au cas des fonctions a variable réelle : si f : I — F est dérivable en a (avec I intervalle
ouvert de R), alors pour tout h € R tel que a + h € I,

fla+h) = f(a) + hf'(a) + he(h), ot e(h) — O,

h—0
et on remarque que 'application { 3 : hf'(a) est linéaire, donc continue puisqu’on est en di-
mension finie (ce qui assure f(a + h) P~ f(a)).
11—
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On va donc exploiter ce point de vue :

lorsque h est petit, f(a+ h) = valeur f(a) + application linéaire en h + erreur en o(h) ‘,

c’est la grande idée du calcul différentiel, qui permet de généraliser la notion de dérivée.

Définition 2 (Application différentiable en un point)

Soit f: Q — F et soit a € Q).

On dit que f est différentiable en a lorsqu’il existe une application linéaire L : E — F' et une
application € : E — F telle que £(h) hE)E O0F et pour tout h € E tel que a+ h € §2, on a

fla+h) = f(a) + L(h) + [|h]le(R)-

Propriété 3 (Différentiable implique continue)
Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.

Théoréme 4 (Unicité de la différentielle et lien avec les dérivées directionnelles)
Si f est différentiable en a, alors :

(2) pour toutv € E, D, f(a) existe et L(v) = D, f(a) ;

(ii) Uapplication linéaire L est unique. On dit que L est la différentielle de f en a (ou
l’application linéaire tangente & f en a). On note L = df (a) (ou df,), d’ot la relation :

VweE,  df(a)(v) = Dyf(a).

Notation
Ainsi, lorsque f est différentiable en a, on peut écrire

fla+h) = f(a) +df(a)(h) + o(h),

avec df (a) € L(E, F).

Pour tout vecteur h € E, on note en général df (a) - h plutot que df (a)(h) (comme on travaille en
dimension finie, on peut assimiler cela & un produit matriciel). Ainsi, la formule du point (i) se
réécrit :

Yv e E, df(a) -v = D, f(a).

Méthode

Par contraposition, on a donc une méthode pour montrer qu’une fonction n’est pas différentiable en
un point : trouver au moins un vecteur selon lequel elle n’admet pas de dérivée directionnelle en ce
point!

Enfin, le résultat qui suit fait le lien explicite entre les notions de différentiabilité et de dérivabilité
pour une fonction de la variable réelle :

Propriété 5 (Différentiabilité d’une fonction d’une variable réelle)
Soient I un intervalle ouvert de R, soit f : I — F et a € I.
Alors f est dérivable en a ssi f est différentiable en a et, lorsque c’est le cas, on a

f'(a) = df(a) - 1,

et donc,

Vh € R, df(a) - h =hf'(a).
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3) Différentiabilité sur un ouvert

Définition 6 (Application différentiable sur un ouvert)
On dit que [ : Q — F est différentiable sur Q lorsque f est différentiable en tout point de €.
Définition 7 (Application différentielle)
Si f est différentiable sur 2, alors on peut définir Uapplication df : { 8 - Eéf(,j;) .
On appelle différentielle de f.
Définition 8 (Fonctions coordonnées de f dans une base de F)
FEtant donnée une base Bp = (e},...,e..) de F et une application f : Q — F, on appelle fonctions
coordonnées de f dans By les applications f1: Q2 =R, -+ | fr, : Q@ = R définies par :

VeeQ,  fl@)=)_fi(x)e).

j=1

On pourra noter en abrégé [flp, = (f1, -+, fm)-
Vocabulaire
Les fonctions coordonnées (f1,- - , fi,) sont aussi appelées les composantes de f dans la base de F
choisie.

Comme on l'avait déja apergu pour la dérivabilité des fonctions vectorielles, la différentiabilité peut
étre caractérisée sur les fonctions coordonnées de f.

Propriété 9 (Différentiabilité coordonnée par coordonnée)

Soit f: Q — F avec m = dim(F') > 1. On note (f1,..., fm) les fonctions coordonnées de f dans
une base quelconque Bp.

Alors f est différentiable ssi f1, ..., fm sont différentiables et dans ce cas :

Ya € , ldf (a))B- = (dfi(a),- -, dfm(a)).

4) Dérivées partielles dans une base

Soit Bg = (e1,...,e,) une base de E. On décompose un vecteur h quelconque dans cette base :
n

h =" hje;. On obtient alors, si f est différentiable en un certain a €  :
i=1

df(a) - h = df (a) - (Z hiei> = hidf(a) - e;,
i=1 i=1
par linéarité de df (a). Et donc,

df(@)-h =" hD.,f(a),
=1

d’aprés la formule qui relie différentielle en a et dérivées directionnelles en a.

11 suffit donc de connaitre les n dérivées directionnelles D., f(a) pour connaitre 'application df (a). ‘

Ceci justifie 'introduction de la notion suivante :
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Définition 10 (Dérivées partielles en un point par rapport a une base)
Soit Bg = (e1, ..., ey,) une base de E.
‘ , : of of L
(i) Lorsqu’elles existent, on note —(a),...,a—(a) les dérivées directionnelles de f en a
T1 In
selon les vecteurs es,...,e,. Pour tout i € [1,n], on appelle 3 (a) la i-éme dérivée
s
partielle de f en a relativement a la base Bg. '
Par définition, on a donc :
Vi € [1,n] of (a) = D, f(a) = i(tr—>f(a+te-))} *liml(f(athe')—f(a))
s 1oy axi = gy - dt % —o - 501 i
lorsque cette limite existe.
Q — F
(i) Sous réserve d’existence, l’application = af est appelée 1-éme
(%si a ax (Cl)
1
fonction dérivée partielle de f (relativement a la base Bg), pour tout i € [1,n].

Notation

On note aussi 9; f(a) = OF (= 91

o 3:@ (a) o 862-

(a) est la plus claire car elle indique le vecteur suivant lequel on dérive f.

(a) la i deérivée partielle de f en a.

La notation

€
0]
Mais la notation la plus utilisée est a—f(a), il faut bien comprendre que le "x;” est symbolique, il
.

K3
indique juste que l'on dérive par rapport a la i¢ coordonnée, et sous-entend que les coordonnées d’un
vecteur x € E dans Bg seront notées (1, ,Zy).

Propriété 11 (Lien entre différentielle et dérivées partielles)
Si f est différentiable en a alors les dérivées partielles de f en a relativement a toute base Bg

0
existent et vérifient : Vi € [1,n], —f(a) =df(a) - e;. De plus, on a ’expression :

a.Ti

7
8xi ’

Vhe E,  df(a)-h= zn:hz of (a)
=1

ot [hpg = (h1, -+, hn).

Corollaire 12 (Formule de Taylor-Young a ’ordre 1)
Si f est différentiable en a, alors on a le DL1(a) :

n
of
fla+h) = f(a)+ ) him=(a)+o(h),
i=1 ¢
. of y L :
ot les (a) désignent les dérivées partielles en a dans une quelconque base de E.

83%

5) Classe C!

On a la généralisation suivante du concept de classe C' déja vu pour les fonctions & variable réelle :

Définition 13 (Fonction de classe C!)
Une fonction f : Q — F est dite de classe C! lorsqu’elle est différentiable et lorsque Uapplication
df : Q— L(E,F) est continue.

Théoréme 14 (Caractérisation des fonctions de classe C!)
Une fonction f : Q — F est de classe C' ssi ses dérivées partielles (relativement & une base
quelconque de E) existent en tout point de ) et sont continues sur Q.
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Finissons par une évidence :

Propriété 15 (C! implique C°)
Les fonctions de classe C* sont continues.

En résumé, pour f:Q — R :

= f continue

1 . " .
f de classe € = f différentiable { —> f posséde des dérivées partielles en tout point de €2

)

(et les implications réciproques sont fausses) et

‘ f de classe C! <= f posséde des dérivées partielles continues en tout point de (.

6) Matrice jacobienne

En tant qu’application linéaire, la différentielle df (a) € L(E, F') peut se représenter par sa matrice
A dans un couple de bases. En notant (eq,--- ,e,) une base de E et (e}, -, el ) une base de F, les
colonnes de cette matrice A vont étre définies par

. of <6f1 0fm )T
1 (A) — s - | 2L — (2L Lo 2dm
el O =@ ol = [gE@| =(w - Gre
(en notant (fi,---, fm) les coordonnées de f dans la base Bp et en dérivant "coordonnée par coor-

donnée").

Définition 16 (Matrice jacobienne dans un couple de bases)

Soit Bg = (e1,--- ,en) une base de E et Bp = (€},--- ,el,) une base de F.

Soit f: Q — F une application différentiable en a € Q.

On appelle matrice jacobienne de f dans les bases (Bg, Br) la matrice de l'application linéaire

df(a) € L(E,F) dans les bases (Bg, Br). On la note :

o L@ ... 2@
Jac f(a) = Matg, g, (df (a)) = (8171 (a)) = € My, n(R),
J ij - -
’ Yo(a) ... G=(a)
ot (f1,-+-, fm) sont les coordonnées de f dans la base Br et ((‘;’j1 A gj) désignent les dérivées

partielles des f; : @ — R relativement a la base Bg.

Notation
On pourra noter plus simplement J;(a) la matrice jacobienne de f en a.

7) Gradient d’une fonction numérique

Dans ce paragraphe, les fonctions sont a valeurs dans R (d’ou le terme "fonction numérique"), et
définies sur un ouvert  de E, ou E est un espace euclidien (R-e.v. de dimension finie muni d’un
produit scalaire (-|-)).

Théoréme 17 (Gradient en un point)
Soit f: Q — R différentiable en a € Q. Il existe un unique vecteur de E, noté V f(a), tel que

Vhe E,  df(a)-h=(Vf(a)h).

Ce vecteur V f(a) est appelé gradient de f en a.

Propriété 18 (Expression du gradient en base orthonormée)

Soit Bg = (e1,- -+ ,en) une base orthonormée de E, et f: Q — R différentiable en a € Q. Alors
([ Of of )
VI@les = (5@ (@),
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Corollaire 19 (Fonction gradient d’une fonction de classe C')
Q — E

0 s Vf(a) est continue.

Si f:Q — R est de classe C*, alors la fonction gradient Vf : {

Vocabulaire
On dit que le gradient V f est un champ de vecteurs de E (nom donné aux applications Q C E — E).
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II Opérations sur les applications différentiables

On revient au cadre général des applications f: Q2 C E — F, ou F et F sont des R-evn de dimension
finie et € est un ouvert de FE.

1) Combinaisons linéaires

Théoréme 20 (Différentielle d’une combinaison linéaire en un point)
Soient f : Q= F, g:Q — F et (\,u) € R
Si f et g sont différentiables en a € Q, alors Af + pg aussi et

d(\f + pg)(a) = Adf(a) + pdg(a).

Corollaire 21 (Différentielle d’'une combinaison linéaire)
Si f et g sont différentiables sur Q alors, pour tout (\, ) € R?, \f + pg est différentiable sur Q,
avec

d(Af + pg) = Adf + pdg.

1l s’ensuit que l’ensemble des fonctions différentiables de € vers F est un sous-espace vectoriel de
F*® (les fonctions de Q dans F ).

2) Composition

G désigne ici un autre R-evn de dimension finie.

Théoréme 22 (Différentielle d’une composée en un point)

Soient Q un ouvert de E et Q' un ouvert de F. Soit f : Q — F et g: Q' — G telles que f(Q) C Q.
Si f est différentiable en a € Q et si g est différentiable en f(a), alors go f est différentiable en a
et

d(g o f)(a) = [dg(f(a))] o df (a).

Corollaire 23 (Composition extérieure avec une fonction réelle)
Soient I un intervalle réel, f:Q — R et ¢ : I — R telles que f(Q) C I.
Si f est différentiable en a € Q et si ¢ est dérivable en f(a), alors po f est différentiable en a et :

d(po f)(a) = ¢'(f(a)) x df (a)

(produit du nombre réel ©'(f(a)) par Uapplication linéaire df (a)).

Corollaire 24 (Dérivée le long d’un arc)
Soient I un intervalle réel, v: 1 — E et f:Q — F telles que v(I) C Q.
Si v est dérivable en tg € I et si [ est différentiable en v(to), alors f o~y est dérivable en ty et

(f o) (to) = df (v(to)) - 7' (to)-
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Corollaire 25 (Dérivée le long d’un arc tracé dans R")
On suppose que E = R"™. Soit Q un ouvert non vide de R™, soit f : Q) — F,
sotent x1 : I - R,--- ,x, : I = R, ou I est un intervalle réel.
On suppose que (x1(t),...,zn(t)) € Q pour tout t € I.
Soit g : I — F définie par
g(t) = f(@1(t), ..., zn(t)).

Si les x; sont dérivables en ty € I et si f est différentiable en (xl(to),...,xn(to)), alors g est
dérivable en ty et

g'(to) = xi(to)%(wl(to), o an(te)) oo+ x;(to)%(xl(to), e s Za(to)
= Zx’i(to)%(xl(tOL — o, Zn(to)),
i=1 ’

ot les

désignent les dérivées partielles de f relativement a la base canonique de R™.

8xi

3) Composition bilinéaire, multilinéaire, produit

On a déja vu que toute application linéaire L : F — F est différentiable et
Va € E, dL(a) = L.

Pour les applications bilinéaires, la situation est un peu plus compliquée :

Théoréme 26 (Différentielle d’une application bilinéaire)
Soient F, G, H trois R-evn de dimension finie, et B : F x G — H une application bilinéaire. Alors
B est différentiable et

Y(a,b) € F x G, dB(a,b) :

Symboliquement, on peut écrire

Y(a,b) € F x G, dB(a,b) = B(-,b) + B(a,-).

On peut généraliser :

Théoréme 27 (Différentielle d’une application multilinéaire)
Soient Fy,--- , F,, G des R-evn de dimension finie, et M : Fy x --- x F,, = G une application
multilinéaire. Alors M est différentiable et pour tout (aq,--- ,ap) € F1 X - X F), :

Fix-.-xF, — G

dM(al,~.. ,ap) : { (Uh'" ,Up) — M(uhaQ’... ,ap)+"'+M(al7.'. 7a/p—1)up)

Corollaire 28 (Différentielle d’une composition multilinéaire)

Soient f1: Q— Fy,---, fp : Q@ — F, des applications différentiables en a € Q (ouvert de E).
Soit M : Fy x --- x F, = G une application multilinéaire.

Alors, Uapplication

. Q H G
M(fla""fp)'{ r M(f]_(l'),afp(x)) ’

est différentiable en a, et

d(M(f17 7fp))(a) : h’_)M(dfl(a) 'h7f2(a)a"' 7fp(a)) +"'+M(f1(a’)ﬂ"' afp—l(a)7dfp(a) ) h)
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Corollaire 29 (Différentielle d’un produit)
Soient f,g: Q2 — F. Si F est une R-algébre de dimension finie et si f et g sont différentiables en
a €, alors f x g:Q — F est différentiable en a et

d(fg)(a) : h— (df (a) - h) x g(a) + f(a) x (dg(a) - h),
qu’on peut abréger en
d(fg)(a) = df (a) x g(a) + f(a) x dg(a).

Ainsi le produit de deux fonctions différentiables est différentiables, et l’ensemble des fonctions
différentiables de Q vers F est une sous-algébre de F*.

4) Opérations sur les dérivées partielles

Vu qu’une dérivée partielle est une dérivée "classique" (i.e. une dérivée de fonction d’une variable
réelle), on dispose directement de formules pour les dérivées partielles d’une somme, d'un produit,
etc. (en reprenant les formules de dérivation du CH.15 sur les fonctions vectorielles), et ce méme si les
fonctions en jeu ne sont pas différentiables.

Théoréme 30 (Dérivées partielles d’une combinaison linéaire)
Soient f,g: Q — F et (\,u) € R2.
Si f et g admettent des dérivées partielles en a € ), alors A\f + pg aussi et

Vie[ln],  Oi(A\f+pg)(a) = Aif(a) + pdig(a).

Théoréme 31 (Dérivées partielles d’une composition bilinéaire)

Soient F, G et H trois R-espaces vectoriels de dimension finie, f : Q — F, g: Q — G et
B : F x G — H une application bilinéaire.

Si f et g admettent des dérivées partielles en a € ), alors B(f,g) aussi et

Vie[ln],  8i(B(f 9)(a) = B(3:f(a),9(a)) + B(f(a),dig(a)).

Corollaire 32 (Dérivées partielles d’un produit)
Soient f,g: Q — F. Si F est une R-algébre et si f et g admettent des dérivées partielles en a, alors
f X g aussi et

Vie[l,n],  8i(fg)(a) = (8:f(a)) x gla) + f(a) x (ig(a)).

Lorsqu’on compose deux applications différentiables, on peut exprimer simplement les dérivées par-
tielles de g o f en fonction de celles de g et de f. C’est 'objet du résultat suivant :

Théoréme 33 (Régle de la chaine)
Soient Q un ouvert de E et Q' un ouvert de F. Soit f: Q — F et g: Q' — G telles que f(2) C .

On munit E d’une base Bg = (e1,--- ,e,) et F' d’une base Bp = (e}, ,€l,).

rm

Si f est différentiable en a € Q et si g est différentiable en f(a), alors go f est différentiable en a,
donc admet des dérivées partielles en a (relativement a la base Bg), et :

vielLnl,  dlgo @) =3 diful@) x Bg(F(a)),
k=1

c’est-a-dire
. dgof), . ~x~0fk dg
vielal S =3 500 x g ()
ot (f1,-++, fm) désignent les fonctions coordonnées de f dans la base Bp.
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Corollaire 34 (Régle de la chaine pour une composée R" — R — R)
Soient f : QCR” 5> R™, g: Q' CR™ — R avec f(Q) C V.

Notons (f1,---, fm) les composantes de f.

Si f est différentiable en a € Q, si g est différentiable en f(a), alors les dérivées partielles de

Q — R

gof: (1, an) — g A@L ), (@1, 2)
—_—— —_——

=Y1 =Ym

ena=(ay, - ,a,) valent :
. d(gof) — O.fr dyg
1 = .
vielnl  TElw =305k < o (o)
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5) Formule d’intégration

Théoréme 35 (Intégration le long d’un arc)
Soit f : Q — F de classe C* ety : [0,1] — Q un arc paramétré ("chemin") de classe C*, d’extrémités

v(0) = a et y(1) = b. Alors f(b) — f(a) = /0 df (v(t)) -+ (t)dt.

Corollaire 36 (Caractérisation des fonctions constantes)
Si Q est un ouvert connexe par arcs et si f : Q) — F est de classe Ct, alors f est constante si et
seulement si df : Q — L(E, F) est identiquement nulle.
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ITIT Classe d’une fonction

1) Dérivées partielles successives

Définition 37 (Dérivées partielles d’ordre k)

Soit f:Q— F et Bg = (e1,...,en) une base de E.

Par convention, on dit que f est la dérivée partielle d’ordre 0 de f.

Pour k € N, lorsqu’elles existent, on appelle dérivées partielles d’ordre k + 1 de f relativement
a la base Bg les dérivées partielles des dérivées partielles d’ordre k de f.

Notation
Si on note z1,- -+ ,x, les coordonnées dans la base Bg de la variable z € 0, on note :
orf
=0 (- (D: o).
3I113I7k ’Ll( ( lkf) )

2) Classe C*

Définition 38 (Fonction de classe C*)

Soit k € N. On dit que f : Q — F est de classe C¥ lorsque ses dérivées partielles d’ordre k
relativement a une base quelconque de E existent et sont continues.

On dit que f est de classe C* lorsqu’elle est de classe C* pour tout k € N.

Propriété 39 (C**! c C)
Toute fonction de classe C**1 est de classe C*.

3) Opérations sur les applications de classe C*

Dans tout ce paragraphe, k € NU {+o00}.

Théoréme 40 (Structure d’espace vectoriel de C*.)

Soient f,g:Q — F et (\,u) € R2.

Si f et g sont de classe C*, alors \f + pg aussi.

Donc, ’ensemble C* (2, F) des applications de classe C* de Q vers F est un sous-espace vectoriel
de F9.

Théoréme 41 (Composition bilinéaire de fonctions C*)
Soient f:Q—>F,g:Q— G et B: F xG— H bilinéaire.
Si f et g sont de classe C*, alors B(f,g) aussi.

Corollaire 42 (Structure de R-algébre des fonctions de classe C*)
Si F est une R-algébre, alors l’ensemble C*(Q, F) est une sous-algebre de F*L.

Théoréme 43 (Composée de fonctions C¥)
Soient f : Q= F, g:Q — G, ot Q' est un ouwvert de F tel que f(Q) C Q.
Si f et g sont de classe C*, alors go f aussi.

Et on a enfin le critére classique et bien utile :

Théoréme 44 (Classe C* par composantes)
Soit f : Q — F. Alors f est de classe C* ssi les fonctions coordonnées de f dans une base quelconque
de F sont de classe C*.

4) Théoréme de Schwarz

Théoréme 45 (Théoréme de Schwarz)
Si f:Q — F est de classe C2, alors les dérivées partielles secondes relativement ¢ une quelconque
base de E vérifient :

0% f 0*f

Ly ] 1,... 2 = .
V<Z?J) E{ ’ 7n} ’ 8:1028% 8@8%
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