Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

CH18 : Variables aléatoires discrétes

Dans tout ce chapitre (2, .4, P) désigne un espace probabilisé (pas nécessairement fini ou dénombrable).

I Généralités

1) Deéfinition

Définition 1 (Variable aléatoire discréte)
On appelle variable aléatoire discréte (en abrégé VAD) définie sur (Q, A, P) et a valeurs dans

Q — E

un ensemble E toute application X : { 6 —s (w) vérifiant :

(i) Uimage X(Q) est finie ou dénombrable ;
(i) pour tout x € E, Uensemble X 1({z}) = {w € Q, X (w) = x} est élément de la tribu A.

Vocabulaire

Lorsque F = R, on parle de VAD réelle.

Lorsque FE = C, on parle de VAD complexe.

Lorsque £ = K" avec K = R ou C et n > 2, on parle de VAD vectorielle, ou encore de vecteur
aléatoire.

2) Evénements valeurs

Notation (Evénement valeur)
Soit X : Q — E une variable aléatoire discréte. Pour tout € E, on note (X = z) (ou {X = z}, ou
encore [X = z]) I'événement :

(X =2)= X '(f}) = {w e 2, X(w) =a}.

Par définition d’'une VAD, on a bien (X = x) € A, donc on pourra calculer la probabilité de cet
événement, notée P(X = z) (ou P({X = z}), ou encore P([X = z])).

Notation (Image réciproque d’une partie)
Soit X : Q — E une variable aléatoire discréte. Pour toute partie A C E, on note (X € A) (ou
{X € A}, ou encore [X € A]) I'image réciproque de A :

(XeAd)=X1A)={weQ, X(w)e A}

Propriété 2 (L’image réciproque d’une partie est un événement)
Soit X : Q — E une variable aléatoire discréte. Pour toute partie A C E, (X € A) € A.

Notation (Evénément défini par une inégalité)
Si X : Q2 — R est une variable aléatoire réelle discréte et si a € R, alors on note

(X <a)=(X€]—00,a]) = X (] —00,a]) = {we N, X(w)<al.

On notera de méme :

(X <a)={we, X(w)<al,
(X >a)={we, X(w)>a},
(a< X <b)=X"Ya,b)) = (X <b)N(X > a),

et toutes ces parties sont bien des événements de la tribu A.
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3) Loi d’une variable aléatoire discréte

Idée : Etant donné une variable aléatoire discréte X : Q — E, on va munir 'ensemble image X (Q2)
(qui est fini ou dénombrable) de la tribu A = P(X(2)) et on va définir une probabilité sur cet espace
probabilisable "a ’arrivée".

Définition 3 (Loi d’une variable aléatoire discréte)
FEtant donnés un espace probabilisé (2, A,P) et une variable aléatoire discréte X : Q — E, on
appelle loi de X la fonction

= ,{P(X(Q)) — R+
X A — Px(4) =P(X € A)

Propriété 4 (La loi est une probabilité sur I’image)
Soit X une VAD définie sur (Q, A,P) et ¢ valeurs dans E.
Alors, la loi Px est une probabilité sur lespace probabilisable (X (2), P(X(Q))).

Vocabulaire
Ainsi, on dit également que Py est la loi de probabilité de X.

Corollaire 5 (Détermination de la loi d’une variable aléatoire discréte)
Soit X : Q — E une variable aléatoire discréte. La loi de probabilité Px est uniquement déterminée
par la distribution de probabilités discrétes (pe)zex (o) = (P(X = 2))zex()-

Méthode
Pour déterminer la loi d’une variable aléatoire discréte X : Q — E

e on commence par déterminer X (Q) (I’ensemble des valeurs prises par X ).

e on calcule ensuite P(X = x) pour toute valeur x € X (Q).

Théoréme 6 (Existence d’'une VAD de distribution de probabilités donnée)

Soit E un ensemble au plus dénombrable et soit (p;)zcr une distribution de probabilités sur E
(famille sommable de réels positifs, de somme 1). Alors il existe un espace probabilisé (2, A,P) et
une VAD X : Q — E de loi donnée par (pz)zcE-

Définition 7 (Suivre la méme loi)

Soit X une VAD définie sur (Q, A,P) et Y une VAD définie sur (', A, '), avec X et Y a valeurs
dans un méme ensemble E.

On dit que X etY suivent la méme loi si X(Q) =Y (Q) et si Px = Py.

Cela revient & dire que X(Q) =Y (Q) et Vo € X(Q), P(X =z) =P'(Y = z).

Notation

On notera X ~ Y pour dire que deux variables aléatoires discrétes X et Y suivent la méme loi.

De méme, si une variable X suit une loi usuellement notée £ (par exemple U({1,--- ,n}) pour la loi
uniforme sur 'ensemble fini {1,--- ,n}), alors on écrira directement X ~ L.
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4) Lois usuelles a image finie (révisions MP2I)

Définition 8 (Loi uniforme)
Etant donné un ensemble fini non vide E, on dit qu’une variable aléatoire discréte X définie sur
(Q, A,P) suit la loi uniforme sur E lorsque

1

On note alors X ~U(E).

Définition 9 (Loi de Bernoulli)
Soit un réel p € [0;1]. On dit qu’une variable aléatoire discréte X définie sur (2, A,P) suit la loi
de Bernoulli de paramétre p lorsque

X)) ={0;1}, PX=1)=p PX=0)=1-p.

On note alors X ~ B(p).

Définition 10 (Loi binomiale)
Soient un entier n € N et un réel p € [0,1]. On dit qu’une variable aléatoire discrete X définie sur
(Q, A,P) suit la loi binomiale de paramétres (n,p) lorsque

X(Q) ={0,---,n}, Vke{0,...,n}, (X =k)= <Z>pk(lp)”k.

On note alors X ~ B(n,p).

Théoréme 11 (Réalisation concréte de la loi binomiale)

Soit X la variable aléatoire comptant le nombre de succés dans la répétition de n expériences
aléatoires identiques a deux issues, supposées indépendantes, et de méme probabilité de succés p €
[0;1]. Alors X suit la loi binomiale B(n,p).

5) Loi géométrique, absence de mémoire

Définition 12 (Loi géométrique)
Soit un réel p €]0;1[. On dit qu’une variable aléatoire discréte X définie sur (Q, A,P) suit la loi
géométrique de paramétre p lorsque

X(Q) =N, VkeN' P(X=k)=(1-p*p

On note alors X ~ G(p).

Théoréme 13 (Réalisation concréte de la loi géométrique)

Soit X la variable aléatoire donnant le rang du premier succés dans la répétition d’expériences
aléatoires identiques a deux issues, supposées indépendantes, et de méme probabilité de succés p €
10; 1[. Alors X suit la loi géométrique G(p).

Théoréme 14 (Caractérisation des lois sans mémoire)

(1) Soit p €]0,1[. Si X ~ G(p), alors X est "sans mémoire", c’est-a-dire
Y(n,k) € N?, Pixsn)(X >n+k)=P(X > k).

(i) Réciproquement, si une variable aléatoire X : Q — N* wérifie la condition d’absence de
mémoire, c¢’est-a-dire

Y(n, k) € N?, Pixsn)(X >n+k)=P(X > k),

alors X suit une loi géométrique de parameétre p =P(X =1).
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6) Loi de Poisson, approximation de la loi binomiale

Définition 15 (Loi de Poisson)
Soit un réel A > 0. On dit qu’une variable aléatoire discréte X définie sur (Q, A, P) suit la loi de
Poisson de paramétre \ lorsque

)\k

X(Q):Na VkEN, P(X:k):ei)‘xﬁ

On note alors X ~ P()).

Le résultat suivant est essentiel pour comprendre l'intérét de la loi de Poisson :

Théoréme 16 (Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson)
Soient un réel X > 0, une suite (pn)nen & valeurs dans [0,1] et (X, )nen une suite de VAD définies
sur (2, A, P) avec X, ~ B(n,p,).

Sinxp, — M aorsVkeN, P(X,=k) — e *x—.
n——+00 n—-+oo k!

7) Variables aléatoires composées

Propriété 17 (Composition d’une variable aléatoire discréte par une fonction)
Soit X : Q — E une variable aléatoire discrete, et soit f : X(Q0) — E' une application quelconque.
Alors la fonction composée

Q — =
Y:foX:{w — Y(w) = f(X(w))

est également une variable aléatoire discréte.

Notation
Traditionnellement, cette variable aléatoire composée sera notée f(X) plutot que f o X.
C’est ainsi que 'on pourra écrire X2, VX, | X|, aX + b (si E = K), | X|| (si E est un evn), ...

Propriété 18 (Détermination de la loi de f(X) par la loi de X)
SiY = f(X), alors la loi de Y est entierement déterminée par celle de X, via la relation :

VB e P(Y(Q), Py(B)=Px(f'(B)).
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II Couples de variables aléatoires discrétes

(Q, A, P) désigne toujours un espace probabilisé et F et F' deux ensembles quelconques.

1) Loi conjointe

Définition 19 (Couple de deux variables aléatoires)
Soit X :Q— E etY :Q— F deur VAD définies sur (2, A, P).
On appelle couple défini par X et Y la fonction

Q — E x F

Z =2 { w — Z(w) = (XWw),Y(w))

Propriété 20 (Un couple de VAD est une VAD)
Soit X :Q— E etY :Q— F deux VAD définies sur (2, A, P).
Alors, le couple Z = (X,Y) : Q — E X F est également une variable aléatoire discréte.

Vocabulaire
On dit aussi que (X,Y) est le vecteur aléatoire discret de composantes X,Y.

Définition 21 (Loi conjointe)
On appelle loi conjointe de X et Y la loi du couple Z = (X,Y), définie par

P ) { P(ExF) — Rt
ey A — Pxy)(4) =P((X,Y) € A)

Propriété 22 (Détermination de la loi conjointe par les couples élémentaires)
La loi conjointe de X et'Y est entierement déterminée par la distribution de probabilités discrétes

(Pew) @yex@xy@ = PUX,Y) = (2,9))) (2,y)ex @ xY (@)

Notation
Pour (z,y) € E x F on emploiera également la notation P(X = z,Y = y) pour désigner la probabilité
P(X,Y) = (z,y)) (qui est aussi P((X =2) N (Y =vy))).

2) Lois marginales

Définition 23 (Lois marginales d’un couple de VAD)
Etant donné un couple de variables aléatoires discrétes Z = (X,Y) : Q — E X F, on appelle lois
marginales de Z les lois de probabilité de X etY .

Vocabulaire
On parle de premiére loi marginale pour la loi de X, et de deuxiéme loi marginale pour la loi
deY.

Méthode (Déterminer les lois marginales & partir de la loi conjointe)

Si on connait la loi du couple (X,Y) (la "loi conjointe”), alors on peut retrouver celles de X et de Y
(les "lois marginales”).

Par exemple, pour déterminer la loi de X : on a, pour tout x € X (),

yeY (Q) YEY (Q)

puisque (Y = y)yey () est un systeme complet d’événements.
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3) Lois conditionnelles

Définition 24 (Loi conditionnelle de X sachant A)
Soit X : Q — FE une VAD définie sur (Q, A, P) et soit un événement A € A tel que P(A) # 0.
On appelle loi conditionnelle de X sachant A la probabilité :

PX(Q) — L
PX|AZ B — PXlA(B):[P’A(XGB):

Méthode (Calcul d’une loi a ’aide de lois conditionnelles)
Grace aux lois conditionnelles de X sachant (Y =y) (lorsque y décrit Y (2)), on peut calculer la loi
de X a laide de la formule des probabilités totales :

Vee X(Q), P(X=z)= > Pry—
yeY (Q), P(Y=y)#0
puisque les événements (Y = y)ycy (o) tels que P(Y = y) # 0 forment un SQCE (systéme "quasi-

complet" d’événements) de Q.

4) Vecteurs aléatoires

Eyq,---, E, désignent des ensembles quelconques.

Définition 25 (Vecteur aléatoire)
Soient X1 :Q — Eq,--- , X, : Q — E, des VAD définies sur (2, A, P).

On appelle vecteur aléatoire discret de composantes Xi,--- , X, la variable aléatoire discréte
Z:Q— Ey X -+ x Ey, définie par : Vw € Q, Z(w) = (X1(w), -+ , Xn(w)).
La loi de Z est appelée loi conjointe des variables Xy, -, X, tandis que les lois de Xq,..., X,

sont les lois marginales de Z.

Propriété 26 (Un vecteur aléatoire est une VAD)
Avec les notations précédentes, (X1, ,X,) : Q — Ey X --- X B, est bien une VAD.
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III Indépendance de variables aléatoires discrétes

1) Couples de VAD indépendantes

Définition 27 (Indépendance de deux VAD)
Soit X :Q— EetY :Q— F deur VAD définies sur (2, A, P).
On dit que X et Y sont indépendantes lorsque :

VA€ P(X(Q), VBeP(Y (), P(Xe€A)n(YeB))=PXecAPY € B).

Notation
On notera X 1L Y pour indiquer que les VAD X et Y sont indépendantes.

Théoréme 28 (Caractérisation de ’indépendance de deux VAD)
Soit X :Q— E etY :Q— F deur VAD définies sur (2, A, P).
Alors on a équivalence entre :

(i) X etY sont indépendantes ;
(i3) pour tout (x,y) € X(Q) xY(Q), P(X =2,V =y) =P(X =2)P(Y =y).

Propriété 29 (Compositions de VAD indépendantes)

Soit X : Q > FEetY : Q — F deur VAD définies sur (Q, A, P), et soit f : X(Q) — E' et

g:Y(Q) = F' deux applications quelconques. St X 1LY, alors f(X) L g(Y).
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2) Famille finie de VAD indépendantes

Définition 30 (Indépendance d’une famille finie de VAD)

Soient X1 : Q — Eq,--- , X, : Q — E, des VAD définies sur (2, A, P).

On dit qu’elles sont indépendantes lorsque pour toutes parties A; € P(X1(2)),---
Ap € P(Xn (), les événements (X; € A;)1<i<n sont indépendants

(i.e. pour toute partie J C {1,--- ,n}, P (](XZ € Ai)> = H]P’(Xi € A).
icJ ieJ

Vocabulaire
On dit aussi que X1, -, X, sont mutuellement indépendantes.

Théoréme 31 (Caractérisation de ’'indépendance d’une famille finie de VAD)
Soient X1 :Q — Eq,--- , X, : Q — E, des VAD définies sur (2, A,P).
Alors on a équivalence entre :

(i) Xi,---, X, sont indépendantes ;

(i3) pour tout (x1,--- ,n) € X1(Q) X --- x X, (Q), P (ﬂ(x,- —ari)) = H]P’(Xi = ;).

Théoréme 32 (Lemme des coalitions)

Soient X1 : Q@ — Eq,---, X, : Q = E, des VAD indépendantes définies sur (2, A,P), et soit
me{l,---,n—1}.

Pour toutes applications f: X1(2) X -+ X Xpn(Q) = E' et g: Xppy1(Q) x -+ x X, (Q) = F,

les variables f(X1, -+, Xm) et g(Xma1, -+, Xn) sont indépendantes.

3) Famille infinie de VAD indépendantes

Définition 33 (Indépendance d’une famille infinie de VAD)

Soit (X;)ier une famille infinie quelconque de VAD définies sur (Q, A,P).

On dit que les (X;);er sont indépendantes lorsque toutes les sous-familles finies (X;)icy (avec J
partie finie de I) sont indépendantes.

Théoréme 34 (Théoréme d’extension de Kolmogorov)

Soit (L,)nen une suite de lois de probabilités discrétes sur des ensembles E,,.

Alors, il existe un espace probabilisé (2, A, P) et une suite (X,)nen de VAD toutes définies sur
(Q, A, P), indépendantes, et telles que Yn € N, X,, ~ L,,.
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IV Espérance d’'une VAD réelle ou complexe

Dans cette section, les variables aléatoires discrétes sont définies sur un espace probabilisé (2,4, P)
et a valeurs dans K = R ou C.

1) Deéfinition

Définition 35 (Espérance)
On dit que la VAD X : Q — K admet une espérance (ou est d’espérance finie) lorsque la
famille (xP(X = 2))zex(q) est sommable. On appelle alors espérance de X la somme de cette
famille :

E(X)= ) aP(X=nq).

zeX (Q)

Définition 36 (Variable aléatoire centrée)
On dit que X est centrée lorsqu’elle admet une espérance nulle.

Propriété 37 (Cas des VAD a valeurs dans N)
Si X est une VAD a valeurs dans N, alors on a dans R U {400} :

E(X) = fp(x >n) = +ioﬂm(x > n).

n=0

2) Propriétés

Théoréme 38 (Formule de transfert)
Soit X : Q@ — E une VAD (ou E est un ensemble quelconque) et f : X(2) — K une fonction. On
a équivalence entre :

(1) la variable f(X) est d’espérance finie ;
(ii) la famille (f(z)P(X = x))zex () est sommable.

Dans ce cas, on a

E(f(X)= ) [f@PBX=2).

zeX(Q)

Théoréme 39 (Linéarité de ’espérance)
Soit X : Q> KetY :Q — K deur VAD qui admettent une espérance finie.
Alors pour tout A € K, AX +Y admet une espérance finie et EQAX +Y) = AE(X) + E(Y).

Corollaire 40 (Structure d’espace vectoriel des VAD admettant une espérance)
L’ensemble des variables aléatoires discrétes X : Q — K d’espérance finie forme un K-espace
vectoriel, que on notera L'. De plus, l’espérance est une forme linéaire E : L' — K.

Propriété 41 (Positivité de I’espérance)
Si X € L' et si X >0, alors E(X) > 0.
Si de plus E(X) =0, alors X = 0 presque sdrement.

Corollaire 42 (Croissance de l’espérance)
Si X et'Y sont réelles et dans L' et si X <Y, alors E(X) < E(Y).

Propriété 43 (Inégalité triangulaire)
Si X € L', alors |E(X)| < E(]X]).

Propriété 44 (Critére de domination)
Si|X|<Y etsiY €L, alors X € L*.
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3) Espérance des lois usuelles

Théoréme 45 (Espérance des lois usuelles)

(6) 8 X ~U{z1,...,2a}), alors B(X) = % S o
k=1

(17) Si X ~ B(p) (avec p € [0,1]), alors E(X) = p.
(15i) Si X ~ B(n,p) (avecn € N et p € [0,1]), alors E(X) = np.

() Si X ~ G(p) (avec p €]0,1]), alors X posséde une espérance et E(X) = %.
(v) Si X ~P(N) (avec A > 0), alors X posséde une espérance et E(X) = A.

4) Espérance et indépendance

Théoréme 46 (Espérance d’un produit de VAD indépendantes)
(i) Si X etY sont dans L' et indépendantes, alors XY € L' et

E(XY) = E(X)E(Y).
(1) Si Xi,---,X, sont dans L' et indépendantes, alors Xy --- X, € L* et

E(Xy - X,) = E(Xy)-- E(X,).

Corollaire 47 (Espérance d’un produit de VAD composées)
Si X etY sont indépendantes et si f(X) et g(Y) sont dans L', alors f(X)g(Y) € L! et
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V Variance d’une VAD réelle

Dans cette section, les variables aléatoires discrétes sont définies sur (2, A, P) et a valeurs dans R.

1) Moments d’une VAD réelle, espace L*

Définition 48 (Moment d’ordre p d’une VAD)
Soit X : Q — R une VAD et soit p € N*. On appelle moment d’ordre p de X la quantité E(XP),
lorsqu’elle existe et est finie (c’est-a-dire lorsque XP € L').

Dans la suite, on va s’intéresser au moment d’ordre 2.

Propriété 49 (Lien entre moment d’ordre 2 et espérance)
Si X admet un moment d’ordre 2, alors X admet une espérance finie.

Notation
On notera L? I'ensemble des VAD X : 2 — R qui admettent un moment d’ordre 2 :

Xel? < X?’c ' < E(X? < +c.

On a L? C L' d’aprés la prop. précédente, et l'inclusion est stricte, car certaines VAD vérifient
E(]X]) < +00 mais E(X?) = 4cc.

Propriété 50 (Produit de deux VAD ayant un moment d’ordre 2)
Si X etY sont dans L?, alors XY € L'.

Théoréme 51 (Structure algébrique de L?)
L? est un sous-espace vectoriel de L', donc un R-espace vectoriel.

Théoréme 52 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
I2x1?2 — R

(X,Y) +— E(XY)
définie positive), donc on a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Y(X,Y) e L? x L?, |E(XY)| < \/E(X2)\/E(Y?).

Et on a égalité si et seulement si X et'Y sont presque strement proportionnelles.

L’application { est une forme bilinéaire symétrique positive (mais pas

2) Variance et écart-type

Définition 53 (Variance)
Si X € L?, on appelle variance de X le réel positif

V(X) = B(X - E(X))?),

et écart-type de X le réel positif

Théoréme 54 (Formule de Huygens)
Si X € L?, alors V(X) = E(X?) — E(X)2.

Propriété 55 (Variance d’une composée affine)
Si X € L? et (a,b) € R?, alors aX +b € L? et V(aX +b) = a?V(X).

Définition 56 (Variable aléatoire réduite)
Une VAD X € L? est dite réduite lorsque V(X) = 1.
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3) Variance des lois usuelles

Théoréme 57 (Variances des lois usuelles)
. . /'127
(i) Si X ~U([1,n]), alors V(X) = 25572
(i7) Si X ~ B(p) avec p € [0,1], alors V(X) = p(1 — p).

) (

(i13) Si X ~ B(n,p) avecn € N et p € [0,1], alors V(X) = np(1 — p).
)
)

(iv) Si X ~ G(p) avec p €]0,1[, alors X € L? et V(X) = 152,

p2

(v) Si X ~P(N) avec A >0, alors X € L? et V(X) = .

4) Covariance de deux VAD

Définition 58 (Covariance de deux VAD dans L?)
Si X etY sont dans L?, alors on appelle covariance de X et Y le réel

Cov(X,Y) = B((X - B(X))(Y - E(Y))).

Vocabulaire
On dit que X et Y sont décorrélées lorsque Cov(X,Y) = 0.

Théoréme 59 (Formule de Huygens)
Si X etY sont dans L?, alors

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

En particulier, Cov(X, X) =V (X).

Corollaire 60 (Décorrélation et indépendance)
Si X etY sont dans L? et indépendantes, alors elles sont décorrélées.

Théoréme 61 (Inégalité de Cauchy-Schwarz 2)
L?x 1?2 — R
(X,Y) — Cov(X,Y)
(mais pas définie positive). On a donc linégalité de Cauchy-Schwarz :

Y(X,Y) e L?, |Cov(X,Y)| < \/V(X)\/V(Y).

Et on a égalité si et seulement si une des deux VAD est fonction affine de l’autre presque sirement.

L’application Cov : { est une forme bilinéaire symétrique positive

Définition 62 (Coefficient de corrélation linéaire (HP))
Si X, Y sont dans L? avec V(X) # 0 et V(Y) # 0, alors on appelle coefficient de corrélation
linéaire entre X et Y le réel :

Cov(X,Y) Cov(X,Y)

) = S Xe) ~ TNV
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5) Variance d’une somme

Théoréme 63 (Variance d’une somme)
(i) Si X,Y sont dans L?, alors

V(X +Y)=V(X)+2Cou(X,Y) + V(Y).

(ii) Si X1, , X, sont dans L?, alors

V(X1+~~+Xn):zn:V(Xi)+2 3 Con(X;, X;).

i=1 1<i<j<n

(t3i) En particulier, si les variables X1, -+ , X, sont deuz & deux décorrélées, alors
n
V(X1 + 4 Xn) = Y V(X))
i=1
(iv) En particulier, st Xq,--- , X, sont indépendantes, alors

V(X1 +-+X,) = iV(Xi).
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VI Inégalités de concentration

On a toujours en contexte un espace probabilisé (02, A, P).

1) Indicatrice d’un événement

Propriété 64 (VAD indicatrice d’un événement)

Etant donné un événement A € A, la fonction 14 : { 1 siweA  estune VAD,
0  sinon
appelée indicatrice de A. De plus, cette VAD est dans L', et E(14) = P(A).

2) Inégalités de Markov et Bienaymé-Tchebychev

Théoréme 65 (Inégalité de Markov)
Soit X : Q0 — R une VAD. On suppose que X >0 et X € L'. Alors :

BE(X)

Va>0, P(X>a)<

Théoréme 66 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)
Soit X : Q — R une VAD dans L?. Alors :

V(X)

Ve>0,  P(X - B(X)|>e) < —

3) Loi faible des grands nombres

Théoréme 67 (Loi faible des grands nombres)
Soit (X,)n>1 une suite de VAD définies sur (Q, A, P), a valeurs dans R.
Si les (Xp)n>1 sont dans L?, indépendantes et de méme loi, alors en posant Sy, = Xi1 + -+ X,,,

on a g
]P’( 5) — 0.
n n——+oo

— —E(X1)| >
4) Preuve probabiliste du théoréme de Weierstrass

Rappelons ’énoncé du théoréme d’approximation de Weierstrass :

’si f € C([a,b],K), il existe une suite de polynémes (P,) qui converge uniformément vers f sur [a, b]. ‘

Par changement de variable affine, il est facile de se ramener au cas ou [a, b] = [0, 1] (voir exercices de
la feuille 10 sur les suites de fonctions).

Démonstration probabiliste sur le segment [0,1] :

On introduit, pour n € N*, les "polyndomes de Bernstein" (B i)o<k<n. Ces B, représentent la
distribution de probabilités d’une loi binomiale, puisque

Vk €{0,---,n}, Yz € [0,1], B,(z) = <Z>xk(1 —z)"F =P(X = k),

ou X ~ B(n,z).
Etant donnée une fonction continue f : [0,1] — K, on pose alors, pour tout entier n € N* :

xHZBIk f(k/n)
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(c’est une moyenne pondérée des valeurs de f aux points de la subdivision réguliére de [0,1] en n + 1

points).

Fixons un réel e > 0. Par uniforme continuité de f sur le segment [0, 1] (résultant du théoréme de
Heine), il existe un réel § > 0 tel que V(z,y) € [0,1)2, |y — x| <J = |f(y) — f(x)| < e. Pour tout

réel z € [0,1] et tout n € N*, on a alors

n

|Pa(e) = f(2)] = [P BX = k) f(k/n) = Y P(X = k)f(x)
k=0 k

=0
(puisque Y P(X = k) = 1). Par la formule de transfert, on a donc
k=0

n

|Pa(@) = f@)] < Y1 (k/n) = f(@)[P(X = k) = E(|f(X/n) — f(2)])-

k=0
Ensuite, on décompose selon la condition \% —xz| <4
[f(X/n) = f(@)| = |f(X/n) = f@)|] x _yy<s + [ F(X/n) = f(@) | x _z)5s,

donc par linéarité de I’espérance :

[Po(x) = f@) < B\ |f(X/n) = f@)|lx_yj<5 | + B | [S(X/0) = F@)|Dx_yy55
—_— —_—

<e <2[|flloo

X X
<eB (15 o <6) 4271 (15 ~ 21 > 5) < <+ 2 flB(X —nal > n).

| ——
<1

Par l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

V(X)) x(1- x)

P(|X — nz| > nd) = P(|X — E(X)| > nd) <P(|X — E(X)| > nd) < =

n242 d%n
On en déduit la majoration uniforme :
1/4 11/ lloo
v N* x [0,1 P,(x) — < 21 Flloo == = ,
(n,2) EN*X[0,1],  Pa(@) = F(@)] S €+ 20 f oot =<+ 5
donc, puisque ”2];!‘;;’ — 0, il existe ng € N* tel que
n—-+oo

VYn > ng, VYo € [0,1], |P(z) — f(2)] < 2,

ce qui montre bien que la suite de fonctions polynomiales (P,) converge uniformément vers f sur

[0,1].
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VII Fonction génératrice d’'une VAD & valeurs dans N

Dans cette derniére partie, on considérera des VAD définies sur (2,.4,P) et & valeurs dans N.

Définition 68 (Fonction génératrice)
La fonction génératrice d’une VAD X : Q — N est la fonction réelle

+oo
Gx :t— B(t¥) = ZIE”(X =n)t".
n=0

C’est une série enticére de la variable t.

Vocabulaire
On parle aussi de série génératrice de X.

Propriété 69 (Propriétés de la fonction génératrice)
Soit une VAD X : Q — N.

(1) Le rayon de convergence de la série entiére définissant Gx est R > 1, et on a Gx (1) = 1.
(#i) La fonction Gx est continue sur [—1,1].

(#i) La fonction Gx est de classe C* sur ]| —1,1[ et peut se dériver terme & terme.

Théoréme 70 (La fonction génératrice caractérise la loi)
Soit deur VAD X : Q - N etY : Q — N. Alors

Gx = Gy sur un voisinage de 0 <— X ~Y.

Théoréme 71 (Fonction génératrice d’'une somme de VAD indépendantes)

(1) Soit X etY deux VAD & valeurs dans N et indépendantes. Notons Rx et Ry les rayons de
convergence respectifs des séries génératrices Gx et Gy . Alors le rayon de convergence de
Gx+y est supérieur ou égal ¢ R = min(Rx, Ry) et on a

Vit E} — R, R[, Gx+y(t) =Gx (t)Gy(t).

(73) Généralisation : si Xy,---, X, sont des VAD a valeurs dans N et indépendantes, alors le
rayon de convergence de Gx, 1.4 x, est supérieur ou égal & R = min(Rx,,---,Rx,), et
on a

Vie| - R Rl Gx,to4x,(8) =Gx,(8) - Gx, (#)-

Méthode
Ce théoréeme est trés utile pour déterminer la loi d’une somme de VAD indépendantes.

Enfin, citons un résultat qui permet de retrouver l’espérance et la variance a partir de la fonction
génératrice.

Théoréme 72 (Lien entre fonction génératrice et moments)
Soit une VAD X : Q — N.

(i) X € L' si et seulement si Gx est dérivable en 1.
Dans ce cas, on a G'x(1) = E(X).

(i1) X € L? si et seulement si Gx est deuz fois dérivable en 1.
Dans ce cas, on a G% (1) = E(X(X — 1)), et donc
V(X) = E(X?) - B(X)* = G%(1) + Gx (1) — G (1)*.
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