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En MP2I, nous avions étudié les probabilités sur un univers fini. Nous allons ici généraliser ces notions
aux univers quelconques.

I Espace probabilisable

1) Univers

Définition 1 (Univers, éventualités)

L’ensemble des résultats possibles décrivant une expérience aléatoire est appelé univers. On le note
généralement €.

Les éléments w € Q sont les issues observées de ’expérience aléatoire, on les appelle éventualités.

Remarque
Awvec ce formalisme, réaliser l’expérience aléatoire revient & choisir un w dans §.

Exemple (Jeu de pile ou face)
Si 'on s’intéresse au résultat obtenu lors du lancer d’une piéce, on a un univers fini & deux éléments :

O ={P F).

Exemple (Lancer de deux dés)

Si lon s’intéresse au résultat obtenu lors du lancer simultané de deux dés (un rouge et un bleu), alors
Punivers 2 est ’ensemble des couples (a,b), ou a (le résultat du dé rouge) et b (celui du bleu) varient
entre 1 et 6 :

Q= |[176H2 = {(171)7 (1,2),' e 7(176)7 (27 1)7' e 7(676)}

(ici, Q est fini & 62 = 36 éléments).

Exemple (Tirage de deux boules dans une urne)
Soit une urne contenant 1 boule blanche et 4 boules rouges

e On tire successivement deux boules avec remise et on note les couleurs obtenues.
Un univers bien adapté est I’ensemble

Q) = {(BvB)v (B’R)v (R’B)’ (R’ R)}

formé de 4 issues (ici, 'ordre d’apparition des couleurs compte).

e On tire successivement deux boules sans remise et on note les couleurs obtenues.
Cette fois, I'univers

Qo = {(Bv R)a (R7 B)7 (Ra R)}
est mieux adapté, car U'issue (B, B) est impossible.

e On tire simultanément deux boules et on note les couleurs obtenues.
Cette fois, on peut se contenter d’un univers encore plus petit :

Q3 = {{Bv R}7 {R7 R}}

puisque l'ordre d’apparition des boules ne compte plus, il n’y a plus besoin de considérer des
couples, des parties suffisent).

Bien entendu, 'univers €27 est "le plus fin", il peut convenir aux trois situations, mais il n’est pas
optimal pour les deux derniéres (il y aura des situations redondantes).

Remarque

Le choix de l'univers Q dépend de la modélisation choisie pour l'expérience aléatoire. Il ne doit pas
étre trop petit pour pouvoir étudier toutes les issues souhaitées, et pas trop grand pour ne pas prendre
en compte des phénomeénes inutiles.
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Exemple (Lancer d’un dé jusqu’a obtenir le premier "6")
Si l'on s’intéresse a la suite des résultats obtenus lorsqu’on lance un dé jusqu’a obtenir un 767,

alors I'univers 2 est ’ensemble des suites finies (a1, -+ ,a,) avec n € N*, a, =6 et a1, -+ ,ap_1 €
{1,---,5}. Cet univers est infini mais dénombrable, puisque Q = U Q,, avec
neN*

VneN*,  Q,=[1,5]""" x {6},

et chaque (), est fini de cardinal 5" !, donc € est dénombrable en tant que réunion dénombrable
d’ensembles finis.

Exemple (Pile ou Face infini)

Si on s’intéresse a la suite des résutats obtenus lors d’une infinité de lancers de la méme piéce, on
considére I'univers Q = {P, F}N" (suites binaires), qui au passage est infini et non dénombrable (voir
la section du CH.1 sur la dénombrabilité).

ATTENTION !

Nous n’avons pas encore parlé de probabilité! Par exemple, dans le cas du tirage des deux boules dans
I'urne, on se doute bien qu’en fonction de la composition de I'urne, les différentes éventualités n’ont
pas toutes la méme "chance" de se produire.

2) Tribu

En MP2I, nous avons vu que dans le cas d’un univers fini, les événements se représentent par des
parties de Q. L’ensemble des événements peut donc étre assimilé a P ().

Dans le cas général, il n’en est pas ainsi : toute partie de € ne représentera pas nécessairement un
événement : on se limitera & certaines parties de 2, donc a un sous-ensemble de P(£2).

Notation
Etant donné un ensemble €2, le complémentaire d’une partie A C {2 sera noté :

A={weQ, w¢ A}

(on trouve aussi la notation A€).
De méme, étant données deux parties A, B C €2, on notera

A\B={weQ, weAdetw¢ B} =ANDB.

Attention, cela ne suppose pas nécessairement que B C A!

Définition 2 (Tribu)
On appelle tribu sur un ensemble Q toute partie A C P(2) telle que :
(i) Qe A;
(ii) VA € A, A € A (stabilité par passage au complémentaire).
(iii) V(An) € AN, UP> A, € A (stabilité par réunion dénombrable).

Exemple
o A ="P(Q) est une tribu sur £ (la plus grande possible).
o A={0,Q} est une tribu sur Q (la plus petite possible).
e Pour toute partie A C Q, A= {0, A, A,Q} est une tribu sur Q.

Propriété 3 (Propriétés d’une tribu)
Si A est une tribu sur un ensemble Q, alors

(1) De A;
(ii) V(A,B) € A2, AUBe A, ANBe Aet A\Be A.
(iii) ¥(An) € AN, NI A, € A.
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Remarque

Une tribu est donc stable par passage au complémentaire, par réunion et intersection finie ou dénom-
brable.

Preuve
(i) Q€ Adonc ) =Q € A
(#9) Posons Ag = A, A, = B pour n € N*. Tous les A4,, sont dans A, donc
+oo
AUB=|]J4, €A

n=0

De plus, A et B sont dans A, donc par le point précédent AU B € A, c’est-a-dire AN B € A,
ce qui implique (en repassant au complémentaire) que AN B € A.

Enfin, il s’ensuit également que A\ B = AN B est dans A (en tant qu’intersection de deux
événements de A).

(i3i) Pour tout n € N, A,, € A, donc

+oo +oo
ﬂ An = U Tn € Av
n=0 n=0

et en repassant au complémentaire, ﬂ::g A, € A

Définition 4 (Espace probabilisable)
On appelle espace probabilisable tout couple (2, A) constitué d’un ensemble Q et d’une tribu A
sur €).

Exemple
Pour tout ensemble 2, (€2, P(£2)) est un espace probabilisable.

3) Evénements

Définition 5 (Evénements)
Si (2, A) est un espace probabilisable, les parties A € A sont appelées les événements de ['univers

Q.

Exemple
Lancer d’un dé :

Q={1,---,6}, A=PQ).

L’événement A = {2,4,6} traduit "on tire un nombre pair".

Remarque

Lorsque Q est fini ou dénombrable, la tribu choisie sera en général P(§2), donc toutes les parties de §)
seront considérées comme des événements.

Lorsque Q) est infini indénombrable, ce ne sera plus le cas.

Vocabulaire

Rappelons le vocabulaire classique des événéments en probabilités. Etant donné un espace probabili-
sable (€2, A) :

e () est appelé événement impossible;

Q) est appelé événement certain;
e Les événements singletons {w} sont appelés événements élémentaires ;

Le complémentaire A est appelé événement contraire de A

I’événement A N B est appelé intersection des événements A et B
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e [’événément A U B est appelé réunion des événements A et B
e On dit que ’événement A implique 1’événement B lorsque A C B}

e On dit que deux événements A et B sont incompatibles (ou disjoints) lorsque AN B = (), ce
qui signifie que A et B ne peuvent pas se réaliser en méme temps.

Exemple (Réunion et intersection dénombrable d’événements)
Soit (A,)nen € AY une suite d’événements d’un espace probabilisable (€2, A).

400
e [’événement ﬂ A,, correspond & la réalisation de tous les A, en méme temps :
n=0
—+o00
we ﬂAn < VneN, we A,.
n=0
“+o00
e [’événement U A,, correspond & la réalisation d’au moins un des A, :
n=0

“+o0
w e UA” <~ dneN, weA,.

n=0

Exemple (Limite inf, limite sup d’événéments)

+oo +oo
e L’événement U ﬂ A, (parfois noté liminf Ay) est réalisé si et seulement si tous les A, a
N—oo
N=0n=N
partir d’un certain rang sont réalisés :
+oo +oo
we ) [ 4n = INEN, Vn >N, we A,

N=0n=N

Attention, bien comprendre que le "certain rang" N dépend de la réalisation aléatoire w.
+oo 4o

e [’événement m U A,, (parfois noté limsup Ay ) est réalisé si et seulement si une infinité de
N=0n=N N=oo
A,, sont réalisés :
+oo 4o

we () U A < YNEN, In>N, we A,
N=0n=N
La aussi, 'infinité de A,, réalisée dépend de w.
Notons que ces deux événements sont bien dans la tribu A car tous les A, le sont. De plus, on a
I'inclusion

+oo +oo 400 400
UNacnUa
N=0n=N N=0n=N

car "a partir d'un certain rang" est une condition plus forte que "une infinité de fois".
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IT Probabilités

(Q, A) désigne un espace probabilisable.

1) Deéfinition

Définition 6 (Probabilité sur un espace probabilisable)
On appelle probabilité sur (2, .A) toute application P: A — R vérifiant :

(&) P(2) =1;

(i1) pour toute suite (A,) € AN d’événements deux a deuz incompatibles (c’est-a-dire tels que
n#m = A,NA,=0):

+00 +o00
P <U An> = ZIP(AR).

(propriété de o-additivité)

Vocabulaire
On dit aussi mesure de probabilité.

Remarque

La définition sous-entend la convergence de la série Z P(A,,) pour toute suite (A,) € AN d’événe-

n>0
;Z% An> est un réel positif par définition de P.
En d’autres termes, la famille de réels positifs (P(Ay))nen est sommable dés que les (A,) sont deux

a deux incompatibles.

ments deux & deux incompatibles, puisque P (U

Exemple (Probabilité uniforme)
Probabilité uniforme (appelée aussi "équiprobabilité") sur un espace probabilisé fini (Q, P()) :

P — R*
P Card(A)
A Card©)

Vérifier qu’il s’agit bien d’une probabilité.

Exemple (Masse de Dirac)
Masse de Dirac en un point w € € sur un espace probabilisé quelconque (2, 4) :

A — R
Oy : 1 siweAd
A — 5W(A)_{O siwd A

Vérifier qu’il s’agit bien d’une probabilité.

Définition 7 (Espace probabilisé)
On appelle espace probabilisé tout triplet (Q, A, P), ot Q est un ensemble, A est une tribu sur
QetP: A— RT une probabilité.
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2) Propriétés élémentaires

Propriété 8 (Premiéres propriétés)
Soit (2, A,P) un espace probabilisé. Alors :

(i) P(0) =0;
(i3) Si Ag,---, Ay sont des événements deuz ¢ deux incompatibles, alors
P <U Ak> = 3" P(A);
k=0 k=0
(iii) pour tout A€ A, P(A)=1—-P(4);

(iv) pour tout A € A, P(A) € [0,1].

Preuve

(i) Posons Ay = Q et A, = ) pour tout n € N*. Les (4,,) sont deux a deux incompatibles et
U:fo A,, = Q, donc par o-additivité :

+o0 +o00 +o0
1=P(Q)=P (U An> =D P(A,) =P(Q) + > _P(®).
n=0 n=0 n=1

+oo
donc Z P(0) = 0, ce qui implique P(()) = 0 (puisque la série est & termes positifs).

n=1
(12) On pose Ay, = 0 pour k > n+1. Dés lors, les (A )ren sont deux & deux incompatibles (puisque
Ag, -, Ay le sont déja), ce qui entraine :
n +oo +oo n
p (U Ak> —P (U Ak> =D P(Ap) = P(4),
k=0 k=0 =0 k=0

puisque P(Ay) = 0 pour k > n (d’aprés (4)).
(iii) On a @ = AU A (réunion disjointe) donc d’aprés (i4) :

1 = P(Q) = P(A) + P(A).

(iv) Par positivité de IP et par le point (iii), on a P(A) > 0, c’est-a-dire 1 —P(A) > 0, ce qui donne
finalement 0 < P(A) < 1.

Remarque
o Ainsi, on a P: A—[0,1] d’apres (iv).
e [l résulte de la propriété (ii) et de la o-additivité que pour toute famille (A;);cr finie ou dénom-
brable d’événements deuz & deux incompatibles, on a (P(4;))icr sommable et

P (U Ai> = P(4).

el i€l

En effet, il existe une réindexation des A; par [1,n] ou N (selon que I soit fini ou dénombrable)
qui donne une somme finie, donc la sommabilité de (P(A;))icr est acquise par positivité des P(A;)
(cf. chapitre 1 sur les séries et la sommabilité).

Propriété 9 (Croissance et probabilité d’une réunion)
Soit (2, A,P) un espace probabilisé et A, B deuzx événements. Alors :

(i) AC B = P(A) < P(B).
(ii) P(A\ B) = P(A) — P(AN B).
(iii) P(AUB) = P(A) +P(B) — P(AN B).

CHI17 : Espaces probabilisés 9/ 25



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

Preuve
(i) Puisque A C B,ona B= AU (B\ A) (réunion disjointe), donc par additivité finie de P :

P(B) =P(A) +P(B\ A) > P(A),
puisque P(B \ A) > 0 par positivité de P.

(#4) Idem en utilisant la décomposition disjointe :
A=(ANB)U(A\ B)
(#4¢) Enfin, on a la réunion disjointe
AUB=(A\B)UB,
donc P(AU B) =P(A\ B) + P(B), et on conclut avec le point (7).

ATTENTION !
La formule P(A\ B) = P(A) — P(B) est fausse en général! Elle est vraie si B C A.

Corollaire 10 (Sous-additivité finie)
Soit (2, A,P) un espace probabilisé. Si Ag,--- , A, sont des événements, alors

() <Soron
k=0 k=0

Preuve

Récurrence sur n € N. L’inégalité est évidente pour n = 0, c’est une égalité.

Pour n = 1, 'inégalité est vraie par le point (7i7) de la prop. précédente.

Soit n € N*. Supposons l'inégalité vraie pour une famille de n + 1 événements, et montrons qu’elle
reste vraie pour n + 2 évéments, notés Ay, -+, Ay, Aps1. On a

P (U Ak> _p ((U Ak> UAMl) <p ((j Ak> B4
k=0 k=0 k=0

(par le cas n = 1), puis avec I'hypothése de récurrence :

n+1 n+1
(U Ak> < Z]P’ (Ap) +P(A,11) Z}P’ (Ap).

k=0 k=0

Remarque (Formule du crible (HP))
On a en fait une formule qui exprime la probabilité d’une réunion quelconque d’événements :

(U Ak> :Z 1)k+t > P(A;, N Ay, N---N Ay

k=1 1<i1 <t <<t <n

(formule du crible).
Pour trois événements, cette formule s’écrit :

P(A; U Ay UAs) = P(A;) +P(As) +P(A3) — P(A1 N Ag) — P(A; N As) — P(A N Ag) + P(A; N Ay N As).

3) Continuité monotone

On fixe (€2, A,P) un espace probabilisé.

Théoréme 11 (Continuité croissante)
Si (Bn) € AY est une suite croissante d’événements (i.e. B, C By11 pour tout n € N), alors

P(B.) — (U Bk>.
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Preuve
—+o0
La croissance de la suite (B, ) permet de réécrire la réunion croissante U Bj, comme une réunion
. . . k:O
disjointe :
+oo 400
U 8= UG
k=0 k=0
avec

C():Bo, VkEN*, Ck:Bk\Bk,1

(faire un dessin). Les (Cf) sont deux a deux incompatibles, donc

—+o0 +oo —+oo

P (U Bk> =P (U ck> =Y P(Cy).

k=0 k=0 k=0

En outre, pour tout n € N, nous avons, toujours par croissance de (Bk) :
n n
B, = U By = U Ck,
k=0 k=0

donc par disjonction des (Cy) :

n +oo +o0
= P(Cy) HWZP (Ck) = (U Bk>.
k=0 k=0

Corollaire 12 (Limite d’une réunion)
Si (4,) € AN est une suite quelconque d’événements, alors

n +oo
k=0 k=0
Preuve

11 suffit d’utiliser le théoréme précédent avec la suite des réunions partielles (B,,), définie par
n
Vn e N, B, = UAk.

Cette suite (B,) est bien croissante au sens de I'inclusion, donc d’aprés le théoréme de continuité

croissante :
P <1€L—JO Ak) - ]P)( n—>+oo (U Bk)

+00 k Foo
Mais U B, = U (U Al> = U Ay, d’ou la conclusion.

k=0 k=0 k=0

Corollaire 13 (Sous o-additivité)
Si (A,) € AN est une suite quelconque d’événements, alors dans R* U {+o0}, on a :

+oo +oo
P (U An> <Y P(A,)
n=0 n=0

Remarque

o (Cette inégalité n'est évidemment utile que si Z:Z% P(A,) < 1, puisqu’on a déjo P (U:i% An> <1.
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e En combinant ce résultat avec la sous-additivité finie (cf. corollaire 10), on obtient que pour toute
famille d’événéments (A;);c; finie ou dénombrable, on a dans RT U {+o0} :

P (U Ai> <) P(AY).

i€l i€l
Preuve

On suppose 9 P(A,,) < +oo (sinon, 'inégalité est triviale).
Par sous-additivité finie (cf. prop. 10), on a déja

N N +oo
VNeN, P (U An> <D P(A,) <) P(A),
n=0 n=0 n=0

qui est un majorant indépendant de N (car les termes de la série sont positifs). Par le corollaire
précédent, on peut passer a la limite lorsque N — +o0o dans cette inégalité, pour obtenir :

+oo N +oo
(U] e (G S

Théoréme 14 (Continuité décroissante)
Si (Bn) € AY est une suite décroissante d’événements (i.e. B,+1 C B, pour tout n € N), alors

+oo
P(B,) — P (ﬂ Bk> :
k=0

Preuve L
Appliquer le théoréme de continuité croissante a la suite (B)) = (B,,) :

+oo
! /

k=0

donc

+oo +oo +oo
P(Bn)=1—P(B;)n:>w1—P<UB;>:IP U B, :P<ﬂBk>
k=0

k=0 k=0

Corollaire 15 (Limite d’une intersection)
Si (4,) € AN est une suite quelconque d’événements, alors

(1) ([

k=0

Preuve
11 suffit d’utiliser le théoréme précédent avec la suite des intersections partielles (B,,), définie par

VneN,  B,=()A4.
k=0

Cette suite (B,,) est bien décroissante au sens de I'inclusion, donc d’aprés le théoréme de continuité

décroissante : .
P (DOAk> = P(B,) TP (ﬂ Bk> .

k=0
+00 +o00 k +oo
Mais ﬂ By, = m (ﬂ Al> = ﬂ Ay, d’ou la conclusion.
1=0

k=0 k=0 k=0
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4) Evénements négligeables, presque sirs

(Q, A, P) désigne toujours un espace probabilisé.

Définition 16 (Evénement négligeable, presque sir)
Un événement A € A est dit négligeable lorsque P(A) = 0, presque str lorsque P(A) = 1.

Exemple

L’événement impossible () est négligeable, mais ce n’est pas toujours le seul (par exemple, si on lance
indéfiniment un dé équilibré, alors on peut montrer que I’événement "ne jamais obtenir six" est
négligeable, voir les exemples de la section suivante pour les détails).

Remarque o
A est presque sir si et seulement si A est négligeable.

ATTENTION !
A proprement parler, "négligeable" ne signifie donc pas "impossible"! (et "presque str" ne signifie
pas "certain").

Propriété 17 (Propriétés des événements négligeables et presque sirs)

A et B désignent deuzr événements de la tribu A.
(i) Si A C B et si B est négligeable, alors A est négligeable.
(i) Une réunion finie ou dénombrable d’événements négligeables est un événement négligeable.
(i4i) Si A C B et si A est presque sir, alors B est presque sdr.
)

(iv) Une intersection finie ou dénombrable d’événements presque sirs est un événement presque

Sur.

Preuve
(i) 0 <P(A) <P(B), donc P(B) = 0 implique P(A) = 0.
(#3) Si (A;)ies est une famille finie ou dénombrable d’événements négligeables, alors par sous-o-

additiviteé :
0<P (UAl) <) P(4) =) 0=0,

el i€l i€l

donc P < U A,L) = 0.
i€l
(7i7) 1 > P(B) > P(A), donc P(A) = 1 implique P(B) = 1.

P
(iv) Si (A;)ier est une famille finie ou dénombrable d’événements presque strs, alors puisque les
(A;) sont négligeables, on obtient :

IP’(QAZ):l—P(gAi):l—O:L

5) Probabilités sur un univers au plus dénombrable

Dans cette section, {2 est un univers fini ou dénombrable. On le munit de la tribu A = P(€2).

Définition 18 (Probabilités élémentaires)
Soit P une probabilité sur (2, A). On appelle probabilités élémentaires la famille de réels

(Pw)wea = (P{w}))wea-

Propriété 19 (Propriétés des probabilités élémentaires)
La famille (p,,)weq est une famille de réels positifs, sommable et de somme égale o 1.
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Preuve

Evident par o-additivité de [P en considérant la réunion disjointe Q = U {w}.
weN

Vocabulaire

On dit alors que (pu)weq est une distribution de probabilités discrétes sur (.

Théoréme 20 (Détermination d’une probabilité sur un univers au plus dénombrable)
Soit (pu)wea une famille de réels positifs, sommable et de somme égale a 1. Alors, il existe une
unique probabilité P sur (Q, A) telle que

Yw € €, P({w}) = pu,-

De plus, celle-ci est donnée par :

VAeA, — PA) =) p.

w€eA

Vocabulaire
On parle alors d’espace probabilisé discret (2, P(2),P).

Preuve
Si P existe, alors pour tout événement A € A, on a A = U {w} (réunion disjointe finie ou dénom-

w€eA
brable, puisque €2 est fini ou dénombrable), donc par o-additivité :

P(A) =) P{w}) =) pu,

weA wEA

ce qui montre I'unicité de P.

Il reste & montrer que l'application P : A — R définie par VA € A, P(A) = Y. p, est bien une
wEA
probabilité. On a P(2) = > p, = 1 (par hypothése), et pour toute famille (A,)nen d’événéments
weN
deux a deux disjoints, on a par sommation par paquets :

+o00 +o0 400
P (U An> = Z Pw = Z ( Z pw) = ZP(An)v
n=0 weJtlc A n=0 \w€A, n=0

n=0

d’ou le résultat voulu.

Remarque

o Ainsi, a l'aide des distributions de probabilités discrétes (pu,)weq, on décrit toutes les probabilités
possibles sur un univers 0 au plus dénombrable.

o Lorsque Q) est un univers infini non dénombrable (comme R par exemple), alors on peut encore

construire des probabilités sur P(Q) par ce procédé, mais dans ce cas, la sommabilité de la famille
(Pw)weq va imposer que l'ensemble {w € Q, p,, # 0}, appelé support de la distribution de pro-
babilités discréte, est au plus dénombrable (voir chapitre 1).
Mais cela ne décrit pas toutes les probabilités sur ), il en existe bien d’autres, notamment les
probabilités "a densité" (comme la "loi exponentielle”, ou la "loi normale”). Ces types de pro-
babilités, hors programme en CPGE scientifiques (mais au programme de la filiere ECG), sont
définies par des intégrales.

Exemple (Loi uniforme)
La probabilité uniforme sur un univers fini 2 est la probabilité donnée par :

1
ke = ="\
ke, Pr Card(Q)
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Exemple (Loi binomiale)
Soit n € N* et soit p € [0, 1].
La loi binomiale de paramétres (n,p) sur Q = {0,--- ,n} est la probabilité donnée par :

n _
VkE{O, 7”}7 Pk = <k>pk(1p)n k'
Pour n = 1, on retrouve la loi de Bernoulli de paramétre p sur = {0,1} :
po=1-p,  p1=p

Exemple (Loi géomeétrique)
Etant donné p €]0, 1], la loi géométrique de paramétre p est la probabilité sur Q2 = N* donnée
par :

VEEN",  pp=(1-p)'p

Exemple (Loi de Poisson)
Etant donné A € R%, la loi de Poisson de paramétre A est la probabilité sur {2 = N donnée par :

L

Vk € N, pL=e€ R

Remarque
e Dans chacun de ces 4 exemples, bien vérifier que les (px) sont positifs et de somme égale 6 1/

e Ces lois apparaissent naturellement dans certains types d’expériences aléatoires (voir le chapitre
suivant sur les variables aléatoires discrétes, ot on les décrira plus en détail).
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IIT Probabilités conditionnelles

On fixe un espace probabilisé (€, .4,P), ot  est un univers quelconque, non nécessairement dénom-
brable.

1) Définition

Définition 21 (Probabilité conditionnelle de A sachant B)
Soient A et B deux événements.

Si P(B) # 0, on définit la probabilité de A sachant B par Pg(A) =
On la note aussi P(A|B).

P(AN B)
P(B)

Remarque
Concretement, Pp(A) est la probabilité que A se produise sachant que B s’est produit.

ATTENTION !

La notation P(A|B) est déconseillée car elle pourrait laisser entendre (a tort) que ”A|B” est un
événement, alors qu’il n’en est rien.

Au contraire, la notation Pg(A) suggére que c’est ’événement A que 'on mesure, pour une "autre"
probabilité Pg, et c’est bien le cas, comme on va le voir ci-aprés.

Exemple (Deux lancers consécutifs d’une piéce)
On lance deuz fois consécutivement une piéce équilibrée.

1. Quelle est la probabilité que les deux lancers donnent Face sachant que le premier est Face ?
2. Et sachant qu’au moins l'un des deux est Face ?
On pose Q = {(P, P), (P, F), (F, P), (F, F)}, muni de I’équiprobabilité.
On considére les événements :
e A : "les deux lancers donnent Face". On a A = {(F, F)}.
e B : "le premier lancer donne Face". On a B = {(F, F), (F, P)}.
e C : "au moins un des deux lancers donne Face". On a C' = {(F, F),(F,P),(P,F)}.

1. On obtient : 4 ) ) /
P(ANB P 1/4 1

2. On obtient : P(ANC) P(A) /
N 1/4 1
Po(4) = P(C) ~ P(C) 3/4 3

Ces résultats sont intuitifs.

Propriété 22 (Toute probabilité conditionnelle est une probabilité)
Si on a P(B) # 0, alors Uapplication
A — R*
Pg: ]P(A N B)
A Pg(A) = ———=
— B( ) P(B)
est une probabilité sur (2, A).
Preuve
o Py est bien définie et a valeurs dans Rt.
P(QNB P(B
e OnalPgp(Q) = @0 B) = (B) =1, vu que B C €, ce qui implique 2N B = B.

P(B)  P(B)
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e Soient (A, )nen une suite d’événements deux a deux incompatibles. Alors (A4, N B),cn est égale-
ment une suite d’événements deux & deux incompatibles. On en déduit :

oo 00 too
Py <U A") - ((Ga)ns) »(Uwmnn) = Y
n=0

0 I v R 0 NP D v:)

+oo
= Pg(Ay).
n=0

Remarque
e Pour une probabilité conditionnelle Pg, tout événement A tel que B C A est de probabilité 1,
puisque dans ce cas, AN B = B, donc Pg(A) = % = 1. C’est normal, la réalisation de B rend

dans ce cas I’événement A certain.
e De méme, tout événement A incompatible avec B est bien str de probabilité 0 pour Pp.
e OnalPq="P.

2) Formule des probabilités composées

Théoréme 23 (Formule des probabilités composées)
Soient Ay,..., A, € A (avecn >2) t.q. P(A1N---NA,_1) #0. Alors :

]P(Al N---N An) = P(Al) x Pa, (Ag) X ]P)AlﬂA2(A3) X oo X Pﬂ?;f A7(An)

Preuve

e Déja, notons que toutes les probabilités conditionnelles intervenant dans cette formule sont bien
définies car on a

(A1NAsN - NAp_1) C(ANAN---NA)
pour tout ¢ € {1,...,n — 1}, et donc
P(AlmAgﬁﬂAl) Z]P(Al ﬂAgﬂ"'ﬂAn_l) >0,
ce qui assure que P(A1 N AsN---NA4;) #0 pour tout 1 <7< n—1.
e Montrons la formule par récurrence sur n :
* Elle est évidente pour n = 2 d’apreés la définition d’une probabilité conditionnelle :

CP(AyNA) | P(A; N A)
SR TV R

(si P(A;) # 0) donc
]P)(Al n Ag) = P(Al) X PAl (Ag)
* Soit n > 2. Supposons la formule vraie pour n événements Ay, --- , A, tels que P(4;N---N

A,—1) # 0 et montrons-la pour n+1 événements Ay, --- , A,y1 tels que P(A1N---NA,) #0.
Par associativité de U'intersection, on a, en posant B =A; N---N A, :

P(Al n---N An+1) = P(B N An+1) = ]P)(B) X IP)B(AnJrl).
On peut alors appliquer ’hypothése de récurrence : puisque B C (41 N---N A,_1), on a
P(A;N---NA,_1)#0, donc

n

P(B) = P(A41) x [ Pyes 4, (Ab),

=1
k=2
ce qui entraine

n n+1
P(A1N- - -NApy1) = P(A))% <H Py Ai(Ak)> xPrn 4, (Ang1) =P(AD)x ]| Pris 4, (Ar),
k=2 k=2

ce qui montre I'hérédité.
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Remarque (Interprétation sur un arbre)
La formule des probabilités composées dit que la probabilité d’un chemin dans un arbre est le produit
des probabilités des branches.

Exemple (Tirage de 4 cartes sans remise)
On considere les tirages de 4 cartes sans remise dans un jeu de 52 cartes.
Calculer la probabilité de tirer les 4 as.

1. Premiére méthode : Puisque les 4 tirages se font sans remise, on peut prendre pour univers
Q) 'ensemble des listes de 4 cartes distinctes que 'on peut former & partir de I'ensemble des
52 cartes (cela revient aux applications injectives {1,2,3,4} — {1,---,52}). On a Card(Q) =
52 x 51 x 50 x 49.

On munit cet univers de ’équiprobabilité P.
L’événement A : "tirer les 4 as" correspond alors aux 4! listes obtenues par permutation des 4
as, donc

_ Card(A) 4!

~ Card(Q) 52 x51 x50 x49

P(A)

2. Deuxiéme méthode : On peut supposer que les 4 cartes sont tirées simultanément (ce qui
revient & ne plus tenir compte de l'ordre des tirages), et cela ne change rien, car les tirages
se faisaient sans remise. Dans ce cas, 'univers 2 est ’ensemble des parties & 4 éléments d’un
ensemble & 52 éléments (des "mains" de 4 cartes). On a donc Card(Q2) = (542).
On munit cet univers de I’équiprobabilité P.

L’événement A : "tirer les 4 as" correspond alors & une seule main, donc

_ Card(A) 1 4!

PA)= —F—F~ = —- = : .
(4) Card(Q)  (°7) 52 x 51 x50 %49

3. Troisiéme méthode : Sans préciser ’espace probabilisé (Q2,.4,P) sur lequel on travaille, on
peut utiliser la formule des probabilités composées : si on note A; I’événement "la i-iéme carte
tirée est un as", alors ce que 'on cherche est

4 3 2 1
P(A) = ]P’(Al ﬂAQ ﬂAgﬁA;;) = P(Al)]PAl (AQ)IPAIQAQ (AS)]P)AlﬂAgﬂA:; (A4) = 53 X 57 X % X ZQ

Exemple (Tirage sans remise de n boules)

Une urne contient n boules blanches et n boules noires, toutes indiscernables.
On tire successivement et sans remise n boules dans cette urne.

Calculer la probabilité de I’événement E : "on tire au moins une boule blanche”.

1. Premiére méthode : On assimile 'expérience a des tirages simultanés et on compte les "com-
binaisons" de n boules parmi 2n (c’est-a-dire que I'on ne tient pas compte de l'ordre). L’'univers
Q) est donc I'ensemble des parties a n éléments d’un ensemble & 2n éléments, et

Zn) _ (2n)!

n

Card(Q)) = (

L’événement contraire E ("on tire n boules noires") est alors un événement élémentaire : c’est

la partie composée des n boules noires. D’ou par équiprobabilité P(E) = ﬁ, et donc

n

2. Seconde méthode : On tient compte de 'ordre des tirages.
On note alors Ay, I’événement : "la k¢ boule tirée est noire". On a

-
k=1
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Or P(A)) = 5~ = % et Pa,nna,_, (Ag) = % d’ou, par la formule des probabilités
composées,

— i - 1?2
PE) =P () Ar] =2 x 2L _ o
e 2n  2n-—1 n+1 (2n)!

et on retrouve bien

Exemple (Tirages successifs avec modification de ’urne)

Une urne contient une boule blanche et une boule rouge. On tire successivement des boules dans cette
urne. A chaque boule tirée, on note la couleur de celle-ci et on la remet dans 'urne accompagnée d’une
boule de méme couleur. Montrons qu’il est presque sir que la boule rouge initiale sera tirée.

On note A,, ’événement "la boule tirée au n° tirage est blanche". Par probabilités composées :

P(A;N---NA,) =P(A1)P4, (A2) - - Pa,nna, , (An) =

Par continuité décroissante :
“+o0

+o0

donc I’événement (] Ay : "tirer indéfiniment des boules blanches" est négligeable, ce qui montre que
k=1

son complémentaire "tirer la boule rouge initiale" est presque str.

3) Formule des probabilités totales

Définition 24 (Systéme complet d’événements, systéme quasi-complet d’événements)
Soit (E;)ier une famille d’événements (avec I fini ou dénombrable). On dit que :

(1) (Ei)icr est un systéme complet d’événements (en abrégé SCE) lorsque les E; sont deux
a deuz incompatibles et | J;c; E; = (2.

(i) (E;)ier est un systéme quasi-complet d’événements (en abrégé SQCE) lorsque les E;
sont deuzr a deuz incompatibles et P (Uiel EZ) = 1,

ATTENTION !
Eviter d’employer le terme "partition" pour un SCE car dans une partition, on suppose de plus que
tous les ensembles F; sont non vides, ce qui n’est pas le cas ici.

Remarque
Tout SCE est un SQCE, puisque P(Q2) = 1. Mais la réciproque est fausse lorsqu’il existe des événements
A presque strs mais non certains (i.e. P(A) =1 avec A C Q).

Exemple (Les événements élémentaires forment un systéme complet)
Si Q = {w;, i € I'} est fini ou dénombrable, alors les singletons ({w;});c; forment un systéme complet
d’événements (tout ensemble £ est réunion de ses singletons, et ceux-ci sont deux & deux disjoints).

ATTENTION !

Si (F;)ier est un systéme quasi-complet d’événements d’un espace probabilisé (2, A4,P), alors on a
ZIP’(Ei) = 1 mais la réciproque est fausse! En effet, I’égalité ZIP’(El) = 1 n’implique pas
il il

I'incompatibilité deux & deux des F;.
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Théoréme 25 (Formule des probabilités totales)
Soit (E;)ier un systéme complet (ou quasi-complet) d’événements (I fini ou dénombrable).
(i) Pour tout A€ A :
P(A) =) PANE).
iel

(ii) Si de plus P(E;) # 0 pour tout i € I, alors pour tout A € A :

P(A) = ZPE (4) x P(Es).

Preuve

Supposons que (FE;);cs est un systéme quasi-complet d’événements (le cas le plus général).

On a alors, en notant N = |J E;, 'égalit¢e P(N) =0. Ainsi A=ANQ=(ANN)U(UJ(ANE)))
= i€l

(et cette réunion est disjointe), d’ou par additivité :

P(A)=P(ANN)+> P(ANE;) =Y P(ANE;),
icl iel
(puisque (AN N) C N, donc P(ANN) =0).
Si de plus les P(E;) sont non nulles, ceci se réécrit :

P(ANE;

p(4) = 3 PG T X BB = X P (4) x BB,
i€l el

Remarque (Interprétation sur un arbre)

Ce théoréme correspond simplement au fait de calculer une probabilité par une disjonction de cas
pertinente !

De maniére équivalente, il dit dans le cas fini que la probabilité d’un événement A dans un arbre est
la somme des probabilités des chemins qui meénent a A.

Exemple (Un dé et une urne)
Une urne contient une boule rouge. Un joueur lance un dé équilibré. S’il obtient un six, alors il pioche
dans U'urne et s’arréte. Sinon, il rajoute une boule blanche dans l'urne et relance le dé, etc.

1. Montrer qu’il est presque sir que le joueur piochera une boule.

2. Quelle est la probabilité que cette boule piochée soit rouge ?

Solution :

1. Soit S, I'événement "le joueur obtient six au n® lancer". I’événement "le joueur pioche" est
+oo

U Sy, donc par continuité décroissante :

n=1

+oo +oo
P <U15n> =1-P <ﬂ15n> =1 lim P(Sin---NS,).
Par la formule des probabilités composées :

(5NN 5y) = PSP (52) - - P

SINNS, 1

(S2) = (5/6)" — 0,

n—-+oo
+oo
ce qui montre bien que I’événement U Sy : "obtenir au moins un six" est de probabilité 1.
n=1

Remarque

Ici, on observe que pour tout n € N*, on a P(S;N---NS,) =P(S;) x -+ x P(S,) = (5/6)".
Cela vient du fait que les lancers successifs d’un méme dé sont indépendants. La notion d’indé-
pendance d’événements fait ['objet de la derniére section.
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2. Notons R "la boule piochée est rouge" et A,, "le joueur fait sa (seule) pioche au n€ tirage". On
a les (A, )nen+ qui forment un systéme quasi-complet d’événements (ils sont clairement deux a
deux incompatibles, et leur réunion est presque stire d’aprés la premiére question) de probabilités

non nulles, donc d’aprés la formule des probabilités totales :

+oo
P(R) =Y Pa,(R) x P(A,).
n=1
Vu que pour tout n € N*, on a

P(A,) =P(S1N---NS,—1NS,) = (5/6)""1x(1/6), P4, (R) =

on en déduit :

+oo
1 — In(6
B(R) = Y L(5/6)" " # (1/6) = "0

n=1

(en utilisant les DSE connus).
4) Formules de Bayes
Propriété 26 (Premiére formule de Bayes)

Soit A, B € A avec P(A) # 0 et P(B) # 0. Alors Pg(A) = w.

Preuve
_ P(AN B) B PA(B)P(A)

Ps(4) = P(B) ~ P(B)

Corollaire 27 (Seconde formule de Bayes)
Si (A;)ier est un systéme quasi-complet d’événements tel que Vi € I, P(A;) # 0, alors :

VBe A, Vjel, [P’B(Aj):%.
ier ’

Preuve
S’obtient & partir de la relation précédente en réécrivant le dénominateur :

P(B) =Y Pa,(B)P(4))

i€l

a 'aide de la formule des probabilités totales.

Remarque

Les formules de Bayes sont utiles pour les raisonnements "rétroactifs”, ou l’'on cherche la probabilité

d’une cause sachant une conséquence donnée.

Exemple

Une urne contient deux dés, un équilibré, et l'autre qui donne systématiquement siz.
On choisit au hasard un dé dans l'urne et on le lance. On suppose que l'on obtient siz.
Quelle est la probabilité que ce siz vienne du dé équilibré ?

Solution : on obtient 1/7.
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IV Indépendance d’événements

On fixe un espace probabilisé (2, .4, P).

1) Couples d’événements indépendants

Définition 28 (Indépendance de deux événements)
On dit que deux événements A et B sont indépendants lorsque P(AN B) = P(A) x P(B).

Remarque

o Lorsque P(B) # 0, A et B sont indépendants ssi P(A) = Pg(A), c’est-a-dire que P(A) ne dépend
pas de la réalisation ou non de l’événement B.

o Un événement négligeable est indépendant de tout événement, car si P(A) = 0, alors pour tout
Be A, P(ANB) <P(A) =0, donc P(AN B) =0=P(A)P(B).

e Un événement A est indépendant de lui-méme si et seulement si il est négligeable ou presque sir

(en effet : P(AN A) = P(A)P(A) <= P(A) = P(A)? < P(A) € {0,1}).

ATTENTION !

L’indépendance n’a rien a voir avec I’incompatibilité !

Par exemple, si A et B sont incompatibles et de probabilité non nulle, alors ils ne sont pas indépen-
dants.

L’incompatibilité est une notion purement ensembliste (intersection vide), alors que la notion d’indé-
pendance est reliée & une probabilité P.

Exemple (Tirages avec/sans remise)

On tire successivement et AVEC remise deux boules dans une urne contenant 5 boules blanches et 2
boules rouges. Les événements By : "la premiére boule tirée est blanche" et Bs : "la seconde boule
tirée est blanche" sont indépendants. En revanche, si les tirages se font SANS remise, alors ces deux
événements ne sont plus indépendants. En effet :

e s’il y a remise entre les deux tirages, on a

P, (B2) = B(B) = P(B) = ;.

donc B; et By sont indépendants.

e s’il n’y a pas remise entre les deux tirages, on a

4
Pp, (B2) = 5
alors que

P(By) = P(B1)Pp, (Bs) + P(B)Pp(Bs) = % _ g

4 2 5

| ot

donc B; et By ne sont pas indépendants.

Exemple (Lancer consécutif de deux dés non pipés)
On lance deux dés équilibrés numérotés Dy et Do. On considére les événements :

o Ay : "le résultat de D1 est 2" ;

e D : "le résultat de Dy divise celui de Dy " ;

e Sg : "la somme des résultats de Dy et de Do vaut 6" ;
o S; : "la somme des résultats de D1 et de Dy vaut 7".
1. Les événements Ay et D sont-ils indépendants ?

2. Les événements Ag et Sg sont-ils indépendants ?

3. Les événements Ay et Sy sont-ils indépendants ?

CH17 : Espaces probabilisés 22/ 25



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

Solution : On modélise la situation par 'univers Q = [1, 6]]2 a4 62 = 36 couples équiprobables.

1. Non, As et D ne sont pas indépendants car

P(42 1 D) = P({(2,2), (2,4), (2,6)}) = ==

36’
alors que 6 .
P(A2) =P({(2,0), 1 <b<6}) = %= 6
B(D) = F({(1,1),++,(1,6), (2:2), (2.4), (2.6), (3,3), (3,6), (4,4),(5,5), (6,6)}) = 3¢ = =
donc P(A; N D) # P(A2)P(D).
2. Non, A, et Sg ne sont pas indépendants car
P(421 55) = P{(2, ) = 3¢,

alors que

P(Se) = P({(L,5). (2,4), (3.3), (4.2). (5. 1)}) = =

1
P(As) = =
(42) 6’ 36’

donc IP)(AQ n Sﬁ) 7é P(AQ)P(SG)
C’est intuitif, car on sent bien que le résultat de D; influe sur réalisation de Sg. Par exemple, si
D1 donne 6, alors Sg ne peut plus se réaliser.

3. Oui, A5 et S7 sont indépendants car

P(42187) = PU2.5)D) = 6.

P(A2) =

donc P(A; N S7) = P(A2)P(S7).
La aussi on aurait pu Uintuiter, car le résultat de D ne change pas la probabilité d’obtenir une
somme égale & 7 ensuite (c’est la seule valeur de la somme pour laquelle ¢a fonctionne d’ailleurs).

P(ST) = P{(1,6),(2,5), . (6.)}) = 52 = ¢

o:\»—*

Propriété 29 (Indépendance et complémentaire)
Soient A et B deux événements. Alors on a équivalence entre :

(i) A et B sont indépendants.
A et B sont indépendants.

A et B sont indépendants.

)
(iii) A et B sont indépendants.
)

(iv

Preuve
On voit I'idée sur (i) = (z K
OrQ=AUAdonc P(ANB) =

on a P(AN B) = P(A)P(B) par hypothése. B
P(B)-P(ANB) = P(B) —P(A)P(B) = (1-P(A))P(B) = P(A)P(B).

2) Familles d’événements indépendants

Définition 30 (Indépendance d’une famille d’événements)
On dit que les événements d’une famille (A;);cr sont indépendants lorsque pour toute partie finie

J del :
N 4; | =T1P4y)

JjeJ JjE€J

Vocabulaire
On dit aussi que les événements (A;);c; sont mutuellement indépendants.
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Exemple
e Pour une famille de deux événements, on retrouve bien sir la définition précédente.

e Les éléments A, B et C' d’une famille de trois événements (A, B, C) sont indépendants lorsque
P(ANB)=P(A)P(B), PANC)=PAPC), P(BNC)=P(B)PC),
P(ANBNC)=PA)PB)PC).

ATTENTION !

Si les (A;)ier sont indépendants, alors il sont indépendants deux a deux. Mais la réciproque est
fausse !

Exemple (Trois lancers successifs d’une piéce)
On effectue trois lancers successifs d’une piéce équilibrée. On considére les événements :

e A : "le premier lancer donne Face.
o B : "le deuzieme lancer donne Face”.
o C : "les trois lancers donnent tous Face ou tous Pile”.

Montrer que ces événements sont deux & deuz indépendants, mais pas indépendants.

ATTENTION !
Si (Ai,---,Ap) est une famille finie d’événements, alors :

e C’est I’'incompatibilité deux a deux des A; qui permet d’écrire :
n n
P (U Ak> = Z]P’(Ak).
k=1 k=1
e c’est 'indépendance des A; qui permet d’écrire :

P (ﬂ Ak> = H P(Ag).
k=1 k=1

Ne pas confondre!

Propriété 31 (Sous-famille d’une famille d’événements indépendants)
Toute sous-famille d’une famille d’événements indépendants est elle-méme constituée d’événements
indépendants.

Preuve
Evident d’aprés la définition de I'indépendance.

Propriété 32 (Indépendance et complémentaires) o
Soit (A;)icr une famille d’événements. Pour chaque © € I, on pose B; = A; ou A;.
Si la famille (A;)ier est constituée d’événements indépendants, alors la famille (B;);cr aussi.

Preuve

La définition de l'indépendance permet de se ramener a des familles finies, et donc d’envisager un
raisonnement par récurrence sur le cardinal de la famille finie considérée.

Montrons par récurrence sur n > 1 la propriété :

(Pn) : (A1, , Ay, Apy1) indépendants = (Aq,-- , Ay, Apt1) indépendants.
e On a déja traité I'initialisation n = 1 dans la prop. 29.
e Hérédité : supposons la propriété vraie pour un entier n — 1 (avec n > 2), et montrons-la pour n.
Supposons donc (Ay,- -+, Ay, A1) indépendants, et notons C; = Ay, - ,C,, = Ay, et Cpaq =
Ap+1. Etant donné une partie J C [1,n+1] :
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* Si Card(J) < n, alors I'indépendance des (4;);cs entraine celle des (C;);cs par hypothése
de récurrence.

* Si Card(J) =n+1, alors J = [1,n + 1], donc
(ﬂc) =PAI N NANAp 1) =P(AN---NA) —P(A NN A, N App),
ieJ
donc par indépendance des (A4;)1<i<nt1 :

(ﬂ c) =P(A) - P(Ay) X (1 = P(Any1)) = P(Ch) - P(Ch)P(Cryr) = [ P(C

i€J ieJ

Donc (Ay, -+, An, Any1) sont bien indépendants, ce qui prouve que la propriété (P,) est vraie
pour tout n > 1.

Enfin, en appliquant de maniére répétée la propriété (P, ) aux permutations de la famille (Aq,--- , A,)
(qui préservent bien entendu I'indépendance), on obtient avec les notations de I’énoncé que

Vn > 2, (A1,---, A,) indépendants = (B, -, B,) indépendants,

ce qui est équivalent & la propriété voulue.

Exemple - -
Si (A, B, C) sont indépendants, alors (A, B,C), (A, B,C), le sont aussi.
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