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Dans tout ce chapitre, K =R ou C.

I désigne un intervalle de R d’intérieur non vide et E un K-espace vectoriel normé de dimension finie.
On rappelle que 'ensemble L£(E) (formé des endomorphismes de E) est également un espace normé
de dimension finie, mais également une algébre normée pour les lois (+,-,0) : en effet, étant donnée
une norme || . || sur E, la norme "triple" ||| . ||| définie par

ulxr
vue£(B), |l = sup 14D
zeE\{0} [|z]]

est une norme sur L(F) veérifiant :

el =1, V(u,v) € LE), [uovll] < |[lulll[[v]]]-

De méme, pour tout n € N*, M,,(K) est une algébre normée, pour la norme ||| . ||| définie par :
AV
vAe M), il = s AT
vern\{o} [Vl
ot || . || est n”’importe quelle norme sur K™. On a

Il =1, V(4,B) € Ma(K)?, [[IABI] < [lIAJIl[]|B]]]

I Généralités

1) Deéfinitions

Définition 1 (Equation différentielle d’ordre 1)
(i) On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 une équation de la forme :
a(t)(@'(t) = B(t)(x(t) + (1),

otva:l— LE), :1— L(E)ety:I— E sont des applications continues données, et
linconnue x : I — E est une fonction dérivable.

(13) L’équation est dite résoluble en x’ lorsque ¥t € I, a(t) € GL(E). Dans ce cas, l’équation
est équivalente a ’équation résolue en x’ :

a'(t) = a(t)(z(t)) + b(t),
ouVt €I, a(t) = a(t) Lo B(t) et b(t) = a(t)"L(y(t)).

Notation
On pourrra abréger "equation différentielle linéaire" par "EDL".

Lemme 2 (Continuité des coefficients de la forme résolue)
Awvec les notations précédentes, on a encore a : I — L(E) continue et b: I — E continue.

Preuve

GL(E) C L(E) — L(E)

e L’inversion 4 : { u w1 est continue car pour tout u € GL(E), on a

u+h=uo(Id+u"toh),
et pour |[|h]]] < W, onald+utohe GL(E) (cf. CH.15 sur les séries de matrices), et

“+oo
(Id+ ulo h)_l = Z(—u_l o h)]~C
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(ou cette série géométrique d’endomorphismes est absolument convergente, donc convergente).
Donc pour |||h||| assez petit, u + h € GL(E) et

+o00
(u+h) P =Td+utoh)tout = (Z(—ul o h)k> oul,

k=0

ce qui entraine

+oo too
ll(w+h) =" —uH|| = (Z(Ul Oh)k> ou M| < D Ml IIFFIAIIT = ORI,
k=1 k=1

donc (u + h)~1 = ut.
—

e Par composition, 'application (i o a) : t — «a(t)~! est donc continue de I dans L(E).

L(E)x L(E) — L(E) et By - { L(EyYxE — E sont bi-
(u,v) — uow (u, ) —  u(x)

linéaires en dimension finie, donc continues. On en déduit par composition que les applications

a=DBi(ioa,B): I — L(E) et b= By(ioa,v): I — E sont continues.

e Les applications Bj : {

Notation
Dans la suite, on considérera essentiellement des équations différentielles sous forme résolue en z’ :

(B):  '(t) = alt)(@(t)) + b(t),
avec a: I — L(E) et b: I — E continues. On emploiera fréquemment la notation abrégée suivante :
(B): o' =a(t)(x) +b(t),

ot 'on ne rappelle pas que l'inconnue x dépend de la variable réelle ¢, ou, de maniére encore plus
abrégée :

Exemple

. s/ (t) = a(t)z(t) + b(t), avec a: I — K et b: I — K continues.
On retrouve les équations différentielles linéaires scalaires du premier ordre, étudiées en MP2I.
Par exemple : 2/(t) = In(¢)x(t) + cos(t) (ici, I =]0, 400]).

. : systéme différentiel linéaire d’inconnue vectorielle « : ¢t — (z1(t), -+ ,x,(t)), ont les
x; : I — K sont des fonctions dérivables, a : I — L(K™) continue et b: I — K" continue.
Par exemple, avec n = 2 :

{ 2i(t) = twi(t) + etxa(t) + cos(t)
zhH(t) = x1(t) +sin(t)za(t) + 2

Dans cet exemple, on a z’'(t) = a(t)(z(t)) + b(t) avec

. { R — R?
Lt = (@(t),22(1))

.. { R — L(R?)
Lt o {(z,y) = (tr + ey, x +sin(t)y)}

R — R?
b:{t s (cos(t), 2)

o | E =M, (K)|: équation différentielle linéaire d’inconnue matricielle M : t — M(t), de la forme

M(t) = (t)(M(t)) + B(t),
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ot ¢ : I = L(M,(K)) continue.
Par exemple :

M'(t)=Qt)M(t)+ B(t), (avecQ:I— M,(K) continue ),

M'(t)= P 'M@#)P + B(t), (avec P e GL,(K)),
M'(t) ="M(t) + B(t), -

Définition 3 (Solution d’une équation différentielle)
Soit une équation différentielle linéaire (E) : 2’ = a(t)(z)+b(t), aveca € C°(I,L(E)) etb € CO(I, E).
Une solution de (E) sur I est une fonction x : I — E dérivable telle que

Vtel, 2/ (t) = a(t)(z(t)) + b(t).

Propriété 4 (Régularité d’une solution)
Toute solution de (E) sur I est automatiquement de classe C1.

Preuve
Par définition, toute solution ¢ — x(t) est dérivable sur I, et sa dérivée vérifie :

z' it e a(t)(x(t)) + b(t).

LE)xE — E
(w,y)  — uly)
est bilinéaire en dimension finie, donc continue, et a € C°(I, L(E)), = € C°(I, E)), ainsi que b, donc

par composition et somme, =’ est continue.

Or, Papplication 0 : ¢t — a(t)(x(t)) est continue (puisque § = B(a, z),ou B : {

Vocabulaire

La fonction ¢ +— b(t) est appelée second membre de équation (E) : =’ = a(t)(x) + b(t).
L’équation (E) est dite a coefficients constants lorsque ¢ — a(t) est une fonction constante.
L’équation (H): 2’ = a(t)(z) est appelée équation homogéne associée a (E).

Remarque (Ecriture d’une équation différentielle dans une base de E)

Fizons une base B = (e1, - ,e,) de E. Notons, pourt € I :
J)1(lf)
X(t) = [z(t)ls = : eK",  A(t) = Matg(a(t)) = (ai,;(t))1<ij<n € Mn(K),
zn (1)
bi(t)
B(t) = [b(t)]s = : € K",
by (t)

alors on peut réécrire l’équation différentielle (E) sous la forme d’un systéme différentiel :

() =a(t)(z(t)) +b(t) <= X'(t)=A{t)X(t) + B(t)

— Vie {1, ,n}, ;E;(t) :Zai,j(t)xj(t)+bi(t)-

Cas particulier intéressant : si A(t) est diagonale pour tout t € I, les équations du systéme différentiel
seront découplées :

Vi € {1, 77’L}, Z;(t) :a171(t).’£1(t)+bl(t),

et donc le systéme sera facile G résoudre.
La réduction des matrices va donc étre utile dans les résolutions de systémes différentiels linéaires,
essentiellement quand A(t) = A ne dépendra pas de t (systémes "a coefficients constants”).
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2) Structure de I’ensemble des solutions

Notation

On notera S;(E) l'ensemble des solutions de (E) : 2’ = a(t)(z) + b(t) sur U'intervalle I.

De méme, on notera Sy (H) I'ensemble des solutions de I'équation homogeéne associée (H) : x’' = a(t)(z)
sur 'intervalle I.

Propriété 5 (Structure des ensembles de solutions)
(i) L’ensemble S;(H) est un sous-espace vectoriel de C(I, E).

(i1) Si on connait une solution fy € S;(E), alors on a

Sr(E) ={h+ fo, h € S;(H)}

("sol. générale de (E)" = "sol. générale de (H)" + "sol. particuli¢re de (E)").

Preuve
Facile.

Remarque
On précisera ce résultat plus loin : en fait, la dimension de S;(H) est connue, et S;(F) n'est jamais
vide, quand on travaille avec des équations résolues en x'.

Propriété 6 (Principe de superposition)
Si f1 est solution de ' = a(t)(x) + b1(t) sur I et si fa est solution de ' = a(t)(x) + ba(t) sur I,
alors fi + fo est solution de ¥’ = a(t)(z) + by (t) + ba(t) sur I (ow by et by sont dans C°(I, E)).

Preuve
Evident.

Exemple
Résoudre 2’ +x =1+ et surR.

3) Probléme de Cauchy

Définition 7 (Probléme de Cauchy linéaire d’ordre 1)
Un probléme de Cauchy linéaire d’ordre 1 est la donnée d’une équation différentielle linéaire
d’ordre 1 et d’une condition initiale :

(PC) : { () = a(t)(z(t)) + b(t)

:L'(to) = 2o ’

avec a € CO(I,L(E)), b€ CO(L,E), to €I, xp € E.

Propriété 8 (Ecriture sous forme intégrale d’un probléme de Cauchy)
Soit a € CO(I,L(E)) et b € C°(I,E). Alors, pour toute fonction x € C°(I, E), x est solution du
probleme de Cauchy (PC) si et seulement si

Vtel, x(t) = zo —|—/ (a(s)(x(s)) + b(s)) ds.

to

Preuve
Voir les exercices (démonstration du théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire).

Remarque
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Ainsi, une solution de (PC) sur I est une fonction continue x : I — E qui vérifie ®(x) = x, ou

o C'(I,E) — C(I,E)
: l- — ®(x): (te zo + ) (a(s)(a(s)) + b(s))ds)
Un probleme de Cauchy est donc fondamentalement un probléme de point fixe. Ce point de vue

est essentiel pour montrer qu’un probléme de Cauchy posséde toujours une unique solution (voir plus
loin, pour la démonstration du théoréme de Cauchy-Lipschitz).

4) Equation différentielle scalaire d’ordre n

Définition 9 (Equation différentielle scalaire d’ordre n)
Soit n € N*. On appelle équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n résolue sur I une
équation de la forme :

™) = an_1 ()™ V@) + - + a1 ()2 (t) + ao(t)z(t) + b(t),

ot les fonctions a; : I — K et b: I — K sont continues.
Une solution sur I d’une telle équation est une fonction x : I — K n-fois dérivable telle que

viel,  2() = an_ 1)z V@) + -+ ar (B2 (t) + ao(t)z(t) + b(t).

Remarque
Une solution d’une telle équation différentielle est automatiquement de classe C™ sur I puisque (™)
s’exprime comme somme et produits de fonctions continues.

Vocabulaire
La aussi, on parle de second membre pour la fonction b, et on appelle équation homogéne associée
a

(B):  2™(t) = an_1 ()" {#) + -+ ar(t)2! (t) + ao(t)x(t) + b(t)

I’équation sans second membre
(H): M) = an_1 ()@ + -+ ag ()2 (t) + ao(t)z(t).

On emploiera également les notations S;(E) et Sy(H) pour les ensembles de solutions.

Théoréme 10 (Equivalence entre systéme et équation scalaire)

Soit
(B): 2 (t) = an—1(t)2" V(@) + - + a1 ()2 () + ao(t)z(t) + b(t)
une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n > 1, avec ag,- -+ ,an_1,b € C°(I,K).
(t)
' (t)
Soit x € C"(I,K). On pose X : t +— ) € CY(I,Km).
x(nfl)(t)

Alors, x est solution de (E) sur I si et seulement si la fonction vectorielle X est solution du systéme
différentiel :
(Z): X'(t)=A@)X(t) + B(),

0 1 o ... ... 0
0 0 1 0 0
: %9 % 2 0
on Alt)=| S ~ € Mn(K) et B(t) = . e K.
0 O () 1 b(¢)
ao(t) al(t) 000 000 000 an_l(t)
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Preuve
Facile.

Remarque (A RETENIR)
En d’autres termes, on a une bijection entre les deux ensembles de solutions :

e les solutions de l’équation scalaire (E) sont exactement les premiéres composantes des solutions
vectorielles du systéme différentiel ().

e les solutions du systéme (X) sont exactement les fonctions vectorielles de la forme X(t) =
x(t)
a'(t)
. , ot x est une solution de l’équation scalaire (E).
.’I)(n_l)(t)
Résoudre une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n revient donc a résoudre un systéme
différentiel d’ordre 1 a valeurs dans K™, d’ou l'importance des systémes différentiels.

Exemple
Réécrire ’équation scalaire " = cos(t)z’ — sin(t)x + €' sous la forme d’un systéme différentiel.

Définition 11 (Probléme de Cauchy linéaire scalaire d’ordre n)
Un probléme de Cauchy linéaire scalaire d’ordre n est une équation différentielle linéaire
scalaire d’ordre n sous forme résolue, avec une condition initiale sur (z,z’,- - - ,x(”*l)) :

M (1) = an_1 (V) + -+ a1 (D)2 () + ao(t)x(t) + b(2)
x(to) = Xp
(pc): { (k) =g

(D () = :cén_l)

avec ag, -+ yan—1,b € CO(I,K), to € I et (xq,zh, - ,a:[()n_l)) e K.

Remarque
Les conditions initiales d’un tel probléme de Cauchy se réécrivent vectoriellement X (to) = Xo, ot

T o
x! x
X = , Xo = e R™.
x(n—l) xénfl)

Cela correspond évidemment & la condition initiale du systéeme différentiel X' = A(t)X + B(t) vérifié
par X.
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II Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire

1) Le théoréme

Théoréme 12 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire)
Soit a € CO(I,L(E)), b € CO(I, E), soit (to,x0) € I x E. Alors le probléme de Cauchy

(PC) - { () = alt)(a(t) + b(t)

(to) = o

possede une unique solution x € C1(I, E).

Preuve
Voir les exercices.

Corollaire 13 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz pour les équations scalaires d’ordre n)

Soit n € N* soit ag,a1, -+ ,ap—1 et b des fonctions continues I — K. Soit to € I et
(0, g, - - - ,J;(()nfl)) € K". Alors le probleme de Cauchy linéaire scalaire d’ordre n

(PC): { @(to) =10

z(*=D(ty) = xénfl)

posseéde une unique solution x € C™(I,K).

Preuve

D’aprés le théoréme 10, les solutions « € C™ (I, K) du probléme de Cauchy scalaire d’ordre n (PC') sont
exactement les premiéres composantes des solutions X = (x,2/,- - ,x(”_l)) du probléme de Cauchy
vectoriel :

n. [ X6 = ADX(@®) + B()
(PC") {X(to):(xo,xé’,._ 2Dy

ou la matrice compagnon A(t) et le vecteur B(t) sont définis dans le th. 10. Il suffit alors d’appliquer
le théoréme de Cauchy-Lipschitz a (PC’).

ATTENTION !
Il est essentiel de prendre toutes les dérivées au méme point tg dans les conditions initiales (pour
avoir ’équivalence entre le probléme de Cauchy scalaire d’ordre n et le probléme de Cauchy vectoriel).

2) Dimension des espaces de solutions

Théoréme 14 (Dimension des espaces de solutions)
Soit a € CO(I,L(E)), b€ C°(I, E). On considére les équations différentielles :

(E): 2’ =a(t)(x)+ b(t), (H): 2’ =a(t)(z).

. , . . . S[ (H) — E
(i) Pour tout to € I, Uapplication ¢y, : { N —s  alto)
donc dim(S;(H)) = dim(E).
(ii) S;(E) est non vide, c’est un sous-espace affine de C*(I, E) de dimension dim(E), paralléle &
Si(H) (c’est-a-dire que Sp(F) s’obtient en translatant Sy(H) par n’importe quelle solution
particuliere de E).

est un isomorphisme linéaire,

Preuve

CH16 : Equations différentielles linéaires 10/ 27



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

(i) La linéarité de ¢y, est évidente, et sa bijectivité résulte du théoréme de Cauchy-Lipschitz li-
néaire (appliqué a ’équation homogéne (H)). Et on sait que deux espaces vectoriels isomorphes
ont méme dimension.

(i4) Lanon-vacuité de (F) résulte également du théoréme de Cauchy-Lipschitz, et on a déja montré
la structure affine de S;(E).

Remarque

o Si une solution x de (H) s’annule en un point to € I, alors c’est la fonction nulle sur I (la seule
solution du probléme de Cauchy ' = a(t)(x) avec la condition initiale x(tg) =0).

e De méme, si deux solutions x1,xo de (E) coincident en un méme point to € I, alors elles sont
égales sur I (puisque x1 — xo est solution de (H) et s’annule en ty € I, donc c’est la fonction
nulle, d’apres le point précédent).

Corollaire 15 (Dimension des espaces de solutions pour les équations d’ordre n)
Soit n € N*, soit ag,a1, -+ ,an—1 et b des fonctions continues I — K.
On note :

(B): ™) = an_1()x™ V(@) + - + a1 ()2 (t) + ao(t)z(t) + b(t),
H): 2M(t) = an_1(0)2™ V@) + - + a1 ()2 () + ao(t)z(t).
(i) Pour tout tg € I, Uapplication

.{SI(H) — K"
Pl x s (a(t), @ (o), 2™ D (ko))

est un isomorphisme, et donc S;(H) est un K-espace vectoriel de dimension n.

(79) Si(E) est non vide, c’est un sous-espace affine de C"(I,K) de dimension n, paralléle a

Si(H).

Preuve

(7) On vérifie facilement que S;(H) est un K-espace vectoriel (un sous-espace vectoriel de C" (I, K)).
La linéarité de ¢y, est immédiate, sa bijectivité résulte du corollaire 13 appliqué a (H).

(73) La non-vacuité de S;(FE) résulte du théoréme 13. Le reste se vérifie facilement (fixer une
solution y, de (E) et montrer & la main que y est solution de (E) ssi y — y, est solution de

(H))-

Exemple

L’ensemble des solutions de (H) : z” = x sur R est le plan Sg(H) = Vect(x1,z2), ot 21 : t — €,
xo it et (elles vérifient 1’équation (H) et sont libres, donc elles forment une base de Sg(H)).

On a aussi Sg(H) = Vect(ch, sh).

ATTENTION !
Tous ces théorémes ne s’appliquent qu’aux EDL sous forme résolue.

3) Exemples d’équations différentielles non résolubles
Il s’agit d’équations scalaires d’ordre n sous la forme :
()2 (1) = a1 (a7 (1) + -+ ar ()2 () + ao(t)a(t) + B(2),
ol les a; et B sont continues I — K et la fonction ¢ — «,(¢) s’annule sur I.
Méthode

Pour résoudre de telles équations sur I, on les résout d’abord sur les sous-intervalles J C I sur lesquels
ay, ne s’annule pas (en se ramenant a une forme résolue en 2™ sur laquelle on peut appliquer les
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résultats précédents). Puis on essaye de "recoller” les solutions obtenues pour former des solutions
valables sur tout I, c’est-a-dire des fonctions n-fois dérivables sur tout I.

Exemple
Résoudre tx’ — 2x = 0 sur R (probléme de recollement en 0).

Exemple
Résoudre t1n(t)xz’ + x = 0 sur |0, +oo[ (probléme de recollement en 1).

Exemple
Résoudre tz' — x = t*> sur R (probléme de recollement en 0).

Exemple
Résoudre t>y" — 2ty’ 4+ 2y = 2 sur R (probléme de recollement en 0), en remarquant que t > t et
t — t2 sont solutions de I’équation homogéne.

Remarque

On voit sur ces exemples que lorsqu’une équation différentielle linéaire d’ordre n n’est pas résoluble en
=™ sur I, la dimension de Uespace affine des solutions sur I n'est plus nécessairement égale a n, elle
peut diminuer ou augmenter.
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I11

Equations différentielles & coefficients constants

Il s’agit des équations de la forme

'(t) = a(x(t)) + b(t),

olt a € L(E) ne dépend pas de t, et b € C°(I, E).
Si F = K", cela revient a considérer des systémes différentiels de la forme :

X'(t) = AX(t) + B(t),

ou A€ M,(K) et BeCIK").

En exploitant I’équivalence entre systémes différentiels et équations scalaires, les résultats de cette
partie vont aussi permettre la résolution des équations différentielles linéaires scalaires d’ordre n a
coefficients constants :

Oﬂao,---

1)

n—1
2 (t) =Y a;z® (t) + b(t),
=0

san,_1 € Ket beC¥I,K).

Propriétés de ’exponentielle de matrice / d’endomorphisme

Théoréme 16 (Propriétés de I’exponentielle de matrice)

(4)
(i)

(iid)
(iv)

exp : M, (K) = M, (K) est bien définie et continue.
Pour tout A € M,,(K), Uapplication S : t — exp(tA) est de classe C* sur R et

vVt € R, S'(t) = Aexp(tA) = exp(tA)A.

Si AB = BA, alors exp(A + B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).
Pour tout A € M, (K), exp(A) € GL,(K) et exp(A)~! = exp(—A).

Remarque
Ces propriétés restent valable pour l’exponentielle d’endomorphisme exp : L(E) — L(E).

Preuve

(4)

(i)

Ak
La série de fonctions Z o converge normalement sur tout compact de M, (K). En effet,
k>0
sur toute boule fermée By (0, k), R) avec R > 0, on a

TEYR

Al < R = Vk €N, o

<
EV (||~

k
| <

Rk,
ﬂa

et la série numérique 3 %f converge (vers ef). Puisque A % est continue pour tout
E>0

k € N (car polynomiale en les coeflicients de A), on en déduit par convergence uniforme sur

tout compact que A +— exp(A) est continue sur M,,(K).

Fixons A € M, (K).
k
Pour tout £ € N, la fonction vectorielle gy : t — (tﬁl) = tkk—“!‘k est de classe C! sur R, la série

>~ gr converge simplement sur R (d’aprés (7)), et la série ) g) converge normalement sur tout
segment [—R, R] avec R > 0, car pour tout k € N* :

‘ tk—lAk

(k—1)!
converge (vers |||Al||e

||g;c||oo,[fR,R] = Ssup
te[—R,R]

LAl (RIA[D "
(E—1)!

’< [AITCRIAND !
= CE

et la série numérique ) RIlIAIn,
k>1

Donc par le théoréme de dérivation d'une série de fonctions, on en déduit que S € C'(R, M,,(K))

et
100 Lk—1 gk 190k gk+1 1T 1k Ak T Lk Ak
fon t"TrA _ thA _ tvA _ thA
vieR, S(t)_z(k_n!_kz:o e DOE vl R Dl B

k=1 k=0 k=0
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(par continuité du produit matriciel), d’ou le résultat.

(7i1) Soit A, B € M, (K). D’aprés le point précédent, les fonctions :

p:t— exp(t(A+ B)), Pt exp(tA) exp(tB),

sont de classe C! sur R (la seconde par bilinéarité du produit matriciel), et on a
p(0) =exp(0) =In,  VEER, '(t) = (A+ B)p(t),

ainsi que

¥(0) = exp(0)? = I,,, Vt € R, ¢/ (t) = Aexp(tA) exp(tB) + exp(tA)Bexp(tB).
Or, si AB = BA, alors exp(tA)B = Bexp(tA) (par continuité du produit matriciel), donc
vVt € R, ' (t) = (A + B)exp(tA) exp(tB) = (A + B)y(t).
Alinsi, ¢ et ¢ sont solutions du méme probléme de Cauchy linéaire d’ordre 1 (& valeurs dans

E = M,(K)) :
M'(t) = (A+ B)M(t),  M(0) = I,,

donc par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, ¢(t) = (t) pour tout réel t. En particulier,
©(1) = (1), ce qui donne le résultat.

(iv) D’aprés le point précédent, on a
I, = exp(0) = exp(A + (—A)) = exp(A) exp(—A) = exp(—A4) exp(4),

ce qui montre bien que exp(A) est inversible, d’inverse exp(—A).

Remarque
La propriété (iii) peut aussi se montrer en effectuant un produit de Cauchy de séries matricielles (hors
programme) :

+oo k p k—p “+o0 k
exp(A) exp(B) = 3 (Z AB) =S % — exp(A + B),

I (k—p)!
k=0 \p=0 " (k= p)t k=0

d’apres la formule du bindme, qui est ici valable car A et B commutent.

ATTENTION !
Si AB # BA, on peut avoir exp(A + B) # exp(A) exp(B).

2) Reésultat général

Théoréme 17 (Solution d’un systéme différentiel a coefficients constants)
On considere le systéeme différentiel a coefficients constants

(H): X'(t) = AX (%),

avec A € M,,(K), et le probléme de Cauchy

X —
(PC): {X@o):XO )

avec tg € R et Xg € K".
(i) Les solutions de (H) sont les X : t +— AV avec V € K.
(i3) L’unique solution de (PC) est X :t > e(t=t0)A X

Preuve
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(i) On sait déja que Sg(H) est un K-espace vectoriel de dimension n, isomorphe a K" via ’ap-
plication
OOl X — X(0)

Pour tout V € K", il est facile de vérifier que ¢ ~ €4V est solution de (H) (en dérivant).
Donc
SR(H) D {t — etAV, Ve Kn} = Vect(t — etAEj)lngn,

ou (Ey,---, E,) est la base canonique de K”. Par l'isomorphisme réciproque ¢, L on obtient
que (t — e E;)1<j<n = (95 ' (F}))1<j<n est une base de Sg(H), ce qui montre que

Sr(H) = {t = 'V, V € K"}.
(i) Parmi les éléments X € Sg(H), on a
X(to) = XO <~ etoAV = XO — V = (etoA)—lxo — V= e_t"AXO,

donc la solution de (PC) est X : t — etde 0AX, = elt—t0)A X

Remarque

e Lorsque n = 1, on retrouve la forme bien connue des solutions de ©’' = ax, ot a € K : ce sont les
fonctions x : t — e'v = ve™, v € K (on identifie M, (K) a K).

e On peut réécrire ce théoréme sous la forme générale suivante :

Théoréme
On consideére l’équation différentielle a coefficients constants

avec a € L(E), et le probléeme de Cauchy

oy { 700 =2la(0)

avectg ER et xg € F.
(i) Les solutions de (H) sont les x : t — e'*(v) avec v € E.
(i1) L’unique solution de (PC) est x : t s e(t=t0)a(g).

ATTENTION !
Cela ne fonctionne plus si la matrice A dépend de ¢!
En effet, si A € C%(I, M,,(K)), alors la fonction X : t + e”V ou P est une primitive de A, n’est

_ N\t P)*
= 2uk=0 " &I v,

pas solution de X'(t) = A(t)X (t), car lorsqu’on dérive la série de fonctions X (¥)
a par multilinéarité :

d

Z(P1OY) = P0)P)" " + PP/ ()P(1)" % + -+ P(O)* TP/ (1) # kP (6)P(1)"

car P(t)P’'(t) # P'(t)P(t) en général (une matrice et sa dérivée ne commutent pas nécessairement) .

3) Exemples de résolutions explicites

Exemple (Equations d’ordre 2 a coefficients constants)
Résolution de az” + bx’ + cx = 0 avec (a,b,c) € C* x C x C, d’inconnue = € C*(R, C).
On retrouve l'expression des solutions vue en MP2I.

Exemple (Cas général diagonalisable)
Soit A € M,,(K) diagonalisable et P € GL,(K) telle que P"*AP = D est diagonale, de coefficients
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diagonaux (A1, -+, A,) € K.
Les solutions de X’ = AX sont les fonctions

— —
X Zt?—)ale)\lt01+"'+an6)\ntcnv (alv'” ,O[n) GKn

— —
ou (Cy,---,Cy) sont les colonnes de la matrice de passage P.

Exemple (Systéme trigonalisable sur R et non diagonalisable, ex 75 banque INP)
Résoudre le systéeme différentiel :
{ 2= —x— 4y
Yy =x+3y

Exemple (Systéme diagonalisable sur C mais pas sur R)
Résoudre le systéme différentiel :

{ 2/ (t) = (cos 0)xz(t) — (sinO)y(t)
y'(t) = (sin®)z(t) + (cosO)y(t)

ot 0 € R\ nZ est un paramétre fizé.
Les solutions sont les fonctions (z,y) définies par :

z(t) = et <% (a cos(tsin §) — bsin(tsin 9))

VEER, { y(t) = et°>s? (asin(tsin @) + bcos(tsinf))

avec (a,b) € R2.
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IV Meéthode de variation des constantes

1) Rappel : MVC pour les équations scalaires d’ordre 1
On considére I'équation différentielle (E) : a'(t) = a(t)x(t) + b(t), ot a,b € C°(I,K), et son équation

homogeéne associée (H) : z'(t) = a(t)x(t).
Les solutions de (H) sur I sont les fonctions

acK

Tt ozeA(t)7

avec A une primitive de a sur I.
En effet, on vérifie facilement que la fonction ¢ — e4(*) est une solution non nulle de (H). Par ailleurs
S;(H) est un K-espace vectoriel de dimension 1, donc S;(H) = Vect(t — eA1)

Méthode (Méthode de variation de la constante)
Une fois que l'on connait les solutions de (H), on peut chercher toutes les solutions de (E) sous la
forme

ou A : I — K est une fonction dérivable.

En effet, toute fonction dérivable x : I — K peut s’écrire sous cette forme, en posant A : t — x(t)eiA(t)
(ce qui est possible car t — e*®) ne s’annule jamais sur I). Avec ces notations, x est solution de (E)
st et seulement st

viel,  N(®)er® £ XA () ® = a(t)A(t)er® + (1),
c’est-a-dire
N (t) = b(t)e=A®

(les "A\(t)" se sont simplifiés car A’(t) = a(t)).
Si on parvient a calculer une primitive de t — b(t)e=A®) | on obtient alors toutes les solutions de (E) :

t
x(t) = (/ b(s)e A ds + a) A, ackK

to

(ot tg € I quelconque).

Remarque
e Le choix de la primitive A n’influe en rien sur la forme des solutions.

e La "méthode de variation de la constante” ne fournit pas seulement une solution particuliére de
(E), elle fournit directement toutes les solutions de (E).

2) Meéthode de variation des constantes pour les équations vectorielles

On va maintenant généraliser la méthode de variation de la constante aux équations différentielles
d’ordre 1 vectorielles (& valeurs dans un evn E de dimension finie), le but étant de déterminer les
solutions de (E) : 2/(t) = a(t)(x(t))+b(t) & partir de la forme des solutions de (H) : z'(t) = a(t)(x(t)).

Définition 18 (Systéme fondamental de solutions)
Soit I’équation différentielle linéaire homogéne

avec a € CO(I, L(E)).
On appelle systéme fondamental de solutions de (H) toute base (x1,---,xy) de l’espace
vectoriel Sy(H).

Remarque
Dans cette définition, n = dim(Sy(H)) = dim(FE).

CH16 : Equations différentielles linéaires 17/ 27



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

Définition 19 (Wronskien d’une famille de solutions)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N*, soit a € C°(I, L(E)), et soit (x1,- -+ ,x,) une
famille (non nécessairement libre) de solutions de (H) : z'(t) = a(t)(z(t)).
Soit B = (e1,- - ,en) une base de E. On appelle wronskien de la famille (x1,--- ,xz,) Uapplication
' { I — K
"Lt o— w(t) =detp(z(t), -, xn(t)) = det(Matg(z1(t), - ,2,(t)))
Remarque
On a donc

ot X;(t) = [x:(t)]s € K™ pour tout i.

Théoréme 20 (Caractérisation des systémes fondamentaux de solutions)
Awvec les notations précédentes, il y a équivalence entre :

(1) (x1,--- ,xy) est un systéme fondamental de solutions de (H) ;
(t33) YVt € I, w(t) #0.

Dans ce cas, on dit que Q(t) = Matg(x1(t), - ,xn(t)) est une matrice fondamentale de (H).

Preuve
On sait que pour tout ty € I, on a un isomorphisme :

o * x —  x(tg)
D’ou I’équivalence :

(x1,- - ,x,) base de S;(H) <= (z1(to), - ,zn(to)) base de F <= dgt(xl(to), <o xn(to)) #£ 0,

c’est-a-dire
(z1,-+ ,x,) systéme fondamental <= w(ty) # 0.

Remarque
Une matrice fondamentale Q(t) est donc inversible pour tout t € I. Ses colonnes t — Q(t)E; repré-
sentent un systeme fondamental de solutions de (H).

Exemple (Cas des systémes différentiels a coefficients constants)
En notant (H): X'(t) = AX(t), la matrice Q(t) = €' est une matrice fondamentale de (H), car les
colonnes de t — Q(t), c’est-a-dire la famille (¢ — e*4E;)1 <<, forment une base de solutions de (H).

Lemme 21 (Décomposition d’une fonction dérivable sur un systéme fondamental)
Soit (1, ,x,) un systéme fondamental de solutions de (H) : «'(t) = a(t)(z(t)).
Alors, toute fonction dérivable x : I — E peut s’écrire sous la forme

avec les \; : I — K des fonctions dérivables.

ATTENTION !
Ce résultat ne dit pas que toute fonction dérivable x : I — E est combinaison linéaire de (x1, -+ , x,)
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(ce serait absurde, cela voudrait dire que toute fonction dérivable est solution de (H)...). En effet, les
coefficients \; dépendent de t!

Preuve
Soit B = (e1,--- ,e,) une base de E (indépendante de t). Soit x : I — E une fonction dérivable.
Notons aq, - - , o, les fonctions coordonnées de x dans la base B. Les «; : I — K sont dérivables (cf.

CH.15 sur les fonctions vectorielles) et on a

Vtel, x(t) = Zai(t)ei.
i=1

Maintenant, on peut considérer, a t € I fixé, la base "mobile"

Bt = (xl(t),‘ o ;xn(t))

(c’est une base de F car la famille de fonctions (z1,- - - , ;) est un systéme fondamental de solutions de
(H), donc son évaluation en tout point est une base de E). Pour tout t € I, il existe (A1 (t), -+, A (t)) €
K™ tel que

n

2(t) = Ni(t)zi(t).

i=1

Cela définit des fonctions A; : I — K. Reste & montrer qu’elles sont dérivables. La matrice de passage

Q(t) = Matp(B;) = Mat, ... ey (x1(t), -+ ,2n(1))

(qui est une matrice fondamentale de (H)) permet de relier les coordonnées (aq(t), -, an(t)) et
()‘l(t)7 e a)‘n(t)) :
Oq(t) )\1(t)
=Q(t) : :
an(t) )‘n(t)
donc
MO g [T teomtan (Y oy (M
M) oty ) I\ YN

Vu que les z; : I — E sont dérivables (en tant que solutions de (H)), on a @ : I — M,,(K) dérivable,
donc t + tcom(Q(t)) et t — w(t) (qui sont polynomiales en les coefficients de Q(t)) sont dérivables,
ce qui montre par produit que les fonctions A; : I — K sont dérivables.

Méthode (Mise en oeuvre de la MVC sur un systéme différentiel)
Supposons que l’on connaisse un systéeme fondamental de solutions du systéeme différentiel homogeéne :

(H): X'(t) = A(t)X (1),

noté (X1, -, X,).
D’apres le lemme précédent, on peut chercher toutes les solutions du systéme avec second
membre
(E): X'(t) = A(t)X(t) + B(t)
sous la forme "
X(t) = Z Ai(t) Xi(),

=1

avec les A; : I — K dérivables. Avec ces notations, X est solution de (E) si et seulement si

n

viel, f: X)X () + > N(t)X[(t) = A(t) (f: )\Z-(t)Xi(t)> + B(t),
i=1 i=1

i=1
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c’est-a-dire

S NBXi(t) = B()

(puisque X! (t) = A(t)X;(t) pour tout i). On obtient alors pour tout t € I un systéme linéaire :

A (t) bi(t)
Q) : = : )
Au(t) bn (t)
ot Q(t) est la matrice carrée de colonnes (X1(t),---, X, (t)) (matrice fondamentale de (H)) et
b1 (t)
B(t) = . Vu que Q(t) est inversible pour tout t € I, on obtient une unique solution :
b (t)
AL () bi(t)
o=t s,
An(t) bn (1)

et on intégre ensuite (composante par composante) pour obtenir les coefficients X\;(t), puis la solution
générale de (E) :

X(t) = Z Ai(t)Xi(t).

ATTENTION !
Au moment de l'intégration des (), ne pas oublier les constantes d’intégration pour avoir toutes
les solutions de (E), et pas seulement une solution particuliére.

Exemple
Résoudre le systéme différentiel :

(m:{#:y o

Y = —x + cos

avec la méthode de variation des constantes.
Notons (H) : ;, f gm le systéme homogéne associé.
Les solutions de ce systéme sont les fonctions (z,y) = (z,2') avec 2" = —z. Facilement, on obtient

que X1(t) = (cos(t), —sin(t)) et Xa(t) = (sin(¢), cos(t)) conviennent, et (X7, X3) forme un systéme
fondamental de solutions de (H), puisque

- _ | cos(t) sin(t) | _
w(t) = (Eclii‘g2)(X1(t)7X2(t)) | —sin(t) cos(t) | 1#0.

On peut donc chercher les solutions de (E) sous la forme générale :
X () = M ()X1(t) + A2 (t) X2(2),

avec A1 et A\ dérivables sur R.
Ces fonctions vérifient (E) si et seulement si

MOX0O+ 40X = (o) )

(ot o) () = (e ):
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En inversant la matrice fondamentale, on obtient
< A (%) ) B ( cos(t) —sin(¢) ) < 0 >
Ay (t) / \ sin(t)  cos(t) cos(t)

ce qui équivaut a
)\l(t) ) Cosi2t) +a )
= o , a, ) € R*.
< )\2(t) %_"_ si ft) +8 ( ﬁ)

Ainsi, les solutions de (E) sont :

x0 = () (2500 )+ (G220 (228,

c’est-a-dire (aprés simplification)

Il
/N
|
)]
.
=}
—
~~

2

sin(t) t cos(t)

y(t) —asin(t) + Beos(t) + 25 + L9

__sin(2t)
< 1+c052(2t)

( x(t) >:< avcos(t) + Bsin(t) + < 4 L0 ) (o B) € R,
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V Equations linéaires scalaires d’ordre 2
On consideére des équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2 résolues en z” :
(B) : a”(t) = a(t)2'(t) + b(t)x(t) + c(t),

ot a,b,c € C°(1,K).
L’équation homogéne associée est notée

(H): 2"(t) = a(t)2z'(t) + b(t)x(t).

1) Systéme fondamental de solutions, wronskien

Définition 22 (Systéme fondamental de solutions)
On appelle systéme fondamental de solutions de (H) toute base (z1,x2) du plan vectoriel

Si(H).

Propriété 23 (Lien avec les systémes différentiels)
(z1,22) est un systéme fondamental de solutions de (H) si et seulement si

(X1, X2) = (( i’i )’< iz ))

est un systéeme fondamental de solutions du systéeme différentiel

(£): X'(t) = A(t)X(¢)

Preuve
D’aprés le théoréme 10, 'application

J Si(H) — Si(%)
9'{ Ix — (QZI,SC/)

est un isomorphisme entre 'ensemble des solutions de (H) et I’ensemble des solutions de (¥). Donc
(21, 2) est une base de Sy(H) si et seulement si (X7, X5) est une base de S;(%).

Définition 24 (Wronskien de deux solutions de (H))
Six1,x9 sont deuzx solutions de (H) (non nécessairement libres), on appelle wronskien de la famille
(z1,x2) Uapplication

I — K
0 i) ‘ = 21 (8)} () — o4 (t)a (1)

- 2
t — w(t) = 28 2h(t)

Il s’agit du wronskien associé a la famille (X1, X3) = ((x1,2)), (x2,25)) de solutions du systéme
différentiel associé.

Théoréme 25 (Caractérisation des systémes fondamentaux)
Si x1, o sont deux solutions de (H) (non nécessairement libres), alors il y a équivalence entre :

(1) (x1,x2) est un systéme fondamental de solutions de (H) ;
(ZZ) Jtg € 1, ’w(to) 75 0,
(i5d) Vt € I, w(t) #0.

Dans ce cas, on dit que Q(t) = (

) @2 ) :
5 est une matrice fondamentale de (H).
#(t) 25(0) J )
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Preuve
Direct d’aprés les propositions 23 et 20.

Propriété 26 (Equation différentielle du wronskien)
Pour toute famille (z1,22) de solutions de (H), le wronskien w vérifie ’équation différentielle :

Preuve
Facile.

Remarque

1. On retrouve ainsi le fait que w est soit identiquement nul, soit ne s’annule pas.

2. Si(H): 2'"(t) =b(t)x(t) (cas ot a(t) =0), alors le wronskien w est constant sur I.

Exemple
Wronskien d’un systéme fondamental de z” + bz = 0, avec b € K constant.

2) Meéthode de variation des constantes

En exploitant encore I’équivalence entre équations scalaires d’ordre 2 et systéme différentiels & valeurs
dans K2, on peut adapter la méthode de variation des constantes des systémes différentiels pour
résoudre (E) a partir d’une base des solutions de (H).

Méthode
Si on connait (x1,x2), un systeme fondamental de solutions de (H), alors on peut chercher toutes les
solutions de (E) sous la forme

z(t) = M(t)z1(t) + A2 (t)z2(2),

ot A1 et Ao sont dérivables sur I.
Pour cela, on introduit la fonction vectorielle :

cn (),

et on cherche les solutions du systéme différentiel associé a (E), noté (X): X'(t) = A(t)X (t) + B(t),
sous la forme

X () = M () X1(8) + Mo (t) Xa (1),

(X1, X2) = << I}Etg ) ,( za(t) )) (syst.fondamental de (X)).

) (t xh(t)

Avec ces notations, x est solution de (E) ssi X est solution de (X) ssi A (t)X1(t) +X5(t) X2(t) = B(t),
c’est-a-dire
{ Ay () (8) + Ao (t)a2(t) = 0
X1 (0)z1 (1) + Ap(8)2(t) = ()

o (3 )= (ein ).
(t

’2(t) ) est la matrice fondamentale du systeme (X).
2

ou encore

x
x

xl(t

o) = 1)

Exemple
Résoudre y"’ 4+ 4y’ + 4y = % sur R.

CH16 : Equations différentielles linéaires 23/ 27



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

Remarque (Autre présentation de la MVC)

Soit (z1,x2) un systeme fondamental de solutions de (H) : 2" (t) =
Alors les solutions du systeme différentiel homogéne associé (Xp) : X'
vectorielles :

x=a( B0 )+s( 20 )=ur v=(5)er

1

ot Q(t) = ( i,i Eg 2’28 > est la matrice fondamentale de (Xr).

Pour obtenir les solutions de (E) : z'(t) = a(t)z'(t) + b(t)x(t) + c(t), on cherche les solutions du
systeme différentiel associé (Xg): X'(t) = A(t) X (t) + B(t) sous la forme générale :

X(t) = Q)A(),

avec A : I — R? dérivable ("on fait varier la constante vectorielle V'").
On a alors

X sol de (Sx) <= QOAW) + QN (1) = ADQHA) + B(H),
mais Q' (t) = A(t)Q(t) (par colonnes), donc

X sol de (Xg) < Q(t)A'(t) = B(t).
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3) Techniques de recherche de solutions
a) Meéthode d’abaissement d’ordre

Si on connait une solution de (H), notée xo(t), qui ne s’annule pas sur I, alors on peut
chercher les solutions de (E) sous la forme :

x(t) = Mt)zo(t), avec A deux fois dérivable sur I.

On obtient alors, en injectant cette forme dans (E), une équation d’ordre 1 en z = X (les termes en A
se sont simplifiés), qu’on peut résoudre, et ensuite, on détermine A(t) en intégrant, puis les solutions
z(t) en remultipliant par zo(t).

Exemple
Résoudre (H): (t+ 1)z —a' —tz =0sur | — 1, +oo[.
On remarque que t — e’ est solution de (H), donc on peut chercher les solutions de (H) sous la forme

z(t) = A(t)e'.
Une telle fonction = est solution de (H) si et seulement si (aprés simplification)

2t+1

an
AT + t+1

N(t) =0,

Oou encore 1
N (t (2——)/\’15:0.
0+ (2~ ) VO

C’est une équation d’ordre 1 en z = ), elle se résout facilement. On obtient
N(t)=at+1)e ™, acR.

En intégrant par parties, cela équivaut a

(67

A = -5

2t +3)e +8,  (a,f) €R
et donc les solutions de (H) sur I =] — 1, +o0] sont les fonctions

2(t) = —%(Qt +3)et+Bet,  (,B) € R

b) Utilisation de séries entiéres

On peut également chercher si ’équation différentielle étudiée admet des solutions développables
en série entiére (cela englobe notamment les polynomes, les exponentielles, etc.).

Méthode (Recherche de solutions développables en séries entiéres)
On procéde par "analyse-synthése” :

+oo

étant donnée une fonction développable en série enticre x(t) = Zant" dans un intervalle | —
n=0

R; R[, on détermine une condition nécessaire et suffisante sur la suite des coefficients (an) pour

que x soit solution de (E).
On obtient en général une relation de récurrence sur la suite (a,) ;

e on essaie d’expliciter le terme général de la suite (a,) en fonction de n, & partir de la relation de
récurrence précedemment obtenue.
Cette étape donne les éventuelles solutions DSE ;

e on vérifie ensuite que la ou les séries entiéres obtenues ont bien un rayon de convergence R non
nul, et donc qu’elles définissent bien des fonctions.
Cette étape montre 1’existence de solutions DSE sur ] — R; R| ;

e si possible, on essaie de "reconnaitre” les solutions obtenues a partir de leur DSE, c’est-a-dire de
les exprimer a ’aide de fonctions usuelles.
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Remarque
Cette technique fonctionne bien lorsque les coefficients de ’équation différentielle (E) sont des poly-
nomes en t, et lorsque le second membre c(t) est lui-méme développable en série entiere.

Exemple
Déterminer les solutions DSE de (H) : (t+1)a” — 2’ —tx =0 sur | — 1,400
+oo
La fonction DSE t — y(t) = Z ant™ est solution de (E) si et seulement si
n=0
ai Vn > 1 (n - 1) n Ap—1
as = — n nt2=—|——=)an —_.
2T =5 T2 n+2) " mE D+ 2)
Par une récurrence pénible, on montre que cela équivaut a
k:a1 - (k - l)ao kao — (k - 1)(11
Vk € N, =— ==
2k (2k)! 241 (2k + 1)

et (ap,a1) € R? ne sont pas imposés.
En choisissant (ag,a1) = (1,1), on obtient a, = 1/n! pour tout n € N, donc on obtient une premicre

solution DSE, qu’on reconnait :
+oo

tn
x1(t) = Z i e.

n=0

En choisissant (ag,a1) = (—1,1), on obtient un second DSE

400 400
ook, %—1 iy
”32(’5)_];) R I;)(%—H)!t !

qui est de rayon de convergence R = 400, mais est plus difficile & reconnaitre :

+o0o i t +oo _ t
2o(t) :ZQ(’; k)!lt%’ /O ( 2(]“2 k)!lu%du) = tsh(t) — ch(t) — /0 (ush(u) — ch(u))du.

k=0 k=0

(]

Par IPP, on obtient

et — (2t +3)e”t

wo(t) = (t+2)sh(t) — (t + 1) ch(t) = 5

On a trouvé deux solutions DSE et linéairement indépendantes de (H), donc puisque S;(H) est de
dimension 2 (équation résolue en z’ sur l'intervalle I), on a toutes les solutions de (H) :

Sr(H) = Vect(x1,12) = Vect(t v €'t = (2t +3)e™"),

et elles sont toutes DSE sur cet exemple.

c¢) Changement de variable / d’inconnue

Exemple (Changement de variable)
Résolution sur I =] — 1;1[ de Péquation différentielle (H) : (1 —t*)y” —ty' +y =0
en utilisant le changement de variable ¢t = cos .

Solution Pour y :] — 1; 1[— R deux fois dérivable, posons z = y o cos, qui est deux fois dérivable sur
10; [ (et on a y = z o arccos).
On a z(z) = y(cosz) et 2”(x) = —(cosz) x y/(cosz) + (sin? z) x y”(cos ), donc

y solution de (H) <= 2"(z)+ 2(z) =0 <= z(x) = Acosz + Bsinz, (A, B)c R
Les solutions de (H) sur | — 1;1[ sont donc

y(t) = At + Bsin(arccos(t)) = At + By/1 — t2, (A, B) € R%.
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Exemple (Changement d’inconnue)
On considére 1’équation différentielle

(B): 2%y +4day’ + (2 +2%)y = 0.

1. Résoudre (E) sur | — 0o, 0] et sur ]0, 400 en posant u = z2y.
2. Existe-t-il des solutions de (E) définies sur R ?
Solution

1. En posant u(z) = z%y(z), on a v/(z) = 2zy(x) + 2%y (z) et v’ (z) = 2y(x) + dzy' (z) + 22y" (z),
donc

(E) < u"(z) +u(x) =0 < u(x) = Acos(z) + Bsin(z), (A, B) € R2.

2

En divisant par 2*, on en déduit les solutions de (E) sur | — 00, 0[ et sur ]0, +o0] :

() = uﬂ(cﬂ;;) _ Acos(x)x—&;Bsin(a:)7 (A.B) € R®.

2. Les éventuelles solutions de (E) définies sur R sont de la forme :

)

A cos(z)+ B sin(x) .
y('r) = Ccos(w)z—iD sin(x) s >0
Coos(e)tDsin@) i 4 <

avec (A, B,C, D) € R*, et sont deux fois dérivables en 0. Puisqu’on a

A+ Bz — 422 4+ o(22 A B A
= 22 ( ):7+;—§+0(1),

y(z)

T 2

la continuité de y en 0 impose que A = B = 0 (sinon, y posséde une limite infinie en 0. Idem
au voisinage de 07, on doit avoir C = D = 0.

Finalement, la seule solution possible sur R est la fonction nulle, et elle convient car elle est bien
deux fois dérivable sur R.

L’équation (F) posséde donc une seule solution définie sur R : la fonction nulle.
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