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Dans tout ce chapitre, (E, | . ||) désigne un K-espace vectoriel normé, avec K = R ou C.

I Notions générales de topologie
Pour tout a € E et pour tout réel » > 0, on rappelle que B(a,r) (resp. By(a,r)) désigne la boule

ouverte (resp. fermée) de centre a et de rayon 7.
Egalement, on notera d(a,z) = ||z — al| la distance entre deux points a,z de E.

1) Voisinages

Définition 1 (Voisinage d’un point)
Soit a € E et soit A C E. On dit que A est un voisinage de a s’il existe un réel r > 0 tel que
B(a,r) C A.

ATTENTION !

Si A est un voisinage de a, alors a € A (car a € B(a,r)), mais la réciproque est fausse!

Par exemple, dans 'evn (R, |.|), la partie A = [—1, 1] est un voisinage de 0 (car B(0,1) =] —1,1[C A),
mais ce n’est pas un voisinage de 1, car pour tout r > 0, B(1,7) =]1 —r, 1+ r[C A).

Remarque
St A est un voisinage de a, alors toute partie A’ O A est un voisinage de a.

Lemme 2 (Reformulation avec des boules fermées)
Soita € E et soit AC E.
A est un voisinage de a <= il existe un réel r > 0 tel que By(a,r) C A.

Preuve

Si A est un voisinage de a, alors il existe r’ > 0 tel que B(a,r’) C A. En posant r = % > 0, on a alors
By¢(a,r) C B(a,r") C A.

Réciproquement, s'il existe r > 0 tel que By(a,r) C A, alors on a directement B(a,r) C By(a,r) C A,
donc A est un voisinage de a.

2) Ouverts, fermés

Définition 3 (Partie ouverte)
Une partie U C E est dite ouverte si pour tout a € U, il existe un réel r > 0 tel que B(a,r) C U.

Remarque
o U est ouverte si et seulement si U est voisinage de chacun de ses points.

e () et E sont toujours des parties ouvertes.

Définition 4 (Partie fermée)
Une partie F C E est dite fermée si son complémentaire E \ F est une partie ouverte de E.

Remarque
() et E sont donc également des parties fermées.
1l existe donc des parties ouvertes et fermées a la fois!

Vocabulaire
Une partie ouverte (resp. fermée) de E est aussi appelée "un ouvert de E" (resp. "un fermé de E").

ATTENTION !

"Ouvert" n’est pas le contraire de "fermé". D’ailleurs, il existe des parties ni ouvertes, ni fermées!
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Par exemple, dans (R, |.|), la partie A = [0, 1[ n’est pas ouverte, car 0 € A et A n’est pas un voisinage
de 0. Mais elle n’est pas fermée non plus, car le complémentaire R\ A =] — oo, 0[U[1, +-00[ n'est pas
voisinage de 1, alors qu’il contient 1, donc R\ A n’est pas ouvert.

Propriété 5 (Stabilité par réunion / intersection)
(i) Toute réunion de parties ouvertes (méme infinie) est ouverte.
(i) Toute intersection finie de parties ouvertes est ouverte.

(#ii) Toute intersection de parties fermées (méme infinie) est fermée.

(iv) Toute réunion finie de parties fermées est fermée.

Preuve

(i) Soit (U;);er une famille quelconque d’ouverts de E. Notons U = |J U; et montrons qu’il s’agit
il
d’une partie ouverte. Pour a € U fixé, il existe ig € I tel que a € U,,. Mais U,, est ouverte,
donc il existe r > 0 tel que B(a,r) C U;, C U et donc U est bien voisinage de a.

(i) Soit (U;)1<i<n une famille finie d’ouverts de E. Notons U = (] U; et montrons qu’il s’agit

1<i<n
d’un ouvert. Fixons a € U. Ce point appartient a tous les ouverts Uy, - - - , U,, donc il existe des
réels ry,--- ,r, > 0 tels que Vi € {1,--- ,n}, B(a,r;) C U;. En posant r = min(ry,--- ,7y),

onar>0et Bla,r) C B(a,r;) CU; pour tout i € {1,--- ,n}, donc B(a,r) CU.
(iii) Soit (F;);er une famille quelconque de fermés de E. Les E \ F; sont ouverts donc |J (E'\ F)

i€l
est ouverte d’apreés (i). Mais |J(E\ F;) = E\ (ﬂ Fi>, donc F'\ (ﬂ Fz> est ouverte, ce qui
i€l iel iel
montre que [ F; est fermée.
iel
(iv) Soit (F;)1<i<n une famille finie de fermés de E. Les E'\ F; sont ouverts donc (] (E\ F;) est
1<i<n

ouverte d’aprés (ii). Mais (| (E\ F;)) =FE\ ( U Fi>, donc E'\ < U FZ) est ouverte,

1<i<n 1<i<n 1<i<n

ce qui montre que |J F; est fermée.
1<i<n

ATTENTION !

Une intersection infinie d’ouverts peut ne pas étre ouverte.
Une réunion infinie de fermés peut ne pas étre fermée.
Voir les exemples ci-apreés.

Propriété 6 (Topologie des boules, sphéres, singletons)
(i) Toute boule ouverte est une partie ouverte de E.
(i1) Toute boule fermée est une partie fermée de E.
(1ii) Toute sphere est une partie fermée de E.

(iv) Tout singleton {a} est une partie fermée de E.

Preuve
Fixons a € F et r > 0.

(i) Montrons que B(a,r) est ouverte. On fixe z € B(a,r) et on trouve ' > 0 tel que B(x,r’') C
B(a,r). Un dessin permet de conjecturer que le rayon r’ = r — d(a, x) fonctionne. Vérifions :
tout d’abord, ' > 0 car d(a,z) < r, étant donné que = € B(a,r).

Ensuite, pour tout y € B(z,r’), on a par inégalité triangulaire :

d(y,a) < d(y,x) + d(z,a) <1’ +d(x,a) =,

donc d(y,a) < r, c’est-a-dire y € B(a,r), ce qui prouve bien l'inclusion B(z,r’) C B(a,r).
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(ii) Pour montrer que By(a,r) est fermée, montrons que E \ By(a,r) est une partie ouverte. Soit
donc z € E \ By(a,r). On a d(a,z) > r. Guidés par le dessin, posons 1’ = d(a,z) —r > 0 et
vérifions que B(z,r") C E \ By(a,r) : pour tout y € B(z,r’), on a par inégalité triangulaire
renversée :

d(a,y) > |d(a,x) — d(z,y)| > d(a,z) — d(z,y) > d(a,z) — 1" =7,

ce qui montre que d(a,y) > r et donc y € E'\ Byf(a,r).

(iii) Notons S(a,r) la sphére de centre a et de rayon r. On a :

S(a,r) ={x € E, d(a,z) <r}n{x € E, d(a,z) >r} = By(a,r) N (E\ Bla,r)),

donc S(a,r) est fermée comme intersection de deux parties fermées.

(iv) Le singleton {a} est une intersection (infinie) de boules fermées, donc un fermé de E. En effet,

on a la décomposition

=B (o).

n>1

puisque pour tout x € E :

1 1
S ﬂB a,— ) <= Vn>1, |z—a]|<- < |z—a]| =0 <= z=a.
% n

n>1
Exemple
Dans (R, |.]) :
e tout intervalle a,b[ avec a < b est ouvert, car il s’agit de la boule ouverte de centre aT“Lb et de
rayon 1 = b_T"“ ;

tout intervalle |a, +o0o[ est ouvert, car |a, +o0o[= U |a, a+n[, donc cet intervalle est une réunion

neN*
d’ouverts ; de méme, tout intervalle | — oo, b[ est ouvert ;

tout segment [a,b] avec a < b est fermé, car il s’agit de la boule fermée de centre ‘%"b et de rayon
— b—a.

r=50

tout intervalle [a, +00[ est fermé, car R\ [a, +0o[=] — o0, a[ est ouvert ; de méme, tout intervalle

] — 00, b] est fermé;

une intersection infinie d’ouverts n’est pas nécessairement ouverte : par exemple
1
0,1= }—7, 1.
n
neN*
une réunion infinie de fermés n’est pas nécessairement fermée : par exemple,

[0,1[= U {0,1—%

neN*

Propriété 7 (Produit fini d’ouverts, de fermés)
Soit (F1,N1),- -+, (E,, Ny,) des K-evn. On munit E = E7 X --- x E,, de la norme

N { E — R
N = (21, ) — N(x)zlrg%ani(xi)
(i) Si pour tout i € [1,n], U; est un ouvert de (E;, N;) alors le produit U = Uy X --- X Uy, est
un ouvert de (E,N).
(i7) Si pour tout i € [1,n], F; est un fermé de (E;, N;) alors le produit F = Fy x --- x F,, est
un fermé de (E, N).

Preuve
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(i) Soit a = (a1, -+ ,an) € E. Pour tout i € [1,n], il existe r; > 0 tel que B(a;, ;) C U;
(puisque U; est ouvert). Posons r = min(ry,---,r,) > 0. Alors, on a B(a,r) C U car pour
tout = (z1, -+ ,x,) € E:

z € B(a,7) <= N(z—a)<r < Vie[l,n], Ni(z; —a;) <r;

— Vie[l,n], x; € Blaj,r;) CU; = z€U=U; x-- xU,.
Donc U est bien un ouvert de (E, N).
(i) Le complémentaire de F' = F} x --- x F,, dans F est

E\F:{(«fl,"' 71-’”) ek, die |[1,n]|, x; ¢Fi}: UG“

i=1
ou G, =FE1 x---x E;_1 x (E;\ F;) X Eix1 X --- x E,,. Chaque E; (avec j # i) est un ouvert

de (Ej, N;) et (E; \ F;) est un ouvert de (E;, N;) (complémentaire d’un fermé), donc par le
point (i ( ), chaque G; est un ouvert de (E, N), et donc E'\ F est un ouvert de (E, N).

Exemple
Dans l'evn (R, ||.]|s), les ensembles

Ui :]aJ)[X]C,d[, Us :}a7+OO[XR7 Us :RX]Cad[
sont des ouverts, et les ensembles
Flz[a,b}X[C,d], FZZRX[G7+OO[

sont des fermeés.

3) Intérieur, adhérence, frontiére

Définition 8 (Point intérieur a une partie)
Soit A C E et soit a € E. On dit que a est intérieur a A lorsque A est un voisinage de a,
c’est-a-dire lorsqu’il existe un réel r > 0 tel que B(a,r) C A.

Notation
Pour toute partie A C E, on notera A I’ensemble des points intérieurs a A, appelé ’intérieur de A.

Propriété 9 (Caractérisation de ’intérieur en tant qu’ouvert)
Soit A C E. Alors, A est la plus grande partie ouverte contenue dans A.

Preuve
e Il est clair que Ac A

e Montrons que A est une partie ouverte de E. Si x € A alors il existe r > 0 tel que B(z,r) C A.
Mais B(z,r) est ouvert, donc pour tout y € B(z,r), il existe r’ > 0 tel que B(y,r") C B(z,r) C A,
et donc y € A. On a montré B(z,r) C A, et donc A est bien une partie ouverte de E.

e Montrons enfin la maximalité de A. Si U est un ouvert quelconque tel que U C A, alors pour
tout x € U, il existe r > 0 tel que B(z,r) C U C A, donc z est intérieur a A c’est-a-dire = € A.
Ceci montre que U C A.

Remarque
On peut donc décrire lintérieur de A de maniére abstraite, comme la réunion de tous les ouverts
contenus dans A :

A= |y U

U ouvert
UCA
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Corollaire 10 (Caractérisation des ouverts par ’intérieur)
Une partie A est ouverte si et seulement si A = A.

Preuve

Si A est ouverte, alors A est un ouvert contenu dans A, donc A C /i, et l'inclusion réciproque est
toujours vraie, donc A = A. )

Réciproquement, si A = A, alors A est ouverte car A lest.

Définition 11 (Point adhérent & une partie)
Soit A C E et soit a € E. On dit que a est adhérent & A lorsque pour tout réel v > 0, la boule
B(a,r) contient au moins un élément de A (i.e Vr >0, B(a,r)NA#(]).

Remarque
On montre facilement que a est adhérent a A ssi tout voisinage de a rencontre A.

ATTENTION !

Tout point de A est adhérent & A, mais un point adhérent & A n’est pas forcément dans A!
Par exemple, dans (R, |.|), le point 0 est adhérent & ]0, 1] car pour tout r > 0,

| — r,7[N]0, 1[=]0, min(r, 1)[ 0.

Notation B
Pour toute partie A C F, on notera A l’ensemble des points adhérents a A, appelé 1’adhérence de
A.

Exemple (Bornes supérieures / inférieures dans R)
Soit A une partie non vide et majorée de R.

Alors sup(A) est le seul majorant de A qui est dans A.
En effet, M = sup(A) est 'unique réel tel que :

e Vre A < M,

e pour tout € > 0, M — € ne majore pas A, c’est-a-dire il existe a € A tel que M — ¢ < a.
et ces deux conditions sont équivalentes & :

o A C} — 00, M} )

e pour tout € > 0, |[M — e, M + e[NA # 0.

De méme, si A est non vide et minorée, alors inf(A) est 'unique minorant de A qui est dans A.

Propriété 12 (Complémentaire et intérieur/adhérence)

Pour toute partic AC E, on a E\ A= E\ A, ainsi que E\ A=E \ A.

Preuve
Soit z € E. On a :

r¢A < Ir>0, Blr,r)NA=0 < Ir>0, Blz,r) CE\A < z€ E\ A4,

donc E\ A= E\ A pour toute partie A C E.
En remplacant A par E'\ A, on obtient E \ (E \ A) —Aetdonc E\A=E\A.

Propriété 13 (Caractérisation de ’adhérence en tant que fermé)
Soit A C E. Alors A est la plus petite partie fermée contenant A.
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Preuve

—

D’aprés la proposition précédente A est le complémentaire de E \ A.
Or, d’aprés la proposition 9, on a

—

ExXA= |J Uv= |J U
U ouvert U ouvert,
UCE\A ACE\U

donc en passant au complémentaire :

A= () EB\U)= () F
U ouvert F fermé
ACE\U ACF

Ainsi, 'adhérence de A apparait comme l'intersection de tous les fermés contenant A, c’est-a-dire le
plus petit ensemble fermé contenant A.

Corollaire 14 (Caractérisation des fermés par ’adhérence)
Une partie A est fermée si et seulement si A = A.

Preuve

Si A est fermée, alors A est un fermé contenant A, donc A C A, et I'inclusion réciproque est toujours
vraie, donc A = A. B

Réciproquement, si A = A, alors A est fermée car A lest.

Définition 15 (Frontiére d’une partie) L
Soit A C E. On appelle frontiére de A (ou bord de A) la partie Fr(A) = A\ A.

Notation
Parfois, la frontiére de A est notée JA.

Propriété 16 (Fermeture de la frontiére)
Pour toute partie A C E, Fr(A) est fermée.

Preuve
D’aprés la proposition 12, Fr(A) = AN(E\A) = ANE \ A, donc Fr(A) est fermée comme intersection
de parties fermées.

Exemple
Dans (R, |.|), pour tout a < b :

e les intervalles [a, b], [a, b[, ]a, b] et ]a, b[ ont méme intérieur (]a, b[), méme adhérence ([a, b]) et méme
frontiere ({a,b});

e la frontiére de [a, +00[ et de |a, +oo[ est {a};

e la frontiére de | — 0o, 400 est 0.

4) Caractérisations séquentielles

Théoréme 17 (Caractérisation séquentielle de ’adhérence)
Soit AC E et soita € E. Alors :
a € A si et seulement si il existe une suite (u,) € AN qui converge vers a.

Preuve
Supposons que u,, _>—+> a avec Vn € N,u,, € A et a € E. Etant donné un réel ¢ > 0, la boule
n o0

fermée By (a,e/2) contient tous les termes de (uy) & partir d'un certain rang, donc la boule ouverte
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B(a,€) aussi (puisque Bf(a,e/2) C B(a,¢)).

D’ot1 Ve > 0, B(a,e) N A # 0 (puisque les u,, sont dans A). Ceci montre que a € A.

Supposons que a € A et construisons une suite (u,) € AN qui converge vers a.

Pour chaque entier n € N, on a par définition de I’adhérence B(a, - +1) N A # (), donc la boule
B(a, %_H) contient au moins un élément de A, noté w,. Ceci étant vrai pour tout n € N, on dispose
donc d’une suite (uy,)nen vérifiant :

Vn € N, U, € A, lwn —al| < ——
n+1

Vu que m njw 0, on en déduit par majoration que (u,)neca converge vers a.

Remarque
Ainsi, A est formé des limites de toutes les suites a valeurs dans A.

Corollaire 18 (Adhérence d’une boule ouverte)
Pour tout a € E et pour tout r >0, on a B(a,r) = By(a,r).

Preuve

Puisque By (a,r) est un fermé contenant B(a,r), on a déja B(a,r) C By(a,r).

Montrons l'inclusion réciproque en utilisant la caractérisation séquentielle de I’adhérence : soit x €
By(a,r). Si ¢ € B(a,r), on a évidemment x € B(a,r). Sinon, z € S(a,r) et on a ||z —al| = r. En
posant alors

T—a
Vn > 1, unza—i-(l—f (x—a)=z— ,
n

(faire un dessin pour trouver cette suite) on a u,, € B(a,r) pour tout n, car

1 1
||un—a||:(1—f) Hx—a||—r(1—7) <,
n

et lim w, =z car |ju, —z|| =% — 0, donc x € B(a,r), puisque z est limite d’une suite de

n—-+oo ™ n—+oo

points de B(a,r). Finalement, Bf(a,r) C B(a,r).

Notation
Une boule fermée pourra donc se noter B(a,r) plutét que By(a,r) sans ambiguité.

Corollaire 19 (Caractérisation séquentielle des fermés)
Une partie A C E est fermée si et seulement si pour toute suite (u,) € AN qui converge vers £ € E,
onal € A.

Preuve
D’aprés la proposition 14, A est fermée si et seulement si A C A, ce qui signifie d’aprés la proposition
précédente que tout point qui est limite d’une suite de AN est dans A.

ATTENTION !

Une suite a valeurs dans une partie fermée n’est pas nécessairement convergente (par ex, (—1)
divergente, bien qu’a valeurs dans le fermé [—1,1]).

Attention & ne pas mal interpréter cette caractérisation !

" est

Remarque
Les parties fermées sont donc les parties "stables par passage & la limite”.

5) Densité

Définition 20 (Partie dense) -
Soit A C E. On dit que A est dense dans E lorsque A = E.
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Remarque (Reformulations de la densité)
A est dense dans E signifie que tout point de E est limite d’une suite de points de A, ou encore que
pour tout © € E et tout r > 0, B(z,r) contient des éléments de A.

Exemple
Q et R\ Q sont denses dans R car tout intervalle réel non vide contient des rationnels et des irrationnels
(cf. cours MP2I).

6) Topologie relative & une partie

Examinons maintenant ce qu’il se passe lorsqu’on se restreint & une partie X C F.
Ces notions seront utiles lorsque ’on abordera I’étude de la continuité d’une fonction définie seulement
sur X (et non pas sur F tout entier).

Définition 21 (Voisinage relatif a4 X)
Etant donné X C E et a € X, on appelle voisinage de a relatif & X toute partie de la forme
VNX, ouV est un voisinage de a.

Exemple
Dans (R, |.|), I'intervalle I =]0, 1] est un voisinage de 0 relatif & X =]0, +oo], car [ = [-1,1] N X, et
[—1,1] est bien un voisinage de 0. En revanche, I n’est pas un voisinage de 0.

Remarque

e Tout voisinage de a relatif a X est évidemment une partie de X . L’idée est la suivante : on prend
un voisinage de a dans E et on ne conserve que la partie qui est dans X (grdce a Uintersection,).

o L’hypothése "a € X7 garantit que pour tout voisinage V de a, Uintersection V N X est non vide.

Propriété 22 (Caractérisation des voisinages relatifs avec les boules)
Soit X CE,ACX, eta€ X.
A est un voisinage de a relatif a X si et seulement si il existe un réel r > 0 tel que B(a,r)NX C A.

Preuve (non traitée en classe)

Si A=V N X, avec V voisinage de a, alors il existe r > 0 tel que B(a,r) C V.
Donc (B(a,r) N X) C (VN X), c’est-a-dire B(a,r)NX C A.

S’il existe r > 0 tel que B(a,r)NX C A, alors en posant V = B(a,r)UA, on a bien V voisinage
de a (car B(a,7) CV),et VN X = A : en effet

VNX = (Bla,r)NX)U(ANX) = A.
A
CA =

Définition 23 (Ouvert relatif a X)
Etant donné X C E, on appelle ouvert relatif & X toute partie de E de la forme U N X, avec U
une partie ouverte de E.

Propriété 24 (Caractérisation des ouverts relatifs avec les voisinages relatifs)
Soit X C E et A C X. Alors A est un ouvert relatif & X si et seulement si A est un voisinage
relatif & X de chacun de ses points.

Preuve (non traitée en classe)

Si A =UnNX avec U un ouvert de F, alors pour tout a € A, U est un voisinage de a (puisque
U est ouvert et a € A C U), donc A est bien un voisinage de a relatif a X.

Supposons que A est un voisinage relatif & X de chacun de ses points et montrons que A = UNX
avec U un ouvert de E. Par hypothése et d’aprés la proposition 22 : pour tout a € A, il existe r, > 0
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tel que B(a,r,) N X C A. Ainsi,ona A= |J (B(a,7,) N X) =UNX en posant U = |J B(a,rq,)
acA acA
qui est bien ouvert comme réunion d’ouverts de E.

Remarque

Bien sir, on peut faire "dans l'autre sens” : définir les ouverts relatifs a X comme les parties de
A C X qui sont voisinage relatif de tous leurs points, et montrer que cela correspond auz parties de
la forme A=UNX, avec U ouvert de E.

Définition 25 (Fermé relatif a X)
Etant donné X C E, on appelle fermé relatif a X toute partie de E de la forme F N X, avec F
une partie fermée de E.

Propriété 26 (Caractérisations des fermés relatifs a X)
Soit X C E et AC X. Alors on a équivalence entre :

(i) A est un fermé relatif & X ;
(i3) pour toute suite (z,,) € AN qui converge vers £ € X, onal € A;

(1) le complémentaire de A dans X est un ouvert relatif a X.

Preuve (non traitée en classe)
(i) = (ii)|: Supposons que A = FNX, ot F est une partie fermée de E, et considérons (x,,) € AN

qui converge vers ¢ € X. La suite (x,,) est a valeurs dans F', qui est une partie fermée, donc sa limite
{ est dans F'. Mais par hypotheése, £ € X, donc { € FNX = A.

(i) = (iit) | : Supposouns la propriété séquentielle (i¢), et montrons que X \ A est un ouvert relatif
a X. Si ce n’était pas le cas, alors d’apreés la prop 24, il existerait un point € X \ A tel que X \ A
ne soit pas voisinage de z relatif & X. Ceci signifie d’aprés la prop 22 que pour tout réel » > 0,
B(z,7) N X n’est pas incluse dans X \ A, ou encore que B(x,7) N A # (). Ainsi, x € A, donc il existe
une suite (z,,) € AN qui converge vers z. Mais puisque x € X, on obtient par I’hypothése (i) que
x € A, ce qui est contradictoire. Donc X \ A est un ouvert relatif & X.

(1)) = (i) |: S X\ A=UnNX avec U une partie ouverte de E, alors A = (F\U)NX = FNX,
avec F'= E\ U fermé de FE.

ATTENTION !

Dans la caractérisation séquentielle des fermés relatifs & X (point (ii)), on suppose que la limite de
la suite est déja dans X, et non pas simplement dans E. Par exemple, 'ensemble A =]0;1] est un
fermé relatif & X =|0; 4o0[ puisque A = [0;1] N X, et pourtant la suite (1/n),>1, & valeurs dans A,
converge vers 0 ¢ A.

Remarque

Comme pour les ouverts relatifs, on peut définir les fermés relatifs a X comme les complémentaires
dans X des ouverts relatifs & X, et montrer que cela correspond bien auz parties de la forme F N X,
avec F fermé de E.

7) Invariance des notions topologiques par des normes équivalentes

Théoréme 27 (Voisinages, ouverts, fermés pour des normes équivalentes)

Soient N1 et Ny deux normes équivalentes sur un K-espace vectoriel E. Alors les deux espaces
vectoriels normés (E, N1), (E, Na) possédent les mémes voisinages, les mémes ouverts et les mémes
fermés.

Preuve
Supposons que Ny < C1 N5 et Ny < CoNy avec Cq, Cy > 0.
Soit @ € F et V un voisinage de a dans 'evn (E, N7). Il existe r > 0 tel que Bi(a,r) C V (ou Bi(a,r)
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désigne la boule ouverte de centre a et de rayon r associée a la norme Nj). Puisque
Vr € E, Ni(z —a) < C1Na(xz — a),

on en déduit que Ba(a, &-) C Bi(a,r) C V, ce qui prouve que V est un voisinage de a dans I'evn
(E, N3). Puisque les normes Nj et N3 ont des roles symétriques, on obtient ainsi que pour tout a dans
FE, les voisinages de a pour la norme N7 sont les mémes que ceux pour la norme No.

Ensuite : une partie U est un ouvert de E lorsque U est voisinage de tous ses points, et on vient de
montrer que cette notion de dépend pas de Ny ou Ns.

Enfin, les fermés de (E, N7) sont les complémentaires des ouverts de (F, N1), qui sont les mémes que
ceux de (E, Na).

ATTENTION !
Méme si les normes sont équivalentes, les boules ne seront pas les mémes (cf. les boules de R? pour
les trois normes || . |1, || - |l2; || - [loo)-
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II Limites et continuité

Dans cette section, (E,|| . ||g) et (F,|| . ||r) désignent deux K-espaces vectoriels normés. On va
considérer des applications définies sur une partie X C F et a valeurs dans F'.
Lorsque F et/ou F est égal 4 K, on le munit naturellement de la valeur absolue / du module.

Vocabulaire ("Au voisinage de ... ")

Etant donné une propriété P, une fonction f : X C E — F et un point a € X (adhérent & X), on
dira que f posséde la propriété P au voisinage de a s’il existe un voisinage V' de a relatif a X
tel que la restriction fy, : V' — F' posséde la propriété P.

Sans perte de généralité, on peut supposer V' de la forme V = B(a,r) N X.

1) Limite d’une fonction en un point

Définition 28 (Limite en un point)
Soit X CE, f: X — F etac X. On dit que f posséde une limite en a lorsqu’il existe { € F
tel que

Ve>0, 30 >0, Ve e X, [x—allpg <d = |[|f(x) —{|r <e.

Dans ce cas, on dit que f(x) tend vers £ lorsque x tend vers a et on note f(x) — £ ou encore
r—a
f—=L
a

Remarque (Cas ou f est définie en a)
Sia € X, alors la seule limite possible en a est f(a) (prendre x = a dans la définition avec les
quantificateurs, on obtient || f(a) — {||r < & pour tout réel € > 0, donc £ = f(a)).

Lemme 29 (Reformulation de la notion de limite avec des inégalités strictes)
Soit X CE, f:X—>F,ac X etlecF. Alors :

fl#) — 0 —= (V&' >0, 3" >0, Vz e X, |z —a|lp<d = |f(z)—{|r<éE).

T—a

Preuve (non traitée en classe)

Soit ¢’ > 0. En utilisant la définition de la limite avec e = &'/2, il existe > 0 tel que
(lx —allg <0 = | f(z) —L||r <€'/2). Dot I'implication :

lz—allp <6 = llz—alle <6 = |f(x) = Llr <£'/2 = [f(z)—lr <€,

et &' = 6 convient.

<=1 Soit € > 0. En utilisant la propriété supposée avec ¢’ = ¢, il existe §' > 0 tel que
)
T —allg < - x) —L||Fp < €). En posant alors 0 = on a l'implication :
o’ l En p t al 0=24 2, I'implicati

lz—alp <6 = |z—allp < = |f(x)—Llr <e = [f(x) - Llr <&,

ce qui montre que f(z) — ¢.
Tr—a

Remarque (Reformulation géométrique de la limite)
D’apres le lemme précédent, "f(x) — £" signifie donc que
r—a

Ve >0, 30 >0, z€ B(a,0)NX = f(x) € B{{,¢e),

ou encore
Ve >0, 36 >0, f(B(a,6)NX)C B((,e).

Avec cette reformulation, on comprend le role de I’hypothése "a € X " : puisque ¥§ > 0, B(a,§)NX # 0,

ceci garantit la non-trivialité de la propriété qui définit la limite.

En effet, si on avait lexistence de 6o > 0 tel que B(a,d9) N X = 0, alors l'inclusion

f(B(a,60)NX) = f(0)=0C B({e)
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serait automatiquement vérifiée pour tout € > 0 et pour tout £ € F'!

Remarque (Reformulation de la limite avec des voisinages)

"f(x) — L signifie également que pour tout voisinage W de £ dans F, il existe un voisinage V de a
r—ra

relatif o X tel que f(V) C W.

Cette définition de la limite est la plus simple, mais aussi la plus abstraite !

Théoréme 30 (Caractérisation séquentielle de la limite)
Soient X CE, f: X > F,ae X etl e F. Alors :

f(z) — £ si et seulement si pour toute suite (x,) € XN, on a (z, — a = f(z,) — {).
T—a n—+4o00 n—-+oo

Preuve

Supposons que f(z) — £ et considérons une suite (x,) € X" qui converge vers a. Etant donné
r—ra

un réel € > 0, il existe 6 > 0 tel que Vo € X, ||z —a|lp <0 = | f(z) —{||r <e.
Mais par convergence de la suite (x,,) vers a, il existe ng € N tel que (n > ng = ||z, —a||lg < 9),
donc (n > ny = |[|f(zn) —¥{||r <€) (puisque z, € X), ce qui montre la convergence de la suite

(f(zn)) vers £.
Supposons que la propriété (z, n_)—+>00 a = f(a,) n_}—+>oo ) soit vraie pour toute suite

(r,) € X" et montrons que f tend vers ¢ en a. Si ce n’était pas le cas, on aurait :

F>0,V6>0, Iz e X, ||lx—a|g<det|flz)—L|r>e

1
n+1
un élément z, € X tel que ||z, —a|lg < n%rl et ||f(xzn) — £||F > e. On dispose donc d’une suite

(zp)nen € XY dont chaque terme vérifie les deux inégalités précédentes.
Vu que %_H — 0, on obtient par majoration que (x,) converge vers a, mais la minoration
| f(zn) — €||F > € montre que (f(z,)) ne converge pas vers ¢ (sinon par passage a la limite dans

I'inégalité on aurait 'absurdité 0 > ¢), ce qui contredit I’hypothése de départ. On a donc bien
flz) — L.
r—a

Pour chaque entier n € N, en posant 6 = (ou toute autre suite tendant vers 0...), il existe alors

Propriété 31 (Unicité de la limite d’une fonction)
Si f(z) — 0 et si f(x) — 0, alors £ =1'.

On dit alors que ¢ est la limite de f en a et on note { = lim f(z), ou £ =lim f.
T—ra a

Preuve (non traitée en classe)

Soit (z,) € XN telle que z, —+> a (une telle suite existe car a € X). Puisque f tend vers £ et
n—-+oo

¢ lorsque © — a, on a f(x,) —+> ¢ d’aprés la caractérisation séquentielle de la limite, mais aussi
n——+0oo

fzn) " ¢'. Par unicité de la limite de la suite (f(x,)), on en déduit £ = ¢'.
n—r+00

2) Opérations sur les limites

Propriété 32 (Limite d’une fonction & valeurs dans un espace produit)
On considére des K-espaces vectoriels normés (Fi, N1),--- , (Fp, Np) et on munit Uespace produit
F=F; x---xF, de la norme N : F — R" définie par

N(yy,- - ayp) = max(Ny(y1), - 7Np(yp))-

Soit f: XCE—F,aeX etl= {1, - ,{,) €F.
Notons f(z) = (fi(z), -, fp(z)) pour tout x € E. Alors, on a :

fl@) =€ < Vie (L, ,p}, filz) = 4,
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Vocabulaire
Les applications f1,-- -, fp sont appelées les composantes de f ou encore les fonctions coordonnées
de f.

Preuve (non traitée en classe)
On utilise la caractérisation séquentielle : étant donnée une suite (z,,) € XN qui converge vers a, on
a (cf. CH. 5),

f(l'n) = (fl(xn)v e afp(xn)) njoo l <= Vie {17' o 7p}, fz(xn) nH—Jr)oo giv

ce qui prouve I’équivalence voulue.

Propriété 33 (()J)érations algébriques sur les limites de fonctions)
Soit X CE,aeX, f: X > Fetg: X — F. On suppose que f —{ € F et g— ' € F.
a a

(i) Ona f+g—L+1.
(i) Pour tout A € K, on a A\f — M.

Preuve (non traitée en classe)

Direct avec la caractérisation séquentielle par opérations algébriques sur les suites convergentes (cf.
CH.5).

Propriété 34 (Limite d’un produit externe)
Soit X CE,ae X, a: X —>Ketf: X —F. On suppose quecc — N€K et f — € F.
a a

Alors af — M € F.
a

Preuve (non traitée en classe)
Direct avec la caractérisation séquentielle par compatibilité de la convergence des suites avec le produit
externe (cf. CH.5).

Remarque
Lorsque F =K, on retrouve ainsi la limite du produit de deux fonctions a valeurs dans K (traité dans
le cours de MP2I).

Propriété 35 (Limite d’un inverse scalaire)

Soit X CFE,a€e X, f: X —- K. On suppose que f — { € K*.
a

1

Alors f ne s’annule pas au voisinage de a, et F—
a

|

Preuve
Montrons déja que f ne s’annule pas sur un voisinage de a. Par définition de la limite, il existe r > 0
tel que f(B(a,r)NX) C B(Y, %) Ainsi, sur le voisinage relatif V' = B(a,r) N X, la fonction f vérifie

reV = Jf@) <9 = |f@)1= 50

(par inégalité triangulaire renversée), donc la restriction f}y ne s’annule jamais, et % : V' — Kest bien
définie, ce qui permet d’envisager sa limite en a.

Pour déterminer cette limite, on utilise la caractérisation séquentielle. Etant donnée une suite (u,,) €
XN qui converge vers a, on a f(u,) n_>—+>oc ¢ # 0 (par hypothése sur la limite de f en a), donc

par opérations algébriques sur les suites, on en déduit que f(u,) # 0 & partir d’un certain rang et

l . . . .
o n_>—+>oo 7> ce qui donne la limite voulue pour la fonction 1/f.
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Théoréme 36 (Limite d’une composée)
Soient E, F,G trois K-espaces vectoriels normés, Soit f : X CE — F et g:Y C F — G tel que
fX)CY,etsoitae X. Sif—beF etsig?éeG, alors go f — £.

Preuve

La encore, on peut utiliser la caractérisation séquentielle des limites. Etant donnée une suite (u.,) €X N

qui converge vers a, on a f(uy,) —+> b (par hypothese sur f), donc au passage b € f(X) C Y, ce
n—-+0oo

qui permet d’envisager la limite de g en b. Cette limite est ¢ par hypothése, donc, toujours par
caractérisation séquentielle, g(f(u,)) — £, c’est-a-dire (go f)(u,) —> £, ce qui donne la limite
n——+oo n——+oo

voulue pour go f.

3) Extension : limite a I'infini, limite infinie

Définition 37 (Limite lorsque ||z|| — +o0)
Soit X une partie non bornée de E, f : X — F et € F'.
On dit que f(z) tend vers € lorsque ||z|| tend vers +oo si :

Ve>0,3IR>0, Vz € X, ||zlg > R = ||f(z) — || <e.

On note alors f(x)
l|lzl|—=+o0

Définition 38 (Limite lorsque z — Fo0)
On suppose ici que (E,| . ||) = (R,| . |) et (F,] . ||) est un evn quelconque.
Etant donné X CR, f: X - F etl e F :

(i) Si X n’est pas majorée, on dit que f(x) tend vers € lorsque x tend vers +o0o si :
Ve>0,3IR>0,Vze X, 2 >R = |f(z) —{||r <e.
On note alors f(x) — L.
T—+00
(i1) Si X n’est pas minorée, on dit que f(x) tend vers £ lorsque x tend vers —oo si :

Ve>0, IR>0, Vo € X, 2 < —R = ||f(z) — l|r <e.

On note alors f(x) — L.

T—>—00

Définition 39 (Limite infinie d’une fonction réelle)
On suppose ici que (E,|| . ||) est un evn quelconque et (F,| . ||) = (R,|.])-

Etant donné X CE,ae X et f: X - R :

(i) On dit que f(zx) tend vers +o0 lorsque x tend vers a si :
VR>0,30>0, Ve e X, ||z—allg<d = f(z)>R.

(i) On dit que f(x) tend vers —oo lorsque x tend vers a si :

VR >0, 36 >0, Vo € X, H:rfa||E§5 — f(x)ng

Remarque

e Bien entendu, toutes ces extensions de la notion de limite peuvent s’énoncer avec des inégalités
strictes, et se reformuler géométriquement avec des boules ouvertes ou fermées.

e On définit de méme lirin f(x) = +o0 lorsque E = F =R.
T—r 100

e On renvoie au cours de MP2I pour les propriétés des limites a linfini / infinies des fonctions
réelles.
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Remarque (Lien avec les voisinages)

Dans R, si on appelle abusivement voisinage de +oo (resp. —oo) tout ensemble A pour lequel il
existe R > 0 tel que |R,+oo[C A (resp. | — 0o, R[C A), et de méme pour les voisinages relatifs, alors
on peut totalement reformuler ces notions en termes de voisinages, par exemple :

flz) — £ < VYW woisinage de £, 3V wvoisinage de +oo relatif a X tel que f(V) C W.

r—+o0

f(z) — 400 < VW woisinage de +oo, IV wvoisinage de a relatif ¢ X tel que f(V) C W.

r—a

Du coup, on obtient la méme chose que pour la limite en un point. Cette formalisation en termes
de voisinages permet donc une unification des différentes définitions de limites (finies/infinies, en un
point/en linfini).

4) Fonctions continues

Définition 40 (Continuité en un point)
Soit X CE, f: X — F eta€ X. On dit que [ est continue en a lorsque f(z) — f(a),

r—a
c’est-a-dire :

Ve>0, 36 >0, Vo€ X, |z—alp <6 = |f(z)— fla)l|lr <e.

ATTENTION !

Pour parler de continuité en a, il est nécessaire que f soit définie en a, c’est-a-dire a € X (et pas
seulement a € X). En effet, la définition fait intervenir f(a).

Puisque f est déja définie en a, on a donc 1’équivalence :

f est continue en a <= f posséde une limite en a

(voir la remarque qui suit la définition de la limite).

Remarque (Reformulations de la continuité)
Tout comme pour les limites, on a :

f est continue en a <= Ve >0, 36 >0, f(B(a,0)NX)C B(f(a),e)

<= VW woisinage de f(a), IV wvoisinage de a relatif ¢ X tel que f(V) C W.

Théoréme 41 (Caractérisation séquentielle de la continuité)
Soit f: X CE— F,a€ X. Alors :

f est continue en a ssi pour toute suite (x,) € X", on a (z, — a = f(z,) — f(a)).
n—-+oo n—-+oo

Preuve (dans la banque d’exercices INP)
Direct & partir du théoréme de caractérisation séquentielle de la limite en a et par définition de la
continuité au point a.

Définition 42 (Continuité globale)
Soit X C E. On dit qu’une application f : X — F est continue lorsqu’elle est continue en tout
point a € X.

Notation
Pour toute partie X C E, on notera C°(X, F') I'ensemble des fonctions continues X — F.

Propriété 43 (Coincidence sur une partie dense)
Soit f € C°(E,F) et g € C°(E, F).
Si f et g sont égales sur une partie X dense dans E, alors f = g.
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Preuve (dans la banque d’exercices INP)
Soit a € E. Par densité de X dans FE, il existe une suite (z,,) € X" telle que z, — a.

n—-+oo
Par hypothése, on a Vn € N, f(z,) = g(x,), et par continuité de f et g au point a, on a aussi

Erf f(zn) = f(a) et ET g(xy) = g(a). Donc f(a) = g(a) par unicité de la limite d’une suite.

Théoréme 44 (Opérations algébriques sur les fonctions continues)
Soit X C E.

(i) C°(X, F) est un sous-espace vectoriel de FX.
(i) Si F =K, alors C°(X,K) est une sous-algébre de KX.

Preuve
En utilisant les opérations algébriques sur les limites, on obtient directement que si f : X — F et
g : X — F sont continues en a € X, alors pour tout A € K, A\f 4 g est aussi continue en a, puisque

(£@) = (@) et g(2) — g(a) = (Vf +9)(@) —> (Af +9)(a),

—a

En outre, la fonction nulle 0 : X — F est clairement continue, donc C%(X, F) est un sous-espace
vectoriel de FX.
De plus, si F' = K, I’élément neutre de 'anneau des fonctions X — K est la fonction constante égale
a 1, qui est continue. Et toujours par opérations sur les limites, on obtient que le produit fg: X — K
est continu. Donc CY(X, K) est a la fois un sous-espace vectoriel et un sous-anneau de KX, c’est-a-dire
une sous-algébre.

Propriété 45 (Continuité et produit externe)
Soit X CE. SiaeCX,K) et si f €COUX,F), alors af € C°(X, F).

Preuve
Direct par opérations sur les limites en tout point a € X (voir prop. 34).

Théoréme 46 (Composition de fonctions continues)
Soit E, F,G trois K-espaces vectoriels normés, soit X C E, Y C F. Si f € C°(X,F), g € C°(Y,G)
et f(X)CY, alors go f € CO%(X,Q).

Preuve
Direct par composition de limites (cf. théoréme 36.).

5) Caractérisation ensembliste de la continuité

Théoréme 47 (Caractérisation de la continuité sur X par les images réciproques des
ouverts / fermés)
Soit X CE et f: X — F. Alors, on a équivalence entre :

(i) f est continue;
(ii) pour tout ouvert U de F, f=Y(U) est un ouvert relatif a X ;
(iii) pour tout ferméY de F, f=*(Y) est un fermé relatif a X.

Preuve

(i) = (ii)|: Supposons f continue et considérons un ouvert U de F. On va montrer que f~(U)
est un ouvert relatif & X. Pour cela, fixons a € f~1(U). On a alors f(a) € U, donc puisque U est
ouvert, il existe r > 0 tel que B(f(a),r) C U. Par continuité de f au point a, il existe alors ¢ > 0 tel
que

f(B(a,0)NX) C B(f(a),r) CU.

CHO7 : Topologie des espaces vectoriels normés 19/ 42



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

Ceci entraine alors
(B(a,8) N X) C f7H(U),
et donc f~1(U) est un voisinage de a relatif & X, ce qui montre que f~1(U) est un ouvert relatif a
X.
(14) = (i) |: Supposons la propriété (ii) et montrons que f est continue. Fixons a € X et € > 0.

La boule ouverte U = B(f(a),e) est une partie ouverte de F, donc par hypothése, f~1(U) est un
ouvert relatif & X. Or, a € f~1(U) (car f(a) € U), donc f~1(U) est un voisinage de a relatif a X,
d’ou Pexistence d’un réel § > 0 tel que

(B(a,8) N X)  f7H(U),

c’est-a-dire
f(B(a,0) N X) CU = B(f(a),e),
ce qui montre bien que f est continue en a.
(ii) <= (i) | : Clair car pour toute partie Z C F,on a f~YF\ Z) = X \ f~1(Z), et les fermés
relatifs & X sont les complémentaires dans X des ouverts relatifs & X.

Corollaire 48 (Caractérisation de la continuité sur E par les images réciproques des
ouverts / fermés)
Soit f: E — F. Alors, on a équivalence entre :

(i) [ est continue;
(ii) pour tout ouwvert U de F, f~*(U) est un ouvert de E ;
(iii) pour tout ferméY de F, f=1(Y) est un fermé de E.

Preuve
Direct par le théoréme précédent appliqué & X = E, puisque les ouverts (resp. fermés) relatifs a F
sont exactement les parties ouvertes (resp. fermées) de E.

Remarque

Ces résultats sont notamment trés utiles pour montrer qu’une partie est ouverte ou fermée. Il suffit
alors de la faire apparaitre comme 'image réciproque d’un ouvert ou d’un fermé connu par une fonction
continue.
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III Continuités spécifiques

(E, |Illlg) et (F,||.||7) désignent toujours deux K-espaces vectoriels normés, non nuls.

1) Fonctions uniformément continues, fonctions lipschitziennes

Définition 49 (Continuité uniforme)
Soit X C E et f: X — F. On dit que f est uniformément continue lorsque :

Ve >0, 36 >0, ¥(z,y) € X% |z —ylp <3 = ||If(x) - fW)llr <e.

ATTENTION !

Remarquer la différence avec la continuité!

"f: X — F est continue" signifie que pour tout y € X, lim f(x) = f(y), c’est-a-dire :
T—Y

Vye X, Ve>0,36>0, Vz € X, [z —yllg <0 = [f(z) - fWllr <e

Ici, le 6 dépend donc de € et du point y oi1 on étudie la continuité, alors que dans la continuité
uniforme, le § ne dépend que de €.

Définition 50 (Caractére lipschitzien)
Soit X CE et f: X — F. On dit que f est lipschitzienne lorsque :

3K >0, ¥(z,y) € X%, ||f(z) — fW)lF < K|z - ylle.

Propriété 51 (Liens entre les différentes continuités)
f lipschitzienne =—> f uniformément continue =— f continue .

Preuve
Supposons que f soit lipschitzienne, i.e :
3K >0, Y(z,y) € X2, [|f(2) = f(W)lr < K|z —yllp-

On peut supposer K > 0 (quitte & augmenter K'). Fixons un réel ¢ > 0. En posant § = = > 0, on a
pour tout (z,y) € X2 :

[z —ylle <6 = |f(z) = FWllr < K|z —yllp < Ké =e,
donc f est bien uniformément continue.
Implication 2| Supposons f uniformément continue, i.e :
Ve >0, 30> 0, V(r,y) € X2, lz —ylp <6 = |f(z)~ fy)lr <e

Montrons alors que f est continue : étant donné un point @ € X et un réel € > 0, on a (en utilisant
la continuité uniforme avec y = a) :

>0, VeeX, |z—a|l|lp <0 = ||f(z)— fla)|]lFr <e,

donc f est bien continue en tout point a € X.

Exemple (Application distance & une partie)
Soit A C E une partie non vide de E. Pour tout x € E, on pose

d(z, A) = ng d(z,a) = ;Ielg |l — al|-

i
ac

Ce réel positif (qui existe bien car 'ensemble {d(z,a), a € A} est une partie non vide de R minorée
par 0) est appelé distance de x a la partie A.
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Alors lapplication d4 : E — R définie par  — da(x) = d(z, A) est lipschitzienne.
En effet, étant donnés (z,y) € E*> et a € A, on a :

d(z, A) < |z —all < [z =yl + lly — al,

c’est-a-dire
d(z, A) — |lz —y| < d(y,a).

Ainsi, le réel m = d(z, A) — ||z — y|| minore ’ensemble {d(y,a), a € A}. Par définition de la borne
inférieure on a donc m < inf{d(y,a), a € A}, c’est-a-dire

d(z, A) — ||z — y| < d(y, A),

ou encore

d(z, A) —d(y, A) < ||z —yl|.
Par symétrie des roles de x et y, on a aussi
d(y, A) —d(z, A) < |ly —z| = ll= -yl

donc finalement
V(z,y) € E*, |da(z) —da(y)| <z —yl,

ce qui montre le caractére lipschiztien de d4 :  — d(z, A).

Exemple (Fonction de classe C' sur un segment)
Toute fonction f € C!([a,b],R) est lipschitzienne : en effet, la dérivée f’ est continue sur le segment
[a, b], donc bornée, et par la formule fondamentale du calcul intégral :

V(z,y) € 0,0, |f(2) - fly)l =

Yy
/ f’(t)‘ < Mlz—y],

ou M = sup [f'(t)] = [[f'lloo,(a,b]-
t€la,b]

C’est I'inégalité des accroissements finis (qui rappelons-le est vraie aussi dans le cas ou f est seulement
deérivable, & dérivée bornée).

Exemple (Toute norme est lipschitzienne)

Si (E,N) est un evn, alors N : E — R est lipschitzienne, donc continue puisque
Y(z,y) € [a,0]%,  |N(z) = N(y)| < N(z —y)

(inégalité triangulaire renversée).

ATTENTION !

Les implications réciproques de la prop. 51 sont toutes fausses!
Par contre, on verra par la suite qu’elles sont vraies pour les applications linéaires £ — F'.

Exemple
. RT — R . . . . i
La fonction f : { est uniformément continue mais pas lipschitzienne.
X — \/.E

En effet : s’il existait K > 0 tel que
V(z,y) € R, [Vo— iyl < Kz —yl,
alors on aurait en particulier (avec y =0) :
Vx>0, Vr < Kz,

et donc
Yz >0, 1< Kv/x,
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ce qui est impossible vu que K+/z —6 0. Donc f n’est pas lipschitzienne.
T—

Toutefois, on dispose de la majoration :

V(z,y) € RY)?, Vo =iyl < y/lz—yl,

car (T +/y)? =z +y+2,/7y > x+y, et donc /z + y < /x + ,/y (sorte d’inégalité triangulaire)
et on en déduit

0<e<y = Vy=(y—)+r<Vy—a+vVo = Jy—Ve<Vy—z=/|lz -y,
0<y<s = va—vi<vi—y=ylz—1

d’ou I'inégalité voulue. Donc f est uniformément continue car pour tout £ > 0, on a, en posant § = £2 :
o -yl <6 = |f(2) — fy)l = Vo - Vyl < le -yl < Vi=e

Exemple

R —
r
Elle est continue en tant que fonction réelle polynomiale. Elle n’est pas uniformément continue car
pour tout § > 0 fixé, on peut toujours trouver deux points x et y tels que |[x—y| < d et |g(x)—g(y)| > 1.
En effet, en posant = = % ety = % + 4§, o0n a

. R . . . .
La fonction g : { 22 est continue mais pas uniformément continue.

le—yl=06  |gx) —gy)|=|2>—y’|=6"+2>2.

2) Continuité des applications linéaires

Notation

On notera L(E, F) 'ensemble des applications linéaires £ — F.

On notera également L£.(E, F') Pensemble des applications linéaires continues £ — F'.

On rappelle que L(E, F') est un sous-espace vectoriel de F'¥.

Vu que L.(E,F) = L(E,F)NC°(E, F), cet ensemble est également un sous-espace vectoriel de F'Z
etonaL.(E,F)CL(E,F).

Théoréme 52 (Caractérisation de la continuité des applications linéaires)
Soit uw € L(E, F). Alors il y a équivalence entre :

(i) u est continue en O ;

(i1) u est continue ;
(1) w est uniformément continue ;

(iv) u est lipschitzienne ;

(v) 3C >0, Vz € E, |u(z)||r < C|z|&-

Preuve
Clairement, la condition (v) est la plus forte, car s’il existe C' > 0 tel que Vz € E, ||u(z)||r < O||z| g,
alors la linéarité de u entraine :

V(z,y) € B, lu(@) —u)llr = [u(z - y)|r < Cllz - yll&,

donc u est lipschitzienne, ce qui entraine successivement sa continuité uniforme, donc sa continuité,
donc sa continuité en 0. On a donc :

(v) = () = (i) = (1)) = (i).
Remontons cette chaine d’implications : si u est seulement supposée continue en O, alors on a :

Ve>0, 30 >0, Ve € B, ||z[lg <6 = [[u(@)|r = [Ju(z) - u(0p)||lr < ¢
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(puisque u(0g) = Op par linéarité).
En fixant ¢ = 1 (par exemple), on obtient donc que u est bornée par 1 sur la boule fermée de rayon

0 :
[zl <6 = |u(z)|r <1

Ceci va alors entrainer la condition (v) : étant donné un vecteur quelconque y € E'\ {Og}, le vecteur

x = (5ﬁ vérifie ||z||g = J, donc on a ||u(z)||F < 1. Par linéarité de u et homogénéité, cela se réécrit
YilE

1
lu@)llr < 5lylle,

1
et cette inégalité reste vraie pour y = Og, donc la condition (v) est bien vérifiée avec C' = 5 Finale-
ment :

(v) = () = (it) = (1) = (i) = (v),
donc les cing assertions sont équivalentes.

Remarque
Ainsi, on a :

Lo(E,F) = {u€ L(E,F), 3C >0, Yz € E, |[u(@)|lr < Clla]x}.

Exemple
E — R

fo— ulf)=[f

Soit E = C°([0,1],R), muni de la norme ||.||. Alors, la forme linéaire u : {

est continue car

1
vf € B, |u<f>|‘/0 I < 1 e

3) Normes subordonnées

Définition 53 (Norme subordonnée)
Soit u € L(E,F). On pose
[u(2)]|
Jull = sup :
sen\lop) l2]E

On dit que ||u|| est la norme subordonnée (ou norme d’opérateur, ou encore norme triple)
de u, associée auzx normes ||.|g et ||.||r. On la note aussi ||ul|op.

Remarque
Ce "sup" est bien défini car u étant linéaire et continue, il existe une constante C > 0 telle que

Ve € E, [u(@)|F < Cllz|e,

lw(@)lr
lzlle

donc l’ensemble { , ¢ € E\ {OE}} est une partie non vide et majorée (par C') de R.
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Théoréme 54 (Propriétés d’une norme subordonnée)
On dispose des propriétés suivantes :

(1) Pour tout u € L(E,F) :
lull = min{C >0, Vx € E, [u(z)||r < Cllz||&}

En particulier, on a Vx € E, |u(z)||r < |ull =] &-

(@) ||| est une norme sur L.(E,F).
(w@i) ||| est sous-multiplicative : siu € L(E, F) et v € L(F,G) (o G est un troisieme evn),
alors
looull < floll full-
En particulier, ||| est une norme sous-multiplicative sur la K-algébre L (E).

(tv) On a les égalités :

u(z)F
lull = sup = sup |u(@)llr= sup [u(@)|F,
z€B(0,1)\{0} k4P z€B;(0,1) z€5(0,1)

ot Bf(0,1) désigne la boule unité fermée de E et S(0,1) la sphére unité de E.

Preuve

(i) Par définition d’une borne sup., [|u| est le plus petit majorant de ’ensemble {%7 xeE\ {OE}}7

et ces majorants sont exactement les C' > 0 tels que Vz € E, ||u(z)|r < C|lz||g (Vinégalité
est notamment toujours vraie en z = Op).

(i3) ||.|| est bien définie d’aprés la remarque précédente, et a valeurs positives. Ensuite, pour toutes
u,v € L(E,F)et AeK:
e si ||lul| = 0, alors pour tout « € E, ||u(x)||r < |ullllz]lz = 0, donc u(z) = OF, ce qui

montre que u = Oz (g, F) ;
e on a facilement || Aul| = |A|||u];

e pour tout x € K :

I(w+0) (@)l < [lu(@)l|r + lo@)[F < (ull + lol) [l2] 2,

ce qui montre que [lu + || < fjuf + [Jo]-

(#4i) Pour tout z € E :

[(vou)(@)le = llv(u@)lle < lolllu()llr < lolllullizle,

donc vou € Lo(E,G) et [lvoul| < flvfful]

E\{0} — 5(0,1 . . .
(iv) L’application { \x{ } N (z ) est surjective, et on a par linéarité de wu :
lzlle

)

F

Vz e E\ {0g), ”“(x)“:Hu( i )

|zl e [E41F>
lull = sup

(515)
U
zeE\{0g} || =

Par ailleurs, S(0,1) C Bf(0,1) \ {0} C E\ {0} et pour tout = € B;(0,1) \ {0}, on a

lu(z)||r < l‘lﬁ(fug‘v, donc

donc

= sup |[lu(y)llp.
F  y€S(0,1)

u\x ulx
sup  [u(z)|lr < sup  lu(x)|lr < sup llu)lln < w7
z€S5(0,1) z€B;(0,1) ceB;(0,0\{05} [1ZIlE vem\jont N7llE

et les deux termes extrémaux de cette chaine d’inégalités sont égaux a ||ul|, d’ou le résultat.
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Exemple

Soit E = C°([0,1],R) muni de ||.|oo et T : { ? : Tf}) ot T(f) est définie de la maniére

suivante :

vz € [0,1], f

(=)

Montrer que T € L.(E,E) et calculer |T|.

o T: E — E est bien définie car si f est continue sur [0,1], alors T(f) : x +— [ f aussi (car c’est
une primitive C! de f d’aprés le théoréme fondamental de 'analyse).

e Soit (A, f,9) ERXxEXxE.Ona:

T(Af+g):wH/0x(Af+g) =A/:f+/:g= (T(f) + T(9))(2),

donc T(Af + g) = AXT(f) + T(g), ce qui montre que T est linéaire.
e On a la majoration :

xT xr
VieE Yee 1],  |T(f)@) < / HE / 1o = 2l flloe < 11l
ce qui montre I'inégalité linéaire

VieE, |[T(f)llo<Iflloo-
Ainsi, T € L.(E,E) et |T] < 1.

Or, la fonction constante f = 1 réalise I’égalité puisque Va € [0,1], T(f)(x) = f = z, donc
IT(Hllec = sup |z| =1 = ||flleo, ce qui permet de conclure que |T] = 1 (ca =1 est la
z€[0,1]

constante optimale dans 'inégalité linéaire précédente).

Exemple (Normes d’opérateurs classiques dans £.(K"))
Nous disposons de trois normes d’opérateurs classiques sur £.(K") : pour tout u € L.(K"), on pose

[u(@)]x
llully = sup 7
zeKn\{0} |1
[u(z)ll2
llull = sup
zeKn\{0} 2|2
u(x
foloo = sup 18Dl

cekm\ {0} |17l

ou 'on rappelle que pour tout = = (z1,--+ ,z,) € K" :

n n
Izl =" leal, Nzl = [ laal?,
i=1 i=1

[#]]oc = max |a;].
1<i<n

Exemple (Normes matricielles subordonnées aux normes 1,2, 00)
Dans la K-algebre M,,(K), on peut également définir des normes d’opérateurs.

K* — K* . n . s
Pour A € M,,(K), on note f4 : { Y s AX I’endomorphisme de K" canoniquement associé a

A, et on pose :

JAX],

WAl = 17l = s TEATL
xer\{0} 1XI[1

|AX]),

IAl2 = [fala=  sup

xexr\for I X2’

AX || oo

Al = Ifalloo = sup  1AZ]e

xekm\ {0} [ X|loo

L’intérét principal de ces normes matricielles est qu’elles sont sous-multiplicatives.
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Remarque
On peut calculer explicitement | A1 et ||Allo en fonction des coefficients de A (voir les exercices).
Le calcul explicite de || Al se fera ultérieurement (cela demande d’autres outils).

4) Continuité des applications multilinéaires

Théoréme 55 (Caractérisation de la continuité des applications bilinéaires)
Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels normés et b: E x F — G une application bilinéaire.
On munit l’espace produit E x F de la norme :

1@, )l px F = max(||z]| g, |ly]|7)-

Alors il y a équivalence entre :
(i) b est continue;
(1) 3C =20, V(z,y) € EXF, |b(z,y)llc < Cllzllelylle-

Preuve

(1) = (4i) | Par continuité de b en (0g,0F), il existe § > 0 tel que
V(z,y) e EXF, (2, 9)|exr <6 = [b(z,y)lle = [Ib(x,y) = b(0g,0r)llc <1

(puisque b(0g,0r) = 0g).

Etant donné un vecteur (z,y) € E X F avec ¢ # 0g et y # Op, le vecteur z = ¢ (H;TIE’ IIyZ\IIF) vérifie

lzl|[ExF = 6, donc ||b(z)]|¢ < 1. Or, par bilinéarité et homogénéité :

52

£ Y
e = o (6 (i 20)) | = oo e e,
el lylr/ /e lelelyle
. e 1 :
donc on obtient I'inégalité ||b(z, y)|l¢ < 6—2||;UHE||y||F, et elle reste vraie avec z = 0g ou y = Op car
1
b s’annule dans ce cas. D’ou le résultat avec C' = 52

(#4) = (i) | Fixons un point (zo,yo) € E x F' et montrons la continuité de b en ce point.
Etant donné un réel € > 0, on a, pour tout (z,y) € £ x F :

[b(z,y) — b(zo,wo)lle < [Ib(z,y) = b(z,50)llc + [[b(x; yo) — b(xo, yo)lla

IN

16(z, y = yo)lle + [Ib(x — 0, yo)llc

IN

C(lzllelly = yollr + llz = zoll£llyoll7) -
En outre, si on considére un réel § > 0, on a

|z — 2ol <6
ly —wollr <6

b

(@, y) — (20, y0)l|lmxr <5 — {

donc
(2, y) = (x0,y0)[Exr <0 = [|b(z,y) — b(z0,90)llc < C(llz]|& + llyoll 7)o

Or, ||z||lg < ||z — xollg + ||zol|le < 6 + ||xo|| g donc si on suppose § < 1, on aura
1z, y) = (@0, yo)llexr <6 = [Ib(x,y) = b(x0,y0)llc < C(1+ [lzoll= + llvollr)d.

E
L+ [[zolle + llvoll ¢

Il suffit alors de poser § = min <1, ol )> > 0 (avec convention § = 1si C' =0...),

cela entraine
[(z,y) = (xo,yo)lExr <6 = [[b(z,y) — b(wo,y0)llc < e,

et donc b est bien continue en (xq,yo)-
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Exemple
Tout produit scalaire sur E est bilinéaire et continu F x E — R (pour la norme associée), grace a
I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

V(w,y) € B, |(aly)| < [l=lllyll

Ce résultat se généralise aux applications multilinéaires :

Théoréme 56 (Caractérisation de la continuité des applications multilinéaires)
Soient By, -+, E,, F des K-espaces vectoriels normés et f : E1 X --- X E, — F une application
multilinéaire. On munit ’espace produit B4 X --- x E, de la norme :

I@1, - zn)llByxx B, = max ([zilg,)-

1<i<

Alors il y a équivalence entre :
(i) [ est continue;
(1) 3C =20, V(z1, - ,2p) € By X --- X By, |[f(21,-- @0 |lp < Cll2a|z, - - [|2n]| 2, -

Preuve
Adapter la preuve du cas bilinéaire.
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IV  Compacité

(E, || . ||) désigne un K-espace vectoriel normé.

1) Définition et premiéres propriétés

Définition 57 (Partie compacte)
Une partie A C E est dite compacte lorsque toute suite (u,) € AN posséde une suite extraite
(typ(n)) qui converge dans A.

Remarque
e La propriété qui définit une partie compacte s’appelle propriété de Bolzano-Weierstrass.

e A est compacte ssi toute suite de AN posséde une valeur d’adhérence dans A (cf. CH.5).

Vocabulaire
On dit aussi que A est "un compact" de FE.

Propriété 58 (Propriétés topologiques d’une partie compacte)
Si A est compacte, alors A est fermée et bornée dans E.

Preuve

Supposons A compacte.

Montrons que A est fermée en utilisant la caractérisation séquentielle : considérons une suite (u,,) € AN
qui converge vers £ € E. Par compacité de A, il existe une suite extraite (uy,(,)) qui converge vers
¢ € A. Mais par unicité de la limite de cette suite extraite, on a £/ = £, donc £ € A, ce qui montre que
A est fermée.

Montrons que A est bornée : si ce n’était pas le cas, alors pour tout entier n € N, il existerait u,, € A
tel que ||uy,|| > n. D’ou 'existence d’une suite (u,) € AV sans valeur d’adhérence (puisque toutes les
suites extraites vérifient |[ug(n|| > ¢(n) > n — 400), et cela contredit la compacité de A.

ATTENTION !
La réciproque est fausse! Mais on verra qu’elle est vraie si E est de dimension finie.

Propriété 59 (Un fermé d’un compact est compact)
Soit F' une partie fermée de E, et A une partie compacte de E. Si F C A, alors F est compacte.

Preuve

Soit (uy,) une suite de F. Puisque F' C A, on a (u,) € A", donc par compacité de A, il existe une suite
extraite (uy,(,)) qui converge vers £ € A. Mais F' est une partie fermée et (uy(,)) € FN donc ¢ € F
(par la caractérisation séquentielle des fermés). La suite (u,) posséde donc une valeur d’adhérence
dans F', ce qui montre que F' est compacte.

Théoréme 60 (Compacité et valeurs d’adhérence)
Soit A une partie compacte de E, et (u,) une suite de AN.
Alors, (u,) converge si et seulement si (u,) posséde une seule valeur d’adhérence.

Preuve
Si (u,) converge, alors elle posséde une seule valeur d’adhérence : sa limite.
Supposons que (u,) posséde une seule valeur d’adhérence, notée ¢, et montrons que (uy)

converge vers £. Si ce n’est pas le cas, alors :

Je >0, Vng €N, In > ng, ||u, — £ >e.
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Cela permet de construire par récurrence une suite extraite (uy(y,)) vérifiant :
Vn € N, ||u¢(n)—€|| > €.

En effet, on pose ng = 0, puis on choisit ¢(0) > ng tel que [luyo) — €] > €.

Puis on pose ng = ¢(0) 4 1, on choisit ¢(1) > ¢(0) tel que [Ju,q) —£| > €, et ainsi de suite : si on a
construit ¢(0) < --- < ¢(n) tels que |[uyky —£|| > € pour tout k € {0,--- ,n}, alors il suffit de poser
ng = ¢(n) + 1 et on peut alors choisir ¢(n 4 1) > ¢(n) tel que [lugm1) — £ > €.

Raisonnons alors avec cette suite extraite : vu la minoration vérifiée, (u,(,)) ne converge pas vers
. Mais cette suite est a valeurs dans le compact A, donc il existe une suite extraite (uy(y(n))) qui
converge vers £’ € A, avec £/ # (. Finalement, la suite (u,) posséde une valeur d’adhérence différente
de ¢, ce qui est contradictoire avec les hypothéses. Ceci montre par 'absurde que (u,,) converge vers

L.

Théoréme 61 (Produit fini de compacts)

Si Ay, .-+, Ap sont des parties compactes de Er, - - - , E, (des K-evn) respectivement, alors le produit
Ay X -+ x A, est une partie compacte de l’espace normé produit E1 X --- x E, (muni de la norme
usuelle).

Preuve
Par récurrence sur p > 2.

. : Soit U, = (Zn,yn) une suite de (A; x A)N. Par compacité de Ay, la suite (x,,) € AY

posséde une suite extraite (z,(,)) qui converge vers £; € A;.
En outre, par compacité de A, la suite (yw(n)) IS AI§ posséde elle aussi une suite extraite (y<p(w(n)))
qui converge vers {5 € As. Donc

Up(p(n) = (Towm) Yowm)) 57 (b l2) € A1 X Ag,

n—-+

ce qui montre que A; X A, est compact.

° : Soit p > 2. Supposons le résultat vrai pour p parties compactes, et montrons-le pour
p + 1 parties compactes, notées Ay, -+, Ay, Apt1. On a

AlX---XAprp+1:(AlX"'XAP)XAZH-l’

et par hypothése de récurrence, le produit B = A; x --- x A, est compact, donc d’aprés le cas
initial, A} X -+ x A, X Ap11 = B X Apy; est compact.

2) Compacité et continuité

Théoréme 62 (Image continue d’un compact)

Soient E et F deux K-evn.

Soit A une partie compacte de E et soit f : A — F. Si f est continue, alors l'image f(A) est
compacte.

Preuve

Soit (y,,) une suite de f(A)N. Il existe alors une suite (x,,) € AN telle que Vn € N, vy, = f(z,). Par

compacité de A, il existe une suite extraite (z,(,)) qui converge vers x € A. Par continuité de f, on

obtient y,n) = f(Zymn)) "y f(z) € f(A). Ainsi, la suite (y,) admet une suite extraite convergente
n—-+0oo

dans f(A), ce qui prouve la compacité de f(A).

Théoréme 63 (Théoréme des bornes atteintes)
Soit A une partie compacte et non vide de E, et f : A — R une fonction continue. Alors, f est
bornée et atteint ses bornes, c’est-a-dire qu’il existe (a,b) € A? tels que

fla) = inf f(x),  f(b) = sup f(x).

z€A €A
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Preuve

f(A) est une partie de R non vide et bornée (car compacte d’aprés la proposition précédente), donc
elle posséde une borne supérieure et une borne inférieure, ce qui signifie que la fonction f est majorée
et minorée.

Notons m = inf(f(A)) = ;gqu(x) € R. On a m € f(A) (voir Pexemple qui suit la définition 11).

Mais f(A) est fermée (car compacte) donc f(A) = f(A), dou m € f(A), et on montre de méme que
M =sup(f(A)) € f(A). Ainsi, les bornes m et M sont atteintes.

Remarque
Le théoréme des bornes atteintes est fondamental pour l’étude des problémes d’optimisation. Il fournit
Dezistence d’un extremum (mazimum ou minimum) a laide d’une restriction & un compact.

Théoréme 64 (Théoréme de Heine)
Soient E et F deux K-evn, soit AC E et f: A— F.
Si A est compacte et f est continue, alors f est uniformément continue.

Preuve
Supposons (par I’absurde) que f ne soit pas uniformément continue. Alors :

de >0, V6 >0, Iz,y) € A%, [lz —ylp < et | f(2) = f(y)llr > e

En particulier, pour tout entier n € N, en posant § = n}rl > 0, il existe (zp,yn) € A? tels que
[2n = yulle < 737 et | f(zn) — f(yn)|F > e On dispose ainsi d’une suite (z,,yn) de (A*)N. Mais
A? est compact dans E x E (comme produit fini de compacts), donc il existe une suite extraite
(Zp(n)s Yp(n)) qui converge vers (£,0') € A%

Or, pour tout n € N, on a [|Z,(n) — Yo |lE < S L

P S wrD
inégalité, on obtient ||[{—¢'[| < 0, donc £ = ¢'. Mais on a aussi, pour tout n € N, || f(z,(n)) = f (Yp(n)) | >
g, donc en passant a la limite et en utilisant la continuité de f, on obtient ||f(¢) — f(¢')]| =0 > ¢, ce

qui est absurde. Donc f est uniformémement continue.

donc en passant a la limite dans cette

3) Parties compactes de (K, |.|)

Rappelons le théoréme suivant, vu en MP2I :

Théoréme 65 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass)
Soit (u,) € KN. Si (uy,) est bornée, alors (u,) posséde une suite extraite convergente dans K.

Preuve
Voir cours MP2I, ou alors les exercices du chapitre 5.

Remarque
Cela peut se reformuler ainsi : toute suite bornée de KN posséde au moins une valeur d’adhérence.

Corollaire 66 (Caractérisation des parties compactes de K)
Dans espace vectoriel normé (K, |.|) une partie est compacte si et seulement si elle est fermée et
bornée.

Preuve

On sait déja qu’'une partie compacte est toujours fermée et bornée.

Montrons la réciproque : si A C K est fermée et bornée, alors étant donnée une suite (u,,) € AY, cette
suite est bornée (puisque A U'est), donc d’apreés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une suite
extraite (uy(n)) qui converge vers £ € K. Mais A est fermée, et (uyn)) € AN donc ¢ € A. Finalement,
toute suite de AN posséde une valeur d’adhérence dans A, ce qui montre que A est compacte.
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Exemple
e Les segments [a,b] avec a < b sont des parties compactes de (R, |.|).

e Tout rectangle [a,b] X [c,d] est une partie compacte de (R?, ||.||») (car produit fini de compacts
de (R, [.]).

e Les disques fermés D, , = {z € C, |z — a|] < r} sont des parties compactes de (C, |.]).
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V Connexité par arcs

(E, || . ||) désigne un K-espace vectoriel normé.

1) Chemins

Définition 67 (Chemin tracé dans une partie)

Etant donnée une partie A C E, on appelle chemin dans A (ou arc dans A) toute application
continue v : [0,1] — E telle que Vt € [0,1],v(t) € A.

Etant donnés deux points (z,y) € A2, on appelle chemin dans A de x vers y toute chemin dans
A tel que v(0) =z et v(1) = y.

Propriété 68 (Relation d’équivalence associée aux chemins)
Soit A C E. On définit sur A la relation binaire suivante :

Y(z,y) € A% TRy <= il existe un chemin dans A de x vers y.

Cette relation est une relation d’équivalence sur A.

Preuve e R est réflexive car pour tout z € A, application constante «y : ¢ — y(t) = x est bien un
chemin dans A de z vers x.
e R est symétrique : en effet, siy : [0,1] — E est un chemin dans A de x vers y, alors 5 : t — y(1—%)
est un chemin dans A de y vers z car ¥(0) = v(1) = y et 5(1) = 7(0) = «.
e R est transitive : si v : [0,1] — E est un chemin dans A de z vers y et ¥2 : [0,1] — E un chemin
dans A de y vers z, alors on considére ~ : [0,1] — E définie par

71(2t) sio<t<i
V(t) =
v2(2t — 1) si

Cette application est bien continue car I}H)l v =m7(1) =y =(0) =~(1/2) = 1}H)1+ v, et il
1/2)- 2

Définition 69 (Composantes connexes par arcs d’une partie)
Soit A C E. Les classes d’équivalences de la relation R précédemment définie s’appellent les com-
posantes connexes par arcs de A.

Remarque
Toute partie A est donc réunion disjointe de ses composantes connexres par arcs.

Définition 70 (Partie connexe par arcs)
Une partie A C E est dite connexe par arcs lorsque pour tout (x,y) € A2, il existe un chemin
dans A de x wvers y.

Remarque
A est connexe par arcs ssi la relation R associée aux chemins dans A ne comporte qu’une seule classe
d’équivalence, ce qui revient & dire que A ne posséde qu’une composante connexe par arcs.

Exemple (Parties convexes, parties étoilées)

On rappelle qu'une partie A C E est dite convexe lorsque pour tout (x,y) € A%, on a [z,y] C A.
Une partie A C F est dite étoilée lorsqu’il existe un point a € A tel que pour tout x € A, [a,z] C A.
Il est évident que toute partie convexe est étoilée.

De plus, toute partie étoilée est connexe par arcs, car tout segment [z,y] est un chemin (puisque
t — (1 —t)x +ty est continue de [0, 1] dans E), donc si A est étoilée, tous les points z,y de A peuvent
étre reliés & a dans A, donc par transitivité,  peut-étre relié a y dans A.

A fortiori, toute partie convexe est connexe par arcs.
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2) Théoréme des valeurs intermédiaires

Rappel

e Une partie I C R est un intervalle si et seulement si
V(ﬂfay)€f27VZ€R, (x<z<y = ze€l).

e Théoréme des valeurs intermédiaires (TVI) :
si I est un intervalle de R et si f : I — R est continue, alors pour tout (a,b) € I? et pour tout
réel X compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € A tel que f(c) = A.

e Enoncé équivalent du TVI :
si I est un intervalle de R et si f : I — R est continue, alors f(I) est un intervalle de R.

Théoréme 71 (Parties connexes par arcs de R)
Dans R, une partie A est connexe par arcs si et seulement si c¢’est un intervalle.

Preuve
Soit A C R.

Si A est un intervalle, alors étant donné deux points (z,y) € A? tels que x < y, on pose
vt € [0,1], vyt) =1 -tz +ty=x+tly—x).

Cette application est continue (car affine donc lipschitzienne), vérifie v(0) = =, v(1) = y, et pour
tout ¢ €]0,1[, z < v(t) < y, donc v(t) € A puisque A est un intervalle. Ainsi, v : [0,1] — A est un
chemin dans A de z vers y, ce qui montre que A est connexe par arcs.

Réciproquement, supposons A connexe par arcs, et considérons (z,y) € A% et z € R tel que
x < z < y. Par hypothése, il existe v : [0,1] — A continue telle que v(0) = z et (1) = y. Puisque
v(0) < z < (1), on déduit d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires que z € ([0,1]) C A, ce
qui montre que A est un intervalle.

Théoréme 72 (Image continue d’une partie connexe par arcs)
Soient E et F' deux K-evn, soit ACE et f: A— F.
Si A est connexe par arcs et f continue, alors f(A) est connexe par arcs dans F.

Preuve

Soit = f(a) et y = f(b) deux points de f(A), avec (a,b) € A% Vu que A est connexe par arcs, il
existe un chemin v : [0,1] — A de a vers b. L’application f o~ : [0,1] — F est alors un chemin dans
f(A) de x vers y (elle est continue par composition, et vérifie (f o+)([0,1]) C f(A)). Donc f(A) est
connexe par arcs dans F.

Exemple
Dans (C, |.|), le cercle unité U = {z € C, |z| = 1} est une partie connexe par arcs, car U est 'image de
0,27r] — U

[0, 27] (qui est connexe par arcs en tant qu’intervalle) par la fonction continue f : { . L it

Théoréme 73 (Théoréme des valeurs intermédiaires généralisé)
Soit A C E une partie connexe par arcs, et f: A — R continue.
Pour tout (a,b) € A? et pour tout réel X compris entre f(a) et f(b), il existe c € A tel que f(c) = \.

Preuve
D’aprés la proposition précédente, f(A) est une partie connexe par arcs de R, donc un intervalle (cf.
prop. 71). L’élément A, qui est compris entre deux éléments de f(A), est donc lui-méme dans f(A).

ATTENTION !
On pourrait croire & tort que le "TVI classique" (pour les fonctions I C R — R, démontré en MP2I)
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est un corollaire de ce dernier résultat, mais il n’en est rien puisque pour montrer que les parties
connexes par arcs de R sont les intervalles, on utilise déja le "T'VI classique" (cf. preuve théoréme 71)!
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VI Topologie en dimension finie

1) Equivalence des normes

Lemme 74 (Isomorphisme isométrique entre E et K")
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit B = (e1, -+ ,ep) une base de E.
Alors :

(i) L’application pp : K* — E définie par
n
eB(T1,+ ,Tn) = inei
i=1

. . L. . . L. 1 AN
est un isomorphisme linéaire, et l’isomorphisme réciproque vz : E — K" associe a un
vecteur © € E ses coordonnées (1, ,%y) dans la base B.

(ii) L’application || . ||oo.5 : E — RT définie par :

1z llo.5 = llog" (@)lloo = sup |l
1<i<

est une norme sur E.

Ainsi, pp est un isomorphisme isométrique (qui conserve la norme) entre les deux espaces normés

(K™ [[-lloo) et (E;]]-lo0,5)-

Preuve (non traitée en classe)
Vérifications trés simples.

Remarque
Lorsqu’on fize une base de E, cet espace de dimension finie est donc naturellement muni d’une struc-
ture d’espace vectoriel normé, calquée sur (K™, ||.||lo). Toute partie X C E posséde alors les mémes

propriétés topologiques (ouvert, fermé, compact, ...) que la partie @El(X) C K", souvent plus facile
a étudier. On en donne une illustration dans la démonstration du théoréme suivant.

Théoréme 75 (Equivalence des normes en dimension finie)
Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, alors toutes les normes sur E sont équivalentes.

Preuve (traitée en MPI¥*)

Soit N une norme sur E, et B = (e1,---,e,) une base de E.
Montrons que N est équivalente & la norme || . ||oo,5 introduite dans le lemme précédent.
n
e Tout d’abord, étant donné un vecteur z = > z;e; de E, on a par inégalité triangulaire et
i=1
homogénéité :

n

N(z)=N (Z xe) <Y ON(wies) = Y |2 N(ei) < Clla]loo.s,
i=1 =1

— ; P
n
en posant C' = Y N(e;) > 0. Donc N est dominée par || . ||o0,8-

1=1
e Pour montrer I’autre domination, on doit montrer que :

3C" >0, Vz € E, |zl co.8 < C'N(z),

c’est-a-dire

, x 1
3C" >0, Ve € E\ {0g}, N<||$||oo76) > o
(puisque l'inégalité est toujours vraie pour © = 0g). Cela revient donc & montrer que la norme
N est minorée par une constante strictement positive sur la sphére unité pour la norme ||.||c0,5;
que 'on notera :

5(0,1) ={y € E, |lylloc,s =1}
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Pour cela, montrons que N : (E, ||.||c0,8) = R est continue et que S(0, 1) est une partie compacte
de (B, [|-]co,5)-

* L’application N : (E,|.||co,8) — R vérifie :
V(z,y) € E*,  [N(z) = N(y)| < N(z —y) < Cllz — yllo,5

(d’apres la premiére domination), donc N est lipschitzienne, donc continue pour la norme

[[-lloo-

* Introduisons la boule unité fermée :

B(0,1) ={y € E, [[ylloc,5 < 1}.

n —
Un vecteur y = > y;e; € E est dans B(0,1) si et seulement si |y;| < 1 pour tout i.

i=1
Donc en posant A = {A € K, |A| < 1}, la boule B(0, 1) est 'image de A™ par Iisomorphisme
isométrique pp du lemme précédent. Or, A est compact dans (K, |.|) (puisque A = [—1,1]

si K =R, et A est le disque unité fermé si K = C), donc A" est compact dans (K", ||.||o0)
(d’apreés la prop. 61). On en déduit que B(0,1) = ¢p(A™) est compacte dans (E, ||.|cc.B)-
Il s’ensuit que la sphére S(0, 1) est compacte (comme fermé inclus dans le compact B(0, 1))
dans l'espace normé (E, ||.||c0,B)-

On peut donc appliquer le théoréme des bornes atteintes (th. 63) : la fonction N est bornée
et atteint son minimum sur S(0,1), donc il existe yo € E non nul (car de norme 1) tel que
Yy € 5(0,1), N(y) > N(yo) > 0. Il s’ensuit, pour tout z € E\ {Og} :

N <||£vl;o3) > N(yo),

c’est-a-dire

[2lloe.8 < C'N(x),

en posant O/ = W > 0, et cette inégalité reste vraie pour x = Og.

2) Conséquences

Corollaire 76 (Invariance des notions topologiques en dimension finie)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

Alors :

(i) Le fait qu’une partie A C E soit bornée, ouverte, fermée, compacte, connezxe par arcs ne
dépend pas du choix de la norme sur E.

(ii) Le fait quune suite (u,) € EN soit bornée, convergente, ne dépend pas du choiz de la norme
sur B.

(iti) Si F est aussi un K-ev de dimension finie, le fait qu’une application f : X C E — F soit
continue ne dépend pas du choix des normes sur E et F.

Preuve
Direct d’aprés le théoréme 75 et la prop. 27.

Remarque

1l y a donc une "topologie naturelle" en dimension finie. Elle est induite par n’importe quelle base B
choisie sur E (par exemple via la norme ||.|so,). Les ouverts de cette topologie ne dépendent pas du
choiz de cette base (et donc de la norme choisie sur E), alors que les boules, si.
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Corollaire 77 (Convergence des suites par coordonnées)
Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension finie et B = (e1,--- ,e,) une base de E. Soit
(ux) € EN une suite. Pour tout k € N, notons

Uk = Ug,1€1 + **+ + Uk nen

la décomposition de uy, dans la base B.
Alors, la suite (uy) converge dans E si et seulement si les suites coordonnées (ug;) (1 <i <n)
convergent dans K, et dans ce cas, on a

n
lim wu, = E ( lim u;“> €;.
k— 400 = k— 400

3=

Preuve
Il suffit de munir £ de la norme ||.||s,5 et de traduire la convergence de la suite (uy) pour cette
norme : en notant £ = Z?:l lie; € E,on a

up — £ <= Jlup =)o — 0 <= sup |ux; —¥| — O.
k—+o0 k—+oo

1<i<n k—4o00
On est alors ramené & une convergence dans I'espace normé (K, ||.||«) : en notant Uy = (ug1, -+ ,Ugn) €
K" et L = ({1, - ,£,) € K", on a alors
u, — £ <= |[Uy—L — 0 = Vie{l,---,n}, upy, — ¥4
L S 1 loc k—+oo  cf. CH.5 Lo, gy k—too

Exemple (Suite de polynomes)
Soit n € N. Dans E = R, [X], la suite (P}) définie par

VEEN,  Pi=) arpX'
=0

converge si et seulement si chaque suite réelle (ax ;)ken converge lorsque k — oo, et dans ce cas, on a
n
lim P=>_ ( lim ak> X
k—+oo o k—+oo
i—
En effet, en notant B = (1, X, -+ , X™) la base canonique de F, on a

[Pk]B = (%,07 ce »ak,n) .

Exemple (Suite de matrices)
Soit n € N*. Une suite (Ay)ren € (M, (K))Y converge si et seulement si chaque suite de coefficients
(Ak[i, j])ken converge et dans ce cas, on a

li Agl2,1] - li A2

m Az e T A2
lim Ak =

k——4o00
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Corollaire 78 (Limite d’une fonction par coordonnées)

Soit (E,||.]|) un K-espace vectoriel normé, et F un K-espace vectoriel normé de dimension finie,
muni d’une base Bp = (e1, -+ ,€p).

On considére une fonction f : X C E — F, et un point a € X. Pour tout x € X, on note

f(@) = fi(@)er + -+ fp(x)ep

la décomposition du vecteur f(z) dans la base Bp.
Alors f posséde une limite lorsque x — a si et seulement si les fonctions coordonnées f; : X C E —
K (1 <i < p) possédent une limite lorsque © — a, et dans ce cas, on a

E_r}r(llf Z (hm Il )ei.

=il

i~

Remarque
Dans le cas ot a € X, on obtient en particulier que f est continue en a si et seulement si chaque
fonction coordonnée f; est continue en a. Et ceci ne dépend pas de la base Br choisie a l'arrivée.

Preuve
Munir F' de la norme ||.||,8,, puis utiliser la caractérisation séquentielle de la limite et le corollaire
précédent.

Exemple (Fonction a valeurs matricielles)
On consideére la fonction M : R* — My (R) définie par

. et e—l/t2
vVt € RY, M(t) = @—1/t2 ot .

Alors, %ir% M(t) = I (la matrice identité). Pour le voir, décomposer M (t) dans la base canonique de
—

M (R) (formée des 4 matrices élémentaires Eq 1, E1 9, E21, E2.).

Exemple (Fonction a valeurs complexes)
Une fonction f : R — C posséde une limite en a € R si et seulement si les fonctions f; = Re(f) : R = R
et fo = Im(f) : R — R possédent une limite finie en a. Et dans ce cas, on a

lim f(#) = lim f1(¢) + i lim f>(2).

t—a

Normal, car (f1, f2) sont les fonctions coordonnées de f dans la base (1,4) du R-espace vectoriel C.

3) Caractérisation des parties compactes et conséquences

Théoréme 79 (Caractérisation des parties compactes en dimension finie)
Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension finie et soit A C E.
A est compacte si et seulement si A est fermée et bornée.

Preuve (traitée en MPI*)

Fixons une base B de E et munissons E de la norme ||. || 8.

On sait déja que les parties compactes de E sont fermées et bornées.

Montrons la réciproque : si A est fermée et bornée, alors il existe M > 0 tel que A est inclus dans la
boule fermée B(0, M).

Or, la boule B(0, M) est une partie compacte de (E, ||.]|c0,8) (car c’est image par l'isomorphisme
isométrique pp de ensemble {A € K, |A\| < M}", qui est une partie compacte de (K", ||.|lo0), voir
preuve du théoréme 75). Donc A est également compacte, comme partie fermée incluse dans un
compact (voir prop. 59).
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Corollaire 80 (Suites bornées et valeurs d’adhérence en dimension finie)
Une suite bornée d’un espace normé de dimension finie posséde au moins une valeur d’adhérence,
et elle converge si et seulement si cette valeur d’adhérence est unique.

Preuve

Si E est de dimension finie, alors toute suite bornée est a valeurs dans une boule fermée, donc dans
un compact d’aprés le théoréme précédent. Elle posséde donc au moins une valeur d’adhérence. De
plus, on a I’équivalence voulue en utilisant le théoréme 60.

ATTENTION !
C’est faux si E est de dimension infinie! Une suite bornée ne posséde pas toujours de valeur d’adhé-
rence !

Exemple

Dans E = (°(N,C) (les suites bornées), muni de ||.]|o on considére la "suite de suites" (u(™),en
définie par :

N — C

Vn €N, (n) . N
" b {k — u,(g):(sk,n

Cette suite (u(™),en € EN est bornée car pour tout n € N, |[ul™| o = sup |u,(€n)| =1
keN

Mais (u(")) ne posséde pas de valeur d’adhérence car deux termes distincts sont toujours distants de
1:
Y(m,n) eN?, (m#n) = [[u™ —u™]|, =1,

et ceci empéche la convergence de (u(“’(”))) pour toute fonction ¢ : N — N strictement croissante,
puisque [|u(P( 1)) — ()| ne tend pas vers 0.

Corollaire 81 (Topologie des sev de dimension finie)
Soit E un K-espace vectoriel normé. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie de E est fermé.

Preuve

Soit F' un sev de dimension finie de F, et soit (u,) € F une suite qui converge vers ¢ € E. La suite
(up,) est bornée (car convergente) et a valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie (F'), donc
elle posséde une valeur d’adhérence dans F' (d’apreés le corollaire précédent), qui est nécessairement ¢
(par unicité de la limite dans E). On a donc ¢ € F, ce qui prouve que F' est fermé.

Remarque

Le point subtil dans la démonstration précédente est le suivant : si F' est un sev de F, alors les suites
bornées de EN & valeurs dans F sont exactement les suites bornées de FY. En effet, la norme induite
sur le sev F' est la méme norme que celle sur E, donc le fait d’étre bornée ne dépend pas du sev dans
lequel la suite prend ses valeurs.

4) Continuité en dimension finie

Théoréme 82 (Continuité des applications linéaires en dimension finie)
Soit E et F' deux K-espaces vectoriels normés.
Si E est de dimension finie, alors toute application linéaire uw : E — F est continue.

Preuve
Soit w € L(E, F). Fixons une base B = (e1,--- ,e,) de E et munissons E de la norme ||| 8-
Pour tout vecteur z = Y. | z;¢; de E, on a

Z ziu(e;)
i=1

n
<Y lzillluen)llr < Cllzloo,s,

F i=1

[u(@)l|r =
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n
en posant C' = > |lu(e;)||F > 0. Donc u est continue d’aprés le théoréme 52.
i=1

Remarque
Si E est de dimension finie, on a donc L(E,F) = L.(E,F).

Définition 83 (Application polynomiale sur K")
On dit qu’une application p : K — K est polynomiale s: elle est combinaison linéaire de fonctions

du type (x1,- - ,&pn) — 725?28 (appelées mondmes), avec les a; € N.

Vocabulaire
On dit aussi "fonction polynome".

Théoréme 84 (Continuité des applications polynomiales de K")
Toute application polynomiale p : K™ — K est continue.

Preuve
Tout d’abord, chaque "projection" 7; : K" — K définie par 7;(z) = z; est linéaire en dimension finie,
donc continue (pour j € {1,--- ,n}).
On utilise ensuite que C°(K",K) est une K-algebre (voir. th. 44) :
e Tout mondme est un produit (éventuellement vide) de projections p;, donc une fonction continue.
e Toute application polynomiale est une combinaison linéaire de mondémes, donc également une
fonction continue.

Théoréme 85 (Continuité des applications polynomiales en dimension finie)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et B = (e1,--- ,e,) une base de E. Alors toute
application p : E — K polynomiale en les coordonnées dans la base B est continue.

Preuve
Reprenons 'isomorphisme isométrique ¢p : K™ — F défini par

n
pB(1, -, an) = Y Tie;.
i=1
L’application gpgl : E — K" associe a un vecteur z € E ses coordonnées dans la base B.

Une application p : E — K polynomiale en les coordonnées est donc de la forme

p=qopg,

ol q : K" — K est polynomiale, donc continue, et apgl est également continue, puisque linéaire sur un
espace de dimension finie, donc par composition, p est continue.

Théoréme 86 (Continuité des applications bilinéaires en dimension finie)
Soient E, F,G des K-espaces vectoriels normés.
Si E et F sont de dimension finie, alors toute application bilinéaire b: E X F — G est continue.

Preuve
Soit By = (e1, - ,en) une base de E et Bp = (f1, -+, fp) une base de F. Pour tous vecteurs
r=3 " wie;€Eety=3"_y;f;€ F,ona

n P n p
b(z,y)lle = D> wyblen £)|| <D lwillysllbles fi)lla < Cllalloossyllo,5es
i=1j5=1 G i=1j5=1

n P
en posant C' = > " ||b(es, f;)|lc¢ > 0, ce qui montre que b est continue d’apreés le th. 55.
i=1j=1
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Théoréme 87 (Continuité des applications multilinéaires en dimension finie)

Soient E,--- , E,, F des K-espaces vectoriels normés.

Si Ey,---, E, sont de dimension finie, alors toute application multilinéaire f : Fh X -+ X B, = F
est_continue.

Preuve
Similaire au cas d’une application bilinéaire.

rminons par une li non exhaustiv Xenm iques.
Te [ a e liste (non exhaustive) d’exemples classique

Exemple (Déterminant d’une famille de vecteurs)

Soit E un K-ev de dimension n € N* et B une base de E.

L’application detp : E™ — K (qui & une famille (zq,---,2,) € E™ associe son déterminant dans la
base B) est continue, car multilinéaire.

Exemple (Déterminant d’une matrice)
L’application det : M,,(K) — K (qui & une matrice carrée associe son déterminant) est continue, car
polynomiale en les coordonnées dans la base canonique (E; ;) (formée des matrices élémentaires).

En effet, en notant
n n
A=) ai;Eiy,

i=1 j=1
on a

det(A) = Z E':(O-)aﬂ(l),l “ Qo (n)n-
oES,

Exemple (Produit matriciel)
My (K) x M, (K) — M,(K)
(A, B) — AB

L’application p : { est bilinéaire sur un espace de dimension finie,

donc continue.

Exemple (Composition d’applications linéaires en dimension finie)
Si E, F, G sont trois K-espaces vectoriels de dimension finie, alors ’application

. { L(E,F)x L(F,G) — L(E,G)
v (u,v) —  vou

est bilinéaire sur un espace de dimension finie, donc continue.

Exemple (Un peu de topologie matricielle)
Dans M, (K) :

e GL,(K) est une partie ouverte (et on peut méme montrer qu’elle est dense, voir les exercices) ;

e Si K=R: le groupe orthogonal O, (R) est une partie compacte.
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