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Dans ce chapitre, E' désigne un K-espace vectoriel, avec K =R ou K = C.

I Normes et espaces vectoriels normés

1) Normes

Définition 1 (Norme)
Une norme sur E est une application N : E — RY vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Vx € E, N(z) =0 = x = 0g (séparation) ;
(i) V(A z) € Kx E, N(Az) = |A|N(x) (homogénéité) ;
(iii) V(z,y) € E?, N(z+1vy) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire).

Remarque
La propriété (ii) entraine automatiquement N(0g) = 0 (choisir A =0), et N(—x) = N(z) pour tout
x € E (choisir A = —1).

Notation
En général, une norme se notera || . || plutdt que N.

Exemple (Valeur absolue et module)

La valeur absolue est une norme sur £ = R (avec K = R).

Le module est une norme sur £ = C (avec K = R ou K = C, suivant que I'on considére C comme un
R-ev ou un C-ev).

Ces propriétés ont été montrées dans le cours de MP2I.

Propriété 2 (Inégalité triangulaire renversée)
Si |l . || est une norme sur E, alors :

Vz,y) € B, |zl = llyll | < ll= — yll-
Preuve

Soit (z,y) € E%. On a, par I'inégalité triangulaire :

[zl =1z —y) +yll < llz =yl + llyll,

donc ||z|| — ||yl < ||z — y||. Symétriquement, on a ||y|| — ||z| < |ly — z|| = ||z — y||, d’ott le résultat
puisque | [[z]| — [[y]l | = £(llz[| = llylD)-

ATTENTION !
L’inégalité "||z — y|| < ||z|| — |ly||" est fausse (c’est I'inverse qui est vrai)!
Mais on a tout de méme :

[z =yl = llz + (=)l < ll=ll + [lyll-

Définition 3 (Espace vectoriel normé)
Un espace vectoriel normé est un K-espace vectoriel E muni d’une norme || . ||.

Remarque
Ainsi, R est naturellement un espace vectoriel normé (pour la valeur absolue). Sauf mention du
contraire, on munira toujours R de cette norme. Idem pour C avec le module.

Notation
Souvent, un espace vectoriel normé se note par un couple (E,| .||), ot || .|| est la norme choisie sur
I’espace vectoriel E.
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Dans la suite, on fixe un espace vectoriel normé (E, || .||).

Définition 4 (Vecteur unitaire)
Un vecteur x € E est dit unitaire lorsque ||z| = 1.

Remarque
St K = R, alors toute droite D C E contient exactement deux vecteurs unitaires : :I:ﬁ, ol e est
n’importe quel vecteur non nul de D.

2) Distances, boules

Définition 5 (Distance associée & une norme)
On appelle distance associée a la norme || . || l'application d : E x E — RT définie par

\V/(J?,y) €E27 d(m,y) = ||y—.13||

Propriété 6 (Propriétés de la distance)
L’application distance d : E x E — RT posséde les propriétés suivantes :

(i) ¥(x,y) € E?, d(z,y) =0 <= z =y (séparation) ;
(i6) (z,y) € B2, d(y,) = d(z,y) (symétric);
(iii) ¥(z,y, 2) € B3, d(x,y) < d(x,2) + d(z,y) (inégalité triangulaire).

Preuve
Découle directement des propriétés de la norme.

Définition 7 (Distance d’un point & une partie)
Etant donné un point x € E et une partie non vide A C E, on appelle distance de = a A le réel
positif :

d(z,A) = ;Ielg d(z,a) = ;relg |z — a]l.

Remarque
Ce réel positif est bien défini car la partie {||x — a||, a € A} CR est non vide (comme A) et minorée
par 0, donc elle posséde une borne inférieure, pas nécessairement atteinte.

ATTENTION !
Il n’existe donc pas toujours de point ag € A tel que d(z,ap) = d(z, A).

Définition 8 (Boule fermée, boule ouverte, sphére)
Soit a € E et soit un réel r > 0.
On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r [’ensemble

B(a,r) ={z € E, d(a,x) <r}.
On appelle boule fermée de centre a et de rayon r [’ensemble

By(a,r) ={x € E, d(a,z) <r}.
On appelle sphére de centre a et de rayon r [’ensemble

S(a,r)={z € E, d(a,z) =r}.

Définition 9 (Partie bornée)
Une partie A C E est dite bornée s’il existe a € E et r €]0;400] tel que A C By(a,r).

Lemme 10 (Caractérisation des parties bornées)
Une partie A C E est bornée si et seulement si IM >0, Yz € A, ||z|| < M.
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Preuve
S’il existe M > 0 tel que Vz € A, ||z]| < M, alors A C By(0g, M).
=1 S’il existe a € F et r €]0;+o0o[ tel que A C By(a,r), alors, pour tout = € A, on a
f

2] = [[(z = a) + a|| < [lz = all + [lal| <7+ [|al],

d’ou le résultat avec M = r + ||a|.

3) Segments et convexité des boules

F désigne ici un R-espace vectoriel normé.

Définition 11 (Segment)
Etant donnés deuzx points a et b de E, on appelle segment [a, b] I’ensemble :

[a,b] = {(1 = AN)a+ Ab, 0 <A< 1}

Remarque
Le segment [a,b] contient notamment le point m = $a + 1b, appelé "milieu” du segment [a, b].

Dessin (Illustration de la paramétrisation du segment)

Définition 12 (Partie convexe)
Une partie A C E est dite convexe si pour tout (a,b) € A2, [a,b] C A.

Remarque
e (es notions sont valables dans tout R-espace vectoriel E, pas besoin d’avoir une norme sur E.
o A est convere <> V(a,b) € A%, VA €[0,1], (1 —Na+ b€ A.

Dessin (Partie convexe)

Exemple
o () et E sont convexes.

e Tout segment [a,b] C E est convexe : en effet, si z,y sont dans [a, b], alors il existe A1, A2 € [0, 1]
tels que x = (1 — A1)a+ \b et y = (1 — Aa)a + A2b, donc pour tout A € [0,1] :

IT=XNz+dy=0-=X) (1= )a+Abd)+A((1—A2)a+ A2b)

=1 =M= A2 = A1))a+ (A1 +A(Aa — \i))b = (1 —t)a + tb,
avec t = A1 + A(A2 — A1) € [0,1] car :

Feid <A, 0< A <tE< A1+ (A2 — A1) = A <1

*8iA >N, 0< N <t <\ < 1.
On a donc montré que V(x,y) € [a,b]?, (1 — Nz + Ay € [a,b], donc [a, b] est convexe.

e Tout sev F de F est convexe, car une combinaison convexe de deux vecteurs ((1 — \)a + A\b avec
A € [0,1]) est un cas particulier de combinaison linéaire, et tout sev est stable par combinaison
linéaire.

e Tout sous-espace affine X de E est convexe : si X = (), c’est évident.

Si X est non vide, alors si on fixe zg € X, ona X = zg+ F, o F' est un sev de E. Dans ce cas,
pour tout (x,y) € X2, onax =m0+ a et y =z + b avec (a,b) € F?, donc pour tout A € [0,1] :

I-Nz+Ady=z0+(1—-Na+IbeX.
—_———
€F
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Propriété 13 (Convexité des boules dans un evn)
Soit E un R-espace vectoriel normé. Toute boule (ouverte ou fermée) est convexe.

Preuve
Soit a € E et r > 0. Montrons que la boule ouverte B(a,r) est convexe.
Etant donnés x,y dans B(a,r), on a ||z —al| < r et ||y — a|| < r, donc pour tout A € [0,1] :

11— N+ dy —all = [(1 = N - a) + Ay — )| < (L= Nl —all + My —all < (1= Nr+Ar =7,

ce qui montre bien que (1 — X)x + Ay € B(a,r). On procéde de méme pour la boule fermée By (a,r).

4) Suites et fonctions bornées

Définition 14 (Suite vectorielle)
Une suite de vecteurs de E est une application u: N — E.

Notation
Une suite de vecteurs de E sera notée en général u ou (uy,)nen-
On notera EN I’ensemble des suites de F indexées par N.

Remarque
Bien entendu, dans cette indexation, on peut remplacer N par N* ou encore [ng; +oo[, ng € Z étant
un entier quelconque.

Définition 15 (Suite vectorielle bornée)
Une suite vectorielle u € EV est dite bornée si la partie {u,, n € N} est bornée, ce qui équivaut @
IM >0, Vn €N, |ju,| < M.

Définition 16 (Fonction bornée)
Soit X un ensemble. Une fonction f : X — E est dite bornée si son image f(X) est une partie
bornée de E, ce qui équivaut ¢ 3M >0, Vo € X, | f(z)|| < M.

Propriété 17 (Structure d’espace vectoriel des fonctions bornées)
Pour tout ensemble X, l'ensemble B(X, E) des fonctions bornées de X dans E est un K-espace
vectoriel.

Preuve
B(X, E) est clairement un sous-espace vectoriel de EX (le K-espace vectoriel des fonctions de X dans
E), car:

e la fonction nulle Ogx : z +— Og est bornée;

esif: X — Fetg:X — FE sont bornées, alors pour tout A € K, \f 4+ g est bornée car pour tout
ze X :[[(Af +g) @) < [Af@) + llg(2)]-

Corollaire 18 (Structure d’espace vectoriel des suites bornées)
L’ensemble £>°(E) des suites bornées a valeurs dans E est un K-espace vectoriel.

Preuve
Les suites bornées de EN sont exactement les éléments de B(N, E).
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II Exemples importants de normes

1) Normes issues d’un produit scalaire

Rappel (Structure d’espace préhilbertien réel)
Un espace préhilbertien réel est un R-espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire, c’est-a-dire
une application ( .|. ) : E x E — R vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Y(2,y) € B, (y|z) = (z]y) (symétrie) ;

(ii) V(x,y,z) € E3, VA€ER :
(Az +ylz) = A(z|2) + (y|z) (linéarité & gauche)
(x| Ay + 2z) = Mz|y) + (z|z) (linéarité a droite);

(tii) Yo € E, (x|z) > 0 (positivité) ;
() Yz € E, ((z|x) =0= x = 0g) (caractére défini).

(on résume cela en disant qu'un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive).

Théoréme 19 (Norme associée 4 un produit scalaire)
Si (B, (.].)) est un espace préhilbertien réel, alors Uapplication N : x — \/(x|z) est une norme sur
E.

Preuve
Le fait que NN est bien définie et & valeurs dans RT vient de la propriété de positivité du produit
scalaire. Ensuite, on a facilement
N(z)=0 = (z|z) =0 = z =0g;
N(Az) = /(Ae|Az) = \/X2(z]z) = VA2\/(z]z) = AN ().

Quant a I'inégalité triangulaire, on utilise le développement :

N (z +y) = (z+yle+y) = () + (z]y) + (ylz) + (yly) = N*(z) + 2(zly) + N*(y),
et l'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir cours MP2I) :

(zly)] </ (@lx)/ (yly),

qui entraine :
N*(z +y) < N*(z) 4+ 2|(z[y)| + N*(y) < N*(z) + 2N (z)N(y) + N*(y) = (N(z) + N(y))?,

et donc (puisque N est positive) : N(z +y) < N(z) + N(y).

2) Normes usuelles sur K”

Propriété 20 (Normes classiques sur K")
Pour tout entier n > 1, les applications suivantes :

n
Il s (oo @a) = D el
i=1

n
|| o ”2 : (‘rla"' 7xn) — Z|£L’i|2,
i=1
|| : ||OO : (xla"' ,xn) — 1%1%}(n|xl|

sont des normes sur K" (| . | désigne la valeur absolue ou le module, selon que K=R ou K =C).
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Preuve
Ces trois applications sont clairement bien définies, a valeurs positives.
On vérifie facilement la propriété de séparation.

Pour 'homogénéité : c’est immédiat pour || . ||1 et || . ||2, et pour tout = = (z1,--- ,z,) € K™ :
Nl = s [Xeal = pmax llal = 1Al pmax [zl = Al

car |A| > 0.

Pour l'inégalité triangulaire : en notant « = (1, ,x,) et y = (y1, -+ ,yn) € K", on a (en utilisant

Pinégalité triangulaire sur K, déja connue) :

n

n
e +yll =D lai +yil < (il + Jyal) = llelh + Ny,

i=1 i=1
ainsi que
o+ plle = s i+ 34l < 1o + e

car |z; + yi| < |zi| + |vi] < ||zllco + |¥lloo POUr tout i € {1,--- ,n}.
Enfin,

n

lz + yll5 =Y i + il

i=1

et pour tout i € {1,--- ,n}:

i 4 yil* < (il + |yi))? = Jaal® + 2l |yl + 1wl
donc en sommant, on obtient :
2+ g3 = 213 + 2(ulv) + [lyll3,

en posant u = (|z1],- -+, |z,|) et v = ([tal, -+, |[ynl), et (u|v) = D°1_; u;v; le produit scalaire canonique
sur R™. On termine & ’aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

2(ulv) <2/ (ulu)y/(v]v) = 2 Z i ? Z lyi? = 2[|z[l2]lyl2,

ce qui entraine
2+ yll3 < llzl3 + 2[lzll2lyll2 + [yl3 = (]2 + [yll2)?,

puis ||z +yllz < [lz]l2 + [[y]2-

Remarque
e SiK =R, alors la norme || . ||2 est la norme associée au produit scalaire canonique sur R™.
e Sin =1, alors ces trois normes coincident avec | . | (la valeur absolue / le module).

Dessin (Les boules unités classiques de R, C, R?)

3) Normes sur des espaces de fonctions

Propriété 21 (Norme uniforme sur ’espace des fonctions bornées)
Soit X un ensemble non vide. Pour f : X — E bornée, on pose

1flloc = sup [If(z)]l.
zeX

Llapplication || . |leo : f — || fllco st alors une norme sur l’espace vectoriel B(X, E).
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Preuve

Puisqu’on se limite & des fonctions bornées, 'application || . ||« est clairement définie et a valeurs
positives.

Montrons la séparation : soit f € B(X, E). Puisque || f(x)|| > 0 pour tout € X, on a :

[fllc =0 < Sup [f@)|=0 < Vo e X, [[f(z)|=0 < f=0px.
Pour ’homogénéité : pour f € B(X,E) et A€ K, on a
[Aflloo = sup [[Af(z)] = sup [A[||f(z)] = [A] sup || f(z)| = [A[ | /]l
rzeX rzeX xeX

car |A| > 0.
Pour l'inégalité triangulaire : pour f,g € B(X, E), on a

Vee X, |[I(f+9) @) < F @I+ lg@) < I fllec + gl

donc la constante || f|lco + ||g|loo €st un majorant de || f + g|| sur X, ce qui montre bien que

1+ glloo < 1 lloe + llglloo-

Remarque
e Si E =K, alors ||fllcoc = sup |f(z)|, ot | . | désigne la valeur absolue ou le module suivant que
K=R ouK=C. e
o S5i X = [a,b] est un segment de R et si E = K, alors Uapplication || . || est une norme sur

Vespace vectoriel C°([a,b],K) (car toute fonction continue sur un segment est bornée).

Corollaire 22 (Norme uniforme sur ’espace des suites bornées)
Pour toute suite bornée u € EN, on pose

[ulloc = sup [[un |-
neN

L’application u — ||ul|so est une norme sur lespace vectoriel £>°(E).

Preuve
Immeédiat par la prop 21 : c’est le cas ou X = N.

Propriété 23 (Normes 1 et 2 sur I’espace des fonctions continues)
Soit [a,b] un segment de R avec a < b. Pour tout f € C°([a,b],K), on pose :

b b
1l = / f@ldz,  Ifll =/ / |f (z) 2d.

Alors, les applications || . ||1 et || . ||2 sont des normes sur C°([a, b],K).
Preuve
Tout d’abord, les applications || . ||; et || . || sont bien définies et a valeurs positives car pour tout

f €C°%[a,b],K), les fonctions |f| et | f|> sont continues et positives sur [a, b] donc leur intégrale existe
et est positive.

Montrons la séparation : si || f||1 = 0, alors la fonction continue et positive |f| a une intégrale nulle
sur [a,b] avec a < b, donc |f| est identiquement nulle sur [a,b] (voir cours MP2I), i.e. f = Oco([q,5],K)-
De méme pour la norme 2.

L’homogénéité de || . ||1 et || . ||2 est évidente par linéarité de l'intégrale et du fait que (/|2 = |A|
pour tout A € K.

Mountrons enfin 'inégalité triangulaire : elle est facile pour || . ||; car

Vo € fa,b], |(f+9)@)| < |f(@)| + |g(2)];
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donce || f +glli < |Ifll1 + |lgll1 par croissance et linéarité de l'intégrale.
Pour la norme 2, c¢’est un peu plus subtil :

Vo € [a,b], [(f +9)(@)° < (f (@) +g(2))? = |f(@)]* + 2/ f(@)llg(2)] + |g(2) ],
donc on obtient par linéarité de I'intégrale :
1£ + gl = I1£113 + 2(ulv) + llgll3,
ounu=|fl],v=g| et (ulv) = f; u(z)v(x)dz. Vu qu’on sait déja (voir cours MP2I) que (u,v) — (u|v)

est un produit scalaire sur C°([a, b],R), on peut utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz (encore!) pour
avoir la majoration :

ﬂmwszwwwnﬂww:2J/|ﬂ@&m¢/|ﬁ@&m=mummm.

On conclut :
1+ gll5 < I£115 + 20 fll2llgllz + llgll3 = (I1£ll2 + llgll2)?,

et donc | f +gll2 < [Ifll2 + [[gll2-

ATTENTION !
L’hypothése a < b est essentielle !

Remarque
Si K =R, alors la norme || . ||2 est la norme associée au produit scalaire :

b
<ﬁmHum=/fwmwm

sur Uespace vectoriel C%([a, b, R).

4) Structure d’evn produit

Propriété 24 (Produit fini d’espaces vectoriels normés)
Soit (E1,N1), -+ ,(En, Ny,) des espaces vectoriels normés sur K. Alors, Uapplication

N:Ey x---x E, - RT, x=(x1,  ,&n) = N(z) = max(Ni(z1), -+, Nn(zn))

est une norme sur l’espace vectoriel produit Fy X --- X E,.

Preuve (non traitée en classe)
Mémes vérifications que pour la norme "infinie" || . ||o sur K.

Remarque

o Ainsi, tout produit fini d’espaces vectoriels normés posséde naturellement une structure d’espace
vectoriel normé.

e Dansle cas o0 By =---=E, =K et Ny =--- = N, = |.|, on retrouve la norme ||.||c sur K".
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III Convergence des suites de vecteurs
On fixe un espace vectoriel normé (E, || . ||) sur le corps K =R ou C.

Lorsque F = K, cet espace sera muni de la valeur absolue / du module.
On rappelle que EN désigne I’espace vectoriel des suites (u,)nen & valeurs dans E.

1) Deéfinition et premiéres propriétés

Définition 25 (Suite convergente)
On dit qu’une suite (u,) € EY est convergente (ou converge) s’il existe un vecteur £ € E tel que

Ve e RY, Ing €N, n>ng = |ju, —¥| <e.

Dans ce cas, on dit que (u,) converge vers £ (ou tend vers £), et on note u,, — ¥, ou encore
n—-+oo

Uy — L.
Dans le cas contraire, on dit que (u,) est divergente (ou diverge).

Remarque (Suites définies a partir d’un certain rang)
Le fait qu’une suite soit convergente ne dépend pas du rang N a partir duquel elle est définie. La méme
définition s’adapte donc aux suites (un)n>n pour tout N € N.

Remarque (Lien avec la convergence des suites réelles)

o On a évidemment :
Uy, — <= |lu,—¥| — 0.

n——+oo n—-+o0o
Ainsi la convergence d’une suite vectorielle s’exprime par la convergence vers 0 d’une suite réelle
positive.

o Lorsque (E,| . ||) = (R,| . |), on retrouwve évidemment la définition de la convergence des suites
réelles étudiée en MP2I.

Remarque (Traduction géométrique)
My —+> " signifie que toute boule fermée de centre ¢ et de rayon € > 0 contient tous les u,, & partir
n—-+0oo

d’un certain rang. En effet :
lun — )| <e <= u, € Bf({,¢).

Propriété 26 (Unicité de la limite)
Stu, — Letu, — ', alorsl=1.
n—-+oo n—-+oo

On dit alors que £ est la limite de (uy,), et on note £ = lm  w,.
n—-+o0o

Preuve (Version avec des inégalités)
Soit € > 0. Par convergence de (u,) vers ¢ et £, il existe deux entiers naturels nq, na tels que

n>n = |u, —{| <e, n>ny = |u, — || <e.
Donc en posant ng = max(ni,ng), on obtient par inégalité triangulaire :
n>mng = [0 < 0= unll + [Jun — O] < 2e.

Alinsi, le réel positif ||¢ — || est inférieur & n’importe quel réel strictement positif, il est donc nul, ce
qui montre que £ = £'.

Preuve (Version géomeétrique)

Soit € > 0. Les boules B¢ (¢, ¢) et By(¢', ) contiennent tous les termes de la suite (u,) a partir d’'un
certain rang ng € N (prendre le maximum des deux rangs). Mais si £ # ¢, les boules By(¢,¢) et
By(l', ) sont disjointes pour € > 0 suffisamment petit (en fait pour 0 < & < 3||¢ —¢'||), donc on a une
contradiction.

On conclut £ = ¢'.
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Remarque
Tout se passe donc comme pour le cas des suites réelles. Mais attention, d’autres notions sont spéci-
fiques aux suites réelles et ne se généralisent pas (la monotonie, le caractére majoré, minore, .. .).

Propriété 27 (Majoration par une suite de limite nulle)
Soit (up) € EN, soit £ € E et soit (a,) une suite réelle positive.

Si ||un — 2| < ay a partir d’un certain rang ng et si o, — 0, alors u, — L.
n—4oco n—+o0o

Preuve
On fixe un réel € > 0. Par hypothése il existe n; € N tel que

n>n = o =|ay| <e.
Donc en posant ny = max(ng,n1), on a
n>ny = |u, — £ <a, <e,

ce qui montre la convergence voulue.

Propriété 28 (Toute suite convergente est bornée)
Soit (un) € EN. Si (u,) converge, alors (uy,) est bornée.

Preuve

Si uy, =7 ¢ € E, alors a partir d’un certain rang ng € N, on a |lu, — ¢|| < 1 (par exemple). Par
n—-+0oo

I'inégalité triangulaire, cela entraine :
lunll = [|(un =€) + £ < 1+ |£]].

On a done : ¥n € N, [fun|| < max((fuoll,- - , [1tng1]l, 1 + [1])
(bien noter que cette derniére constante ne dépend pas de n!).

ATTENTION !
La réciproque est fausse (déja vu pour les suites réelles, avec u,, = (—1)").

2) Opérations sur les limites

Propriété 29 (Opérations algébriques sur les suites convergentes)
Soit (uy) et (v,) deuz suites de EN. On suppose que uy, oy LeEetv, — l€E.
n——+0o0

n—-+oo

(i) On auy, +v, — L+1.
n—-+oo

(i) Pour tout A € K, on a Adu, —> M.

n—-+oo

Preuve (non traitée en classe)
Fixons un réel € > 0.

(i) Par convergence des deux suites, on peut choisir un entier ng tel que
n>ng = (Jlup =2 <e/2et v, — | <eg/2)

(prendre le maximum des deux rangs correspondant aux deux suites). On obtient alors par
inégalité triangulaire :

n=ng = |[(un+vn) = (C+ L) < Jlun — € + [lon =] <&,

ce qui montre la convergence voulue.
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(if) Si A =0, alors le résultat est trivial (la suite nulle tend vers Og).
Si A # 0, alors par convergence de (u,,), il existe un rang ng € N tel que
n>nyg = |u,—4£|| < T[> et donc par homogénéité :

n>ng = |[Au, — M| = |\ |Jun — ¢ <e.

Remarque
Ainsi, Uensemble des suites convergentes & valeurs dans E est un sous-espace vectoriel de EY.

Propriété 30 (Compatibilité des limites avec la norme / le produit externe)
Soit (\,) une suite de KN et (u,) une suite de EN. On suppose que A, y AeKetu, —
n—-—+0oo

n——+00
{ e E. Alors :

(i) Junll €]

(ii) Apun T M.

Preuve

(i) Par I'inégalité triangulaire renversée :

vneN, |[lunl = [I€]l] < [lun —£].
Par hypothése, lim |ju, —/|| = 0, donc par majoration : lim |||u,| — ||¢||| = 0, c’est-a-dire
n—-+4oo n——+4oo

i ] = 1]

(ii) Pour tout entier n € N, on a :
[Antn — M| = [[Antin, — Al + Ml — M| = [Ap| lun — €] + [ A — AL |€]]-

La suite (\,,) étant convergente, elle est bornée, donc il existe M > 0 tel que Vn € N, |\, | < M.
D’ou

[Antn — M| < M [lup — €] + [An = Al [1£]].
Par hypothése et par opérations algébriques, on a alors ngrfoo(M lun —£|| + | An = Al ||£]]) = O,
donc par majoration, on en déduit ngrfoo Antn — M| =0, C’est-a-dire lim A u, = AL

n—-+oo

Remarque

Dans le cas ot E = K (muni de la valeur absolue), on retrouve ainsi la limite du produit de deux
suites a valeurs dans K (traité dans le cours de MP2I). Donc Uensemble des suites convergentes a
valeurs dans K est une sous-algébre de KN,

Propriété 31 (Limite d’un inverse scalaire)
Soit (uy) € KN,

: ; P : 1 1
Si up, ot ¢ € K\ {0}, alors uy est non nul a partir d’un certain rang et - WS B
Preuve
Montrons déja que u,, # 0 a partir d'un certain rang.
Par convergence de (uy,), il existe ng € N tel que

4] 4]

nzng = |un— <5 = = funl < lua| = 6] < Jun = €] < =

4]

(par inégalité triangulaire renversée). Donc n > ng = |u,| > 5> 0, ce qui montre que (U )n>n,

est une suite a termes non nuls, et on a

Yn > ng, — .

1 1‘ lup — €] 2

=" M 2
o T el S TR
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Ensuite, étant donné un réel € > 0, il existe par convergence de la suite (up)n>n, un entier n; tel que

elef?
n>n = \un—ﬂ\gT =

ce qui montre que lim

1
n—-+oo Un e

3) Convergence dans un espace produit

Propriété 32 (Convergence d’une suite a valeurs dans un espace produit)
Soit (F1,N1), -+ ,(E,, Ny,) des espaces vectoriels normés sur K.
On munit l’espace produit E = Fy x --- x E,, de la norme N : E — RT définie par :

N(x1, -+ ,xy) = max(Ny(z1), -, Np(zn)).

Alors, pour toute suite (u)gen = (u,(gl), e 7u,(€n))keN € EN et tout vecteur £ = (1,--+ ,£,) € E, on
a:
up — L <= Vie{l,--- n}, u,(;) — ;.
k——+oco k——+oo
Preuve 4
On a pour tout k € N : N(u, —¥¢) = max Nz-(uf;) —£;).
Si N(u —¥¢) k—+> 0, alors puisque
—+00

Vie {1, ,n}, Ni(u!” — ;) < N(uy, — 0),
on en déduit par majoration que Ni(u,(f) —4;) k—+> 0 pour tout ¢ € {1,--- ,n}.
— 400

Si Ni(ug) —4;) — 0 pour tout ¢ € {1,---,n}, alors par opérations algébriques, on a

k— o0

> Ni(ug) — ;) k—) 0 (le nombre de termes de la somme ne dépend pas de k), donc puisque
i=1 —Foo

Nup =€) <3 Ni(u) = £y),
1=1

on en déduit par majoration que N(up —¢) — 0.
k—4oc0

Exemple (Cas de K")
Ainsi, dans lespace normé (K", || . ||), la convergence d’une suite de vecteurs équivaut a la conver-

gence "composante par composante". Par exemple, la suite (%, %) - tend vers (0,0), et la suite
nz
(=1)m, %)nZI diverge.

4) Algébres normées

Les K-algeébres sont des cas particuliers de K-espaces vectoriels (en plus de la somme et du produit
externe, elles disposent d’un produit "interne"), sur lesquels on s’intéresse a un certain type de normes.

Définition 33 (Norme sous-multiplicative)
Soit A une K-algébre. Une norme sur A est dite sous-multiplicative lorsque

V(w,y) € 42, Nyl < ll=] llyll-

Propriété 34 (Convergence d’un produit dans une algébre normeée)
Soit A une K-algebre munie d’une norme sous-multiplicative, soit (uy,) et (v,) deux suites de AN.
On suppose que u,, — L€ A etv, — (' € A. Alors u,v, — 0.

n—+oo n——+00

n—-+4oo
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Preuve
Similaire & la prop. 30, en utilisant la majoration :

| tnvn — MIH = |un (v — f/) + (un — Z)EIH < NJunl[lvn — El” + [lun — EHHEI”

Remarque
Cette propriété reste vraie si la norme dont on munit A vérifie :

3C >0, Y(z,y) € A%, |zy| < Ol [lyll-

5) Suites extraites, valeurs d’adhérence

Définition 35 (Suite extraite)
Si (uy,) € EN, on appelle suite extraite de (u,,) (ou sous-suite de (u,)) toute suite de la forme
(tp(ny), o ¢ : N = N est une application strictement croissante.

Lemme 36 (Minoration d’une extractrice)
Sip: N —= N est strictement croissante, alors ¢(n) > n pour tout n € N.

Preuve

Se montre par récurrence : ¢(0) € N donc ¢(0) > 0.

Pour tout entier n € N, si ¢(n) > n, alors par stricte croissance de ¢, on a p(n+1) > ¢(n) > n donc
©(n 4+ 1) > n. Mais ce sont des entiers, donc p(n+1) >n+ 1.

Propriété 37 (Suites extraites d’une suite convergente)
Si (up,) converge vers £ € E, alors toute suite extraite de (uy,) converge vers £.

Preuve
Si (uy,) converge vers £ € F, alors étant un réel € > 0, il existe un rang ng tel que

n>ng = |u,—£|| <e.
Pour toute suite extraite (u,(y)), on a alors par le lemme précédent :
n>ng = @(n) >n>ng = |uym — ¥l <e,

ce qui montre que (uy(,)) converge vers £.

Définition 38 (Valeur d’adhérence d’une suite)
Etant donné une suite (u,) € EV, on appelle valeur d’adhérence de (u,) tout vecteur £ € E qui
est la limite d’une suite extraite de (uy,).

Propriété 39 (Valeurs d’adhérence et convergence)
(i) Une suite convergente posséde une seule valeur d’adhérence : sa limite.
(i1) Une suite qui posséde au moins deux valeurs d’adhérence diverge.

1) Une suite qui ne posséde pas de valeurs d’adhérence diverge.
)

Preuve
Le point (i) résulte de la proposition 37 et de 'unicité de la limite.
Les points (ii) et (iii) s’obtiennent par contraposée de (i).

ATTENTION !
Une suite qui posséde une seule valeur d’adhérence peut quand méme diverger !
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Exemple
La suite u définie par u,, = 0 si n est pair et u,, = n si n est impair a pour seule valeur d’adhérence
0, et elle diverge.
En effet :
e toute valeur d’adhérence de (u,,) est nécessairement positive ou nulle, puisque u,, > 0 pour tout
n € N;
e 0 est bien valeur d’adhérence car la suite extraite (ug,) = (0) tend vers 0;

e si une suite extraite (uw(n)) converge vers A > 0, alors a partir d'un certain rang ng, on a

A 3\
0 < 5 §u¢(7l) S 7,
donc
L A 3\
n>ny = ¢(n)impair = 5 <p(n) < -
ce qui est impossible car p(n) >n — +oo. Donc 0 est la seule valeur d’adhérence de (uy,);

n—-+o0o

e pourtant, la suite extraite (ugn+1) = (2n + 1) diverge vers +o0, donc (uy,) diverge.
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IV Comparaison des normes

E désigne toujours un K-espace vectoriel, avec K = R ou C.

Définition 40 (Domination d’une norme par une autre)
Soient Ny et Ny deux normes sur E. On dit que N2 domine Ny s’il existe une constante C' > 0
telle que

Vr € E, Ni(z) < CNy(x).

Définition 41 (Normes équivalentes)
Soient N1 et No deux normes sur E. On dit que N1 et No sont équivalentes lorsqu’elles se
dominent mutuellement, c’est-a-dire lorsqu’il existe deux constantes C1,Cy > 0 telles que

Ve € E, Nl(l') < ClNQ(.’E) et NQ(I’) < CgNl({E)

Remarque
Ny et Ny sont équivalentes si et seulement il existe deux constantes C,C' > 0 telles que

CN, < N, < C'Ny.

Propriété 42 (Relation d’équivalence de normes)
La relation "étre équivalente a" est une relation d’équivalence sur l’ensemble des normes sur E.

Preuve (non traitée en classe)

La symeétrie est directe par la définition 41.

La réflexivité est claire car toute norme N vérifie N < CN avec C =1, donc N est équivalente & N.
Transitivité : si N7 et N sont équivalentes, ainsi que Ny et N3, alors il existe quatre constantes
A, A", B, B’ > 0 telles que

ANy < Ny < A'Ny, BN, < N3 < B'N,.

Cela entraine
(BA)N; < BNy < N3 < B'Ny < (B'A")Ny,

donc N; et N3 sont équivalentes.

Propriété 43 (Invariance du caractére borné par des normes équivalentes)
Soit N1 et Ny deux normes équivalentes sur E. Alors :

(i) Une partie A C E est bornée pour Ny si et seulement si elle est bornée pour Na.
(i) Une suite (u,) € EN est bornée pour Ny si et seulement si elle est bornée pour Na.

(ii) Si X est un ensemble, alors une fonction f: X — E est bornée pour Ny si et seulement si
elle est bornée pour Ns.

Preuve (non traitée en classe)

(i) Si A est bornée dans 'evn (F, N;), alors il existe une constante M > 0 telle que Vz € A,
Ni(z) < M. Vu les hypothéses, il existe une constante C > 0 telle que No < CNj, donc
Vo € A, Na(x) < CNi(x) < CM, ce qui montre que A est bornée dans evn (E, N3). Puisque
Nj et N5 jouent ici des roles symétriques, on obtient également 'implication réciproque.

(ii) Direct d’aprés (i) car (uy) est bornée pour N; ssi la partie {u,, n € N} est bornée dans
(E, Ny).

(iii) Direct d’aprés (i) car f est bornée pour Nj ssi la partie f(X) = {f(z), x € X} est bornée
dans (E, Ny).

ATTENTION !
Ces équivalences ne sont plus vraies lorsqu’on dispose de normes non équivalentes! Certaines parties
de F peuvent étre bornées pour une norme mais pas pour une autre.
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Propriété 44 (Invariance du caractére convergent par des normes équivalentes)
Soit Ny et No deuz normes équivalentes sur E et soit (u,) € EN. Alors :

(un) converge dans (E, Ny) si et seulement si (u,) converge dans (E, N3).

Dans ce cas, les limites sont les mémes.

Preuve

Supposons que (u,) converge vers ¢ dans (E, Ny). Alors Ny(u, — ¢) =7 0.
n—-+0o0o

Par hypothése d’équivalence des normes, il existe C' > 0 telle que Ny < C'Ny, donc
Vn € N, 0 < Na(up, — €) < CNy(upn, — ¥).

Par majoration, on en déduit Na(u,, —¥) = 0, ce qui montre que (u,,) converge vers £ dans (F, Na).
n—-+oo

Puisque Ny et N> jouent ici des roles symétriques, on obtient également 'implication réciproque.

Remarque
On dispose du résultat important suivant, que l’on montrera plus tard (cf. CH.7 de topologie) :
"si B est de dimension finie, alors toutes les normes sur E sont équivalentes”.

Exemple
Montrer que sur K", les normes ||.||oo, ||-]|1 €t ||.|l2 sont équivalentes et trouver les constantes optimales.

On obtient facilement les inégalités
oo < [l < 2ll-Jloo

Illso < -2 < vl loos

et les constantes sont optimales (on trouve des vecteurs € R™ qui vérifient I’égalité dans chaque cas).

Pour comparer les normes 1 et 2, c’est un peu plus compliqué. Pour x € K", on a déja :

n 2 n
nxn%_(zm) ez Y w2 el
=1 =1

1<i<j<n
En outre, en notant (.|.) le produit scalaire canonique sur R™, on a, en posant u = (|1, -, |zn]),
v={(1,---,1) et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

2l = (ulv) < /(ulu)y/(v]v) = [[z]l2v/n.

Iz < -l < vl ll2,

et les constantes sont optimales la aussi.

Donc finalement :

Remarque
Les inégalités ||.]lco < ||-ll2 < ||| traduisent le fait que les boules unités fermées respectives de ces
trois mormes, notées respectivement B, Ba, By, vérifient les inclusions suivantes :

By C By C B
(faire un dessin). En effet :

[zi <1 = [lzfz <1 = [lzflo < 1.

Méthode (Pour montrer que deux normes ne sont pas équivalentes)
Pour montrer que deux mormes Ny et No sur E ne sont pas équivalentes, il suffit de trouver une
suite (uy,) € EN qui soit bornée (ou convergente) pour une mnorme et pas pour l’autre.
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Exemple
Montrer que sur C°([a,b],K), les normes ||.||1 et ||.||co ne sont pas équivalentes.
Pour cela, on considére la suite (fy,)nen+ de fonctions affines par morceaux sur [a, b] définie par

2 ( 1_ i 1
" _nila+ x) 51a§x§a+n
vn e N, f"(x)i{ 0 sia+ L <uw
(faire un dessin!)
On a alors || fullee = n et || fo]l1 = 3 pour tout n € N* ce qui empéche I'équivalence des deux normes,
car la suite (f)n>1 est bornée pour la norme ||.||; mais pas pour la norme |.|/c-
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