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CHO2 : Intégration sur un intervalle quelconque

On va étendre ici 'intégrale au cas de fonctions continues par morceaux sur des intervalles qui ne
sont pas des segments, c’est-a-dire des intervalles non bornés et/ou non fermés.
Dans tout le chapitre, la lettre K désigne le corps R ou C et I désigne un intervalle de R.

Définition 1 (Fonction continue par morceaux)

(i) Soit deux réels a < b. Une fonction f : [a,b] — K est dite continue par morceaux
lorsqu’il existe une subdivision (xq,- - ,xy,) de [a,b] telle que pour tout k € {0,--- ,n — 1},
la restriction fiz, ., Possede un prolongement continu sur [Tg, Tr11]-

(i) FEtant donné un intervalle I de R (pas nécessairement un segment), on dit qu’une fonction

f I = K est continue par morceauz lorsque sa restriction & tout segment [a,b] C I est
continue par morceaut.

Notation

Etant donné un intervalle I de R, on notera :

F(I,K) ou K! I'ensemble des fonctions définies sur I et a valeurs dans K,

C°(I,K) I'ensemble des fonctions continues sur I et a valeurs dans K,

Cp, (I, K) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur I et & valeurs dans K.

On obtient facilement les résultats suivants (que 'on admettra ici).

Théoréme 2 (Structure algébrique des ensembles de fonctions)

Pour tout intervalle I, I’ensemble F(I,K) est un K-espace vectoriel, et les ensembles C°(I,K) et
Cgm(I,K) sont des sous-espaces vectoriels de F(I,K), donc des K-espaces vectoriels.

De plus, on a C°(I,K) C C),,,(I,K).

I Intégrales impropres (ou généralisées)

1) Sur un intervalle semi-ouvert borné

On considére deux réels a, b tels que a < b.

Définition 3 (Convergence d’une intégrale impropre en b)
Soit f € CY,,,([a; b, K).

b @
(i) On dit que V’intégrale impropre / f(t)dt converge si / f(#)dt posséde une limite
a a

b a3
finie lorsque x — b~. Dans ce cas, on pose / f)dt = lim ft)de.

z—b= Jq,

(ii) Sinon (si / f(t)dt admet une lim. infinie ou pas de lim. quand x — b~ ), on dit que

b
l’intégrale impropre/ f(t)dt diverge.

Vocabulaire
On emploie indifféremment les expressions "intégrale impropre" ou "intégrale généralisée" dés que
I’on veut intégrer une fonction sur un intervalle qui n’est pas un segment.

Notation
On peut également employer les notations abrégées ("sans la variable d’intégration") :

b T
/ f=lim [ f.
a z—=b~ Jq
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Vocabulaire
Etudier la nature d’une intégrale impropre, c’est préciser si elle est convergente ou divergente.

Propriété 4 (Intégrale faussement impropre en b)

b
Si f € Cp([a;b],K) et si f posséde une limite finie en b~, alors Uintégrale impropre / f(®)de
a
b b
converge, et on a/ f(t)de :/ f(t)de, ou f € Cgm([a;b],K) est le prolongement de f a [a;].

b
Dans ce cas, on dit que l’intégrale / f(t)dt est faussement impropre.
a

2) Sur un intervalle fermé non borné

Définition 5 (Convergence d’une intégrale impropre en +c0)
Soit f € CY,.,([a; +00[,K), avec a € R.

—+ oo @

(i) On dit que I’'intégrale impropre / f(t)dt converge si / f(t)dt posséde une limite

a a

—+oo a3
finie lorsque x — +o0o. Dans ce cas, on pose / f)dt = lim / f)de.

@ Tr——+00

X
(i1) Sinon (si / f(t)dt admet une limite infinie ou pas de limite lorsque x — +00), on dit que
a

oo
l’intégrale impropre / f(t)dt diverge.

a

3) Sur un intervalle ouvert

Définition 6 (Convergence d’une intégrale doublement impropre)
Soit f € CS,,(Ja; b[, K) (avec a € RU{—oc} et b€ RU{+00}). On fize c €]a; b].

b
(i) On dit que Vintégrale doublement impropre / f(t)dt converge si
a

c b
les deux intégrales impropres / ft)dt et / f(t)dt convergent.
a (&4

b c b
Dans ce cas, on pose/ f®)dt :/ f(t)dt+/ f(®)de.
(ii) Dans le cas contraire (deés que l'une des deux intégrales précédentes

b
diverge), on dit que ’intégrale doublement impropre / f(t)dt diverge.
a

4) Propriétés de base

b
Les propriétés établies ici sont vraies pour des intégrales / f impropres en a et/ou b, les bornes a et
a

b étant des réels ou +oo.
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Propriété 7 (Linéarité, positivité et croissance de l’intégrale impropre)
Soient f,g € C,,(I,K), ot I est un intervalle d’extrémités a € RU {—oco} et b € RU {4o0}.

b b
(i) Si les deux intégrales impropres / foet / g sont convergentes, alors pour tout A € K,
a a
b

b b b
Uintégrale / (Af + g) est convergente, et on a/ A +9) = )\/ f +/ qg.

En d’autres termes, l’ensemble des fonctions f € Cp,, (I, K) dont Uintégrale converge est un

b
K-espace vectoriel, et f / f est une forme linéaire sur cet espace vectoriel.
a

(#3) La forme linéaire f — fab [ est positive, c’est-a-dire :

(szet/abf converge) = /abfzo.

(¢i1) La forme linéaire f +— f; f est croissante, c’est-dire :

b b b b
<f <y, / f converge et/ g converge) = / < / g.
a a a a

Propriété 8 (Convergence de l’intégrale impropre d’une fct. complexe)

Soit I un intervalle de R d’extrémités a € RU {—oo} et b € RU {400} et soit f € C),,(I,C).
b b

Alors, Uintégrale impropre /

f converge si et seulement si les deux intégrales impropres / Re(f)
a a

b

b b b
et/ Im(f) convergent. Dans ce cas, on a/ f :/ Re(f) +i/ Im(f).

Propriété 9 (Fonction continue positive d’intégrale impropre nulle)
Soit I un intervalle de R d’extrémités a € RU {—oo} et b € RU {+oc} Soit f € C°(I,R), telle que

b
f>0 et/ f@)dt converge. Alors,

b
/ F=0 — Vtelab], ft)=0.

Propriété 10 (Relation de Chasles pour les intégrales impropres)
Soit I un intervalle de R d’extrémités a € RU{—oco} et b€ RU {400} et f € CY,,(I,K).

St f; f converge, alors pour tout c € I, on a

/abf=/:f+/cbf

(avec convergence des deux intégrales du membre de droite).

Propriété 11 (Dérivation par rapport a la borne inférieure)
+00 FES
Si f € CY%([a, +0o[,K) et si l’intégrale / f(t)dt converge, alors la fonction G : x — / f(@)dt
a xT
est de classe C* sur [a,+oc[, et G' = —f.
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I Comparaison de fonctions positives

Comme pour les séries, on va donner des méthodes pour étudier la convergence d’une intégrale
impropre, sans passer par les primitives de f, qui hélas ne sont pas toujours calculables.

1) Exemples de référence

On dispose d’une liste d’exemples de référence, qu’il faut connaitre par coeur. On utilisera ensuite
cas de référence pour étudier les autres intégrales impropres.

a) Eno0

Propriété 12 (Logarithme en O*}

L’z’ntégmle/ In(¢t)dt converge et/ In(t)dt = —1.
0 0

Propriété 13 (Intégrales de }:‘{iemann en 0T)

Soit o € R. Alors, ’intégrale t—adt (impropre en 0) converge si et seulement si « < 1. Dans ce
0

1
1 1

cas, ona/ —dt = .

0 t¢ -«

b) En +oo

Propriété 14 (Exponen}:ielle en +o00)
o0
Soit a € R. L’intégrale e~ 'dt converge si et seulement si o > 0.
+oo 0 1
Dans ce cas, on a / e~ Mdt = —.
0 [0

Propriété 15 (Intégrales de R_Eemann en +o00)
o0
Soit a € R. Alors, l'intégrale / t—adt (impropre en 4+00) converge si et seulement si a > 1.
e i

Dans ce cas, on a/ —dt = ——.
1 e a—1

2) Comparaison et équivalents

On dispose de résultats spécifiques aux fonctions positives pour étudier la convergence d’une
intégrale impropre.

Pour éviter les répétitions, les résultats seront énoncés uniquement pour des fonctions continues par
morceaux sur un intervalle I = [a;b[ (avec b € R U {400}), mais ils s’adaptent a tout type
d’intervalle.

a) Critére de majoration

Propriété 16 (CNS de convergence de l’intégrale d’une fonction positive)

Soit f € Cgm([a; b, R) positive. L’intégrale / f converge si et seulement si la fonction
a

T
F:zw— / | est magjorée sur [a,b].
a

Notation

Lorsque f € pm([a; b[, R) est positive, on pourra noter / f < +o0o lorsque cette intégrale converge,

b

et noter f = 400 dans le cas divergent (puisque dans ce cas, f —b> +00).
z—b—

On d1spose donc de notations analogues & celles des familles sommables.
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Théoréme 17 (Critére de majoration pour les fonctions positives)
Soient f,g € Cgm([a; b, R) telles que 0 < f < g. Alors,

b b
(4) / g converge —> / f converge, et dans ce cas,
a a

Og/abfﬁ/abg-

b b
(i) / f diverge — /gdiverge.

b) Critére des équivalents

Théoréme 18 (Critére des équivalents pour les fonctions positives)
Soient f,g € CD,,([a; b[,R).

b
Si f(t) ~ g(t) et si f >0 au voisinage de b—, alors g aussi et les intégrales impropres / f et
t—b— @

b
/ g sont de méme nature.
a

Pour résumer :

Méthode

Pour étudier la convergence de l’intégrale impropre d’une fonction f positive, on peut comparer f a
une fonction de référence (c’est-a-dire dont on connait la convergence de l'intégrale), en utilisant
soit une inégalité, soit un équivalent.

Si f est équivalente a une fonction g qui garde un signe constant au voisinage de b, alors on peut
utiliser le critére des équivalents.
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IIT Convergence absolue, intégrabilité

1) Convergence absolue

Dans le cas ou 'on a affaire & des fonctions qui ne sont pas positives (réelles de signe non constant ou
a valeurs complexes), on dispose d’un outil supplémentaire pour étudier la convergence d’une intégrale
impropre.

La encore, tout est énoncé sur un intervalle du type I = [a,b] avec b € R U {+o0}, mais tout
s’adapte a tout type d’intervalle.

Définition 19 (Intégrale impropre absolument corévergente)

Soit f € Cgm([a; b, K). On dit que l'intégrale impropre/ f est absolument convergente lorsque
a

b
/ |f] est convergente.
a

Théoréme 20 («<CVA = CVy»)
b

Soit f € CY,,([a;b[,K). Si f est absolument convergente, alors elle est convergente.
b “ b

On a donc (/ |f| converge — / f converge > .
a a

Meéthode

Pour étudier la convergence de l’intégrale impropre d’une fonction de signe non constant ou & valeurs
complezes, on peut d’abord étudier sa convergence absolue.
e Awvantage : cela revient & travailler avec une fonction positive, sur laquelle on peut tester les
criteres de la partie précédente.
e Inconvénient : si lintégrale me converge pas absolument, alors ¢a ne montre rien quant & sa
convergence.

Définition 21 (Intégrale impropre semi-convergerblte) )

Soit f € Cgm([a; b, K). On dit que lintégrale impropre/ f est semi-convergente lorsque/ f est

a a

b b
convergente mais pas absolument convergente, c’est-a-dire lorsque / f converge et / | f| diverge.
a a

Propriété 22 (Inégalité intégrale/module)

b
Soit f € Cgm([a; b[, K). On suppose que lintégrale impropre / f est absolument convergente.
a

/ubf g/abm.

Alors, on a

2) Fonctions intégrables

Ici, I désigne un intervalle de R quelconque (ouvert, semi-ouvert, borné ou non, fermé, etc.), d’extré-
mités a € RU {—oo} et b € RU {+00}.

Définition 23 (Fonction intégrable sur un intervalle quelconque)
Soit f : I — K. On dit que f est intégrable sur I si elle est continue par morceaux et si l’intégrale

b
/ |f| converge.
a

Notation )
Lorsque f est intégrable sur I, on pourra noter / f= / f son intégrale.
I a

On évitera cette notation pour les intégrales semi-convergentes.
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Propriété 24 (Propriétés immeédiates des fonctions intégrables)
Soit f,g € Cgm(l, K).
(i) Si f est intégrable sur I, alors f est intégrable sur tout intervalle J C I.

(i1) Si|f| < g avec g intégrable sur I, alors f est intégrable sur I.

(i11) SiI=a,b] et f(x) ~ g(x), alors f est intégrable sur I ssi g est intégrable sur I.
i

x

(iv) Si f est intégrable sur I, alors |f| aussi, et

[l [in

(v) Si f est intégrable, continue et positive sur I, alors

/If=0=> f=0.

Propriété 25 (Régle de comparaison en O, o)
Soient f,g € C)([a,b],K), avec b € RU {4o0}.

(1) Si f(z) = Ob (9(x)) et si g est intégrable sur [a,b], alors f est intégrable sur [a,b].
T—0"

(15) Si f(z) = o (9(x)) et si g est intégrable sur [a,b], alors f est intégrable sur [a,b][.
T—0"

Théoréme 26 (Structure d’espace vectoriel)

L’ensemble des fonctions intégrables I — K est un K espace-vectoriel (en fait un sous-espace vec-

toriel de Cgm(l, K)). De plus, f fI f est une forme linéaire sur cet espace vectoriel.

Notation

L’espace vectoriel des fonctions intégrables sur I et & valeurs dans K se note en général L'(I,K).

3) Des exemples

Meéthode

Pour étudier la convergence absolue d’une intégrale impropre, on peut :
e chercher a majorer |f(t)| par une fonction intégrable connue.

e chercher & déterminer un équivalent simple de |f(t)| lorsque t — b~ .

e cxaminer la limite de t* f(t) lorsque t — 0T ou t — 400, pour comparer f a une fonction

de Riemann t — pry au voisinage de 0 ou de 4+00.
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IV IPP et changement de variables généralisés

On ne traitera par commodité que le cas des intervalles du type [a; b[ (avec b € RU {+00}), mais les
résultats présentés ici restent vrais pour tout type d’intervalle.

1) Intégration par parties généralisée

Théoréme 27 (IPP généralisée)

Soient u,v € Ct([a,b],K). Si lli)r}l uv existe dans K, alors les intégrales f; u'v et ff uv’ sont de méme

b b
/ u'v = [uv)? — / ',
a a

= xhar?f u(x)v(x) — u(a)v(a).

nature, et si elles convergent, on a

ol [uv]®

2) Changement de variable généralisé

Théoréme 28 (Changement de variables généralisé)
Soit f € C%(Ja;b[,K), et soit ¢ : [o; B[~ [a;b] une bijection strictement croissante de classe C!.

Alors les intégrales impropres /

(e}

b
Flp(u)y' (u)du et / f(t)dt sont de méme nature et égales en

cas de convergence.
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V Intégration des relations de comparaison

1) Cas convergent

Théoréme 29 (Intégration des relations de comparaison, cas convergent)
Soit f € Cp,([a,b],K) et g € CJ,,([a,b[,R) (avec b € RU {400}). On suppose que g > 0 et fabg
converge.

(1) Si f(x) = Olr (g(x)), alors f est intégrable sur [a,b] et f;f = ()lr(f: g).

r—

(i1) Si f(x) = o (g(x)), alors f est intégrable sur [a,b| et f; = z_?bi(ff g).

rz—b—

(113) Si f(x) ~ g(z), alors f est intégrable sur |a,b] et fjf ~ ffg.
r—0" r—0"

2) Cas divergent

Théoréme 30 (Intégration des relations de comparaison, cas divergent)
Soit f € Cp,,([a,b],K) et g € CJ,,([a,b[,R) (avec b € RU {400}). On suppose que g > 0 et f:g
diverge.
(i) Si f(x)= O (9(x)), alors [T f= O ([ g)-
z—b z—b
(i) Si f(x)= o (g(x)), alors faxf = o _(ff q)-
z—b z—b

(i12) Si f(z) ~ g(x), alors f est non intégrable sur [a,b] et [ f ~ IZy.
Tr—0" r—0—
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