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Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.
La notation |z| désignera la valeur absolue de z si z est un nombre réel, ou le module de z si z est un
nombre complexe.

I Généralités sur les séries numériques

Nous allons rapidement rappeler les principales notions sur les séries numériques, déja vues en MP2I.

1) Séries, sommes partielles

Notation
KN désigne I’ensemble des suites & valeurs dans K (c’est-a-dire les applications u : N — K).
De telles suites u seront en général notées (un)nen ou plus simplement (uy,).

Définition 1 (Série a valeurs réelles ou complexes)
Etant donnée une suite (u,) € KY, on appelle série de terme général u., la suite (S,) € KV défi-

n
nie par Vn € N, Sn:uo+u1+~~-+un:2uk.
k=0

Pour chaque entier n, la quantité S, est appelée somme partielle de rar_lg n.

Vocabulaire
On parle de série numérique car les termes u,, sont des nombres réels ou complexes. On généralisera
ultérieurement pour des suites a valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie F (par exemple

K" ou M, (K)).

Remarque (Définition a partir d’un certain rang)
Si (uy,) est une suite définie seulement & partir d’un rang ng € N, on peut quand méme définir la
série de terme général uy : c’est la suite (Sp)n>n, définie par

n

Vn > ng, S, = Z U,

k‘:no
De toute fagon, le rang a partir duquel la suite (uy) est définie n’a pas d’importance, puisqu’on peut
toujours la prolonger & N en posant ug = uy = -+ = up,—1 = 0 (¢a ne change pas les sommes
partielles).
Exemple

n
. 1 1 1
La suite (S,) € RY définie par S,, = E = 1+ 3 + .-+ — (pour n > 1) est appelée série
n
k=1
harmonique. Ses premiers termes valent :

11

1 1 1
S.=1 — — =9 - = —
) 3 +2+3 2+3 67

1 3
1 ) 2 + 5779

Remarque (Relation fondamentale de récurrence)
Pour toute série définie a partir du rang ng, on a

Vn 2 no, Sn+1 — Sn + Un+1,
et donc on peut exprimer les termes de la suite (uy,) en fonction de ceux de la suite (Sy) :
{ Uny = Sno
vn2n0+17 un:Sn*Sn—l

En effet :
n+1
SnJrl - Z U = Un, + Ung+1 + -t uy +Un+1-

k=ng

=Sn
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2) Convergence, divergence

Définition 2 (Convergence/divergence d’une série)
On dit que la série de terme général u, est convergente lorsque la suite des sommes partielles
n

(Sy) est convergente, c’est-a-dire lorsqu’il existe S € K tel que Zuk — S

n—-+o0o
k=0
+oo
Le nombre S € K est alors appelé somme de la série et on note S = Zuk.
k=0

Dans le cas contraire (si (Sy) diverge), on dit que la série est divergente.

ATTENTION !
Ne pas confondre :

e la convergence de la suite (u,) (existence de 11111 uy, dans K)
n—r+00

n
e la convergence de la série de terme général u,, (existence de lirf E uy, dans K).
n—-+0oo
k=0

Notation
Souvent, on désignera par Z U, Ou par Z Un la série de terme général (u,). La notation sans

n>ng
Iindice de départ ng illustre bien le fait que la convergence d’une série ne dépend pas de ses
premiers termes.

Remarque
En cas de convergence d’une série, le nombre S représente donc une "somme infinie" : c’est la limite
de sommes qui comportent de plus en plus de termes.

Exemple
Les séries réelles >_k, Y"1 et > (—1) sont divergentes.
En effet, pour tout n € N :

n 1
o S, = Z k= nr+1) — 400, donc la suite (S,,) est divergente.
k=0

2 n—-+oo

n
o T, = Z l=n+1 = ~+00, donc la suite (T3,) est divergente.
n oo
k=0

n
1 sin est pair
_ _1\k _ p . . o
oV, = kE_O( 1" = { 0 sin est impair ’ donc la suite (V;,) est divergente (les sous-suites (Va,)

et (Vap+1) sont constantes et différentes, donc elles convergent vers deux limites différentes).

ATTENTION !
Une série peut diverger sans que la suite (S,,) des sommes partielles tende vers +oo! (par exemple

(=1

Exemple (Une série kgéométrique)

La série réelle E 3 converge, et on a

S il L
= \2 2 4 8 21000 o

En effet, pour tout n € N :
n

) S e () £ 3 0 ()
Z(i) = =2 g) e (5) =1 {g) ot

k=0 k=1

CHO1 : Séries numériques et sommabilité 5/ 51



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

Tllustration : étant donné un gateau, si on mange une moitié, puis un quart, puis un huitiéme, et qu’on
fait ¢a indéfiniment (!), alors on "finira" par manger tout le gateau.

Définition 3 (Reste d’une série convergente)
Si la série > uy, converge, alors pour tout n € N, on pose
+oo
R, = Z Uk = Up41 + Uny2 + .. ..
k=n-+1
Cette quantité s’appelle le reste d’ordre n.

Remarque

e FEn cas de convergence d’une série, on a lim R, =0, puisque R, =5 — S,
n—+oo

+oo
(en notant S = Zuk)
k=0
e Fn cas de divergence, le reste n’existe pas/

3) Séries géométriques

Le premier exemple de référence est le cas des "séries géométriques", c’est-a-dire les séries de la forme
b
> q™ avec q € C. Rappelons d’abord les résultats connus sur les suites géométriques :

Propriété 4 (Convergence des suites géométriques)
Soit q € C.

T g . ny

(i) | Si |q| > 1|, alors (¢™) diverge, et ngrfoo lg"| = +o0.
% 5 n : n_
(i) | Si |q| < 1|, alors (¢™) converge, et nll}r_sr_looq = 0.

y — n .
(iii) [ Si gl = 1, alors { sig=1, (¢") converge (elle est constante) ;

st q# 1, (¢") diverge (en restant bornée).

Preuve (non traitée en classe)
Attention! la suite géométrique étudiée étant a priori complexe, il faut travailler en module.

(i) Pour le cas |g| > 1, on écrit |g| = 1+ ¢ avec € > 0, puis
" (n
n| _ n_ (1 n _ k >
" =lg" =1 +e)" = <k>€ > ne
k=0
(tous les termes étant positifs, on peut minorer la somme par le terme d’indice k = 1). Cette
inégalité montre que lim |¢"| = +oo.
n—-4o0o

(ii) Pour le cas |¢| < 1:

Sig# 0, on a = +o00, ce qui

1 1 \"
‘ = — > 1, donc par le point précédent, lim ‘()
q| lql n—+oo [\q

(

entraine lim |¢"| = 0, puisque |¢"| =
n—-+oo

Kl

Q=

Le cas ¢ = 0 est quant a lui trivial.
(iii) Cas |q| = 1.
Si g = 1, la suite (¢™) est constante égale & 1 donc converge.
Si g # 1 et si (¢") converge vers ¢, alors en passant a la limite dans la relation ¢"*! = ¢ x ¢",
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on obtient par produit de limites £ = ¢f (puisque lim ¢"™' = lim ¢" = /), c’est-a-dire
n—-+oo n—-+o0o

£ = 0 (puisque g # 1). Mais la convergence de (¢") vers 0 est impossible, puisque |¢"| = 1
pour tout n € N. Donc (¢™) diverge dans ce cas.

Etablissons maintenant le résultat qui nous intéresse (pour les séries) :

Théoréme 5 (Convergence des séries géométriques)
Soit q € C. La série géométrique Zq" converge si et seulement si |q| < 1.

+o0o 1
Dans ce cas, on a "=,

=

n=0
Preuve

n 1—qg"tt
Ona s, = Z qk = 1—gq sigeC\ {1} . Cette quantité n’admet donc une limite finie que
k=0 n+1 sig=1

si |g| < 1 (d’aprés la proposition précédente), et dans ce cas :

00 1

E ¢ = lim S,=-—,
n—-+00 1—g¢q

k=0

puisque lim ¢™ = 0.
n—+oo

ATTENTION !
Si ¢ =1, la suite (¢™) converge, alors que la série Y ¢" diverge!

Corollaire 6 (Reste d’une série géométrique convergente)
Soit q € C tel que |q| < 1. Alors pour tout ng € N,

q = .
1—¢

k‘:’no

Preuve

e Premiére méthode : on ajoute et on retranche les premiers termes et on se rameéne a la proposition

précédente :
“+o00 +oo no—1
1 1—gm qm°
k _ k _ k _ _ =
Zq*Zq Zq 1—gq 1—gq 1—g¢q
k=no k=0 k=0

e Seconde méthode : par changement d’indice (qui ne modifie pas la convergence bien entendu,
puisqu’il s’agit juste d’une translation). En posant j = k —ny :

“+o00 +oo +oo
Z qk — qu+no — q’noij = ¢"° x

k=ng =0 =0

1—q'

4) Séries de Riemann

Voici maintenant le second exemple de référence :

Théoréme 7 (Séries de Riemann)

Soit a € R. La série Z — est appelée série de Riemann d’exposant o.
n>1
Cette série converge si et seulement si o > 1.
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Idée
La démonstration de ce théoréme est importante, elle est basée sur les idées suivantes :
. . . ~ 1
e majorer et minorer les sommes partielles S, = Z T :
k=1

— technique de comparaison série/intégrale, avec la fonction f : z — —.

e utiliser la croissance de la suite (S,) : il suffira de montrer que (S,) est majorée pour
montrer qu’elle est convergente.

Preuve

n
1
Notons S,, = Z T pour tout entier n > 1.
k=1

1
C’est trivial car dans ce cas, on a, pour tout k € N*, T > 1, donc on a

S, >1+1+---+1=n,

ce qui montre que S,, — +00, et donc que la série Y n% diverge.

1
On a lim — =0, donc impossible de minorer "simplement" le terme général —.
k—+oo0 K& ko

Pour encadrer finement les sommes partielles, on étudie I'aire sous la courbe de la fonction f :
x — -L (définie et décroissante sur intervalle ]0; +00]).

I 3

y = f(x)

La décroissance de la fonction f améne I'inégalité des aires :

k+1 k
Wz [ fedr<i®< [ fae
k k—1
(Pour le montrer rigoureusement : Vo € [k—1;k], f(z) > f(k), donc par croissance de l'intégrale :
k k
(o> [ fU)de = F(k) x 1= F();
k-1 k—1

et de méme, VY € [k; k + 1], f(z) < f(k), donc

k+1 k+1
/ f(@)de < / F(k)de = £().)
k k

On somme ensuite I’encadrement pour k allant de 2 & n :

n

n+1 n
Vn > 2, / flayde <> f(k) < | fla)da,
2 k=2 1
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(en utilisant la relation de Chasles), ¢’est-a-dire

n+1 n
Yn > 2, 1 —|—/ flz)dz <S5, < 1—|—/ f(z)d.
2 1

Avantage : on sait calculer ces intégrales, alors qu’on ne sait pas calculer S,,.

l-«a

+cte sia#l
/f(x)dx: /x_o‘dmz l1-«a
In(z) +cte sia=1

Des distinctions de cas apparaissent alors :

« [Sa=1],alors

Yn > 2, 1+In(n+1)—1In(2) < S, <1+In(n).

. . . . 1 .
La minoration montre que hr_~r_1 S, = 400, donc la série g — diverge dans ce cas.
n—-+0oo

E>1
° , alors

l-a _ 9l—« - _
(n+1) 2 cs <14 1.
11—« 11—«

Vn > 2, 1+
On peut alors conclure en fonction du signe de 'exposant 1 — « :

1 l—a _ 21704
* , alors lirf (n+1) = 400, donc lim S, = oo, ce qui
n—

oo 1 — n—-+oo

1
montre que la série E — diverge dans ce cas.
k>1

* , alors on a 0 < n'~® < 1 pour tout n € N*, donc

1—nl—@ 1 «
n<]- <1 = 5
Sn <1+ a—1 — +a—1 a—1

ce qui montre que la suite (S,) est majorée. Or, cette suite est également croissante,

puisque Vn € N*, S,11 — S, = ﬁ > 0, donc elle converge. Ceci prouve que dans ce

: 1
cas, la série E — converge.
E>1

Remarque

e Il y a une preuve plus directe de la divergence dans le cas o = 1 (série harmonique) : en notant

n
Sp =3 %, on a
k=1

2n 1 2n 1 1

* — = _ > _— ==

vn €N ) SQn Sn Z k= Z m 27
k=n-+1 k=n-+1

donc il n’existe pas de réel S tel que S, —+> S (sinon, on aurait Sa, — S, — 0, impossible
n—-+oo

d’apres la minoration).
+oo
e Dans l'exemple des séries de Riemann, on a donc prouvé l’existence de la somme infinie E T

k=1
pour les réels o > 1, mais on ne connait pas a priori sa valeur.

On pourra montrer qu’on a, pour o = 2,
2" g
= k 6

Ceci illustre bien le fait qu’une suite de nombres rationnels peut converger vers un irrationnel :
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en effet, pour tout n € N, on a

1 1
mais
2
i S, = — .
G S =5 #Q

Comme nous 'avons vu dans les exemples fondamentaux précédents, le principal probléme des séries
est qu'en général, on ne sait pas expliciter les sommes partielles S, (voir les séries de Rie-
mann), hormis certains cas simples. Donc, il est nécessaire de développer des outils pour I’étude de la
convergence des séries, ce que nous allons faire dans les sections suivantes.

5) Condition nécessaire de convergence

Propriété 8 (Condition nécessaire de convergence d’une série)
Si la série Y u, converge, alors u, — 0.

n——+oo
Preuve
Pour tout n € N*, on a u,, = S, — S,,_1, doncsi S, — S,onau, — S—5 =0 lorsque
n—-+oo n—-+o0o
n — +oo.

ATTENTION !
La réciproque est fausse! On peut avoir lirf un =0 et Y u, qui diverge.
n—-+0o0

. . 1. 1
Par exemple, la "série harmonique" E — diverge, alors que — — 0.
1 n n n—+oo
n=

Définition 9 (Divergence grossiére)
On dit que la série Y u,, est grossiérement divergente si son terme général u,, ne tend pas vers
0 lorsque n — +o0.

Remarque
D’apres la proposition précédente, une série grossierement divergente est divergente.

Exemple

e La série g 2™ est grossiérement divergente, car lim 2" = +o00 # 0.
n—-+o0o
n>0

+oo
2 2 1
. nE>O 13717—:8 et ngzo(_1)” aussi, car ngr-ir-loo 187174;8 ~ 0 et (—1)" n’a pas de limite.

. . 1 . . . .
e La série harmonique g — est divergente, mais pas grossiérement divergente.
n
n>1

Méthode

Pour étudier la convergence d’une série, on peut donc faire le test rapide suivant : le terme général
u, tend-il vers 0 lorsque n — +oco0 ?

Si non, la série est trivialement divergente (d’ou lappellation "divergence grossicre”). Mais dans la

plupart des cas, on aura u, — 0, ce qui ne dit rien sur la convergence de la série . ..
n—-+o0o

6) Opérations algébriques

Comme pour les suites, on dispose d’opérations algébriques sur les séries :
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Propriété 10 (Opérations algébriques)
Soient (uy,) et (v,) deux suites de KN et A € K.

(i) Si les séries > u, et v, convergent, alors la série E (un, + vy) converge, et on a, pour
tout entier ng :

oo 00 oo
Z(uk+vk): Zuk+ ka.
k=ng k=ng k=ng

(i) Si > u, converge, alors la série Z(/\un) converge, et on a,
pour tout entier ng :

Z ()\uk) = A Z Uk .
k=ng k=ngo

(11) Si > u, converge et > v, diverge, alors Z(un + v,) diverge.

Preuve (non traitée en classe)

n n
On raisonne avec les suites des sommes partielles : on pose S,, = E ug et T,, = g vg pour ng € N

k=ng k=ng
et n > ng.

SiS, — SetT, — T alorson sait bien que S,, +7,, — S+ T et AS, — AS (ce sont
n—-+4oo n—-+o0o n—-+o0o n—+o00

les opérations algébriques sur les suites a valeurs réelles ou complexes, vues en MP2I).
Enfin, si S, — S et si (T5,) diverge, alors la suite somme (S, + T;,) diverge, sinon on aurait

n—-+oo
S, + T, —+> W e K, et donc T,, = (S, + T,.) — Sn —+> W — S, ce qui est faux, puisque (T},)
n—-—+oo n—-+oo
diverge.
Remarque

On a donc le fait suivant : toute combinaison linéaire de séries convergentes donne une série conver-
gente, et on a dans ce cas la formule

400 +o0o +o0
Z (/\un + N"Un) =A Z Uy + [ Z Un-
n=no n=mno n=no

ATTENTION !
Si les séries > u, et > v, sont toutes les deux divergentes, alors on peut avoir Y (u, + vy)
convergente ou divergente.

Exemple
Siu, = (=1)" et v, = (=1)"" on a > u, et > v, (grossiérement) divergentes, et

Z(un +un) = Z 2(—1)" diverge, et Z(un +u,) = ZO converge.

ATTENTION !
Il n’y a pas de régle simple avec le produit de séries réelles. En effet, il n’y a a priori aucun
lien entre la convergence de Y u,, et > v, et celle de > u,v,. Et bien str, on a

400 +00 +o0o
> (o) # (Zw) X (Zw) :

k=0

méme en cas de convergence des trois séries !

Exemple

Si u, = v, = —, alors E Uy, et E v, divergent (série de Riemann avec o = 1).
n

1
Pourtant, Z UpVp = Z e} converge.
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7) Téléscopage et lien suite-série

Le "téléscopage" est un procédé de simplification de proche en proche de certaines sommes.

Lemme 11 (Téléscopage)

Soient deur entiers naturels ng < n, et (ux) € KY. On a :
n

D (h41 — Uk) = tng1 — Ung.
k=n0

Preuve (non traitée en classe)
On sépare la somme en deux et on effectue un changement d’indice dans la premiére :

n n n n+1 n
E (upg1 —up) = E Upy1 — E up, = E up, — E up,
k=ng k=ng k=ng k=no+1 k=ng
n n
= Upt1 + E Uk | — | Uny + § Uk | = Un+1 — Ung-
k=no+1 k=no+1

n
(avec la convention Y. wuy = 0sin =ng).
k=no+1

Remarque
Cette technique sert parfois & calculer certaines sommes en réécrivant le terme général sous la
forme v, = upy1 — uyg.

Exemple (Trés classique)

On consideére la série —— . Montrons qu’elle converge et calculons sa somme.
2. k(k+1) ¢ J
On peut décomposer le terme général en "éléments simples" : il existe a,b € R tels que

1 a b (a+b)X +a

X(X+1) X X+1 X(X+1)

Un calcul simple montre que a =1 et b = —1. Donc, pour tout n € N*, on a

n

i 1 1 1 1
- = S )=1- .
Sy =2 (i) =

(par téléscopage).

n
1
Cette identité prouve que lim E —— =1, c’est-a-dire que
prouved 2k +1) 4

n—-4oo
1 R
la série ——— converge et sa somme vaut — =1
Zn(n—!-l) vers v ;n(n—i—l)

Théoréme 12 (Lien suite-série)
S0it (Un)n>n, une suite & valeurs dans K. Alors, on a Uéquivalence :

la suite (up) converge <= la série E (Unt+1 — up) converge.

ATTENTION !

L’énoncé précédent ne dit pas que :

"la suite (u,) converge ssi la série Y u, converge"! (complétement faux).
I s’agit ici de la série téléscopique > (u,4+1 —uy,) et pas de > u,.
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Preuve
n

Notons T;,, = Z (ug+1 — ug) la somme partielle de rang n (pour n > ng) de la série > (ug1 — ug).
k?:’rlo
On va montrer que la suite (7},) converge ssi la suite (u,) converge. Par le lemme précédent, on a

Vn > no, T, = Un+1 — Ung,

donc (puisque u,, est une constante indépendante de n), la suite (7,,) posséde une limite ssi la suite
(un41) en posséde une, ce qui revient a dire que (u,) converge.
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II Séries réelles a termes positifs

Dans cette section on considére des séries réelles > u,, dont les termes u,, sont positifs & partir d’un
certain rang.

1) Croissance des sommes partielles

Pour étudier la convergence des séries & termes positifs, on dispose de critéres spécifiques, basés sur
I'idée suivante :

Propriété 13 (Croissance des sommes partielles)
Si la suite réelle (u,) est positive & partir d’un certain rang no € N, alors la suite des sommes
partielles (Sy) est croissante & partir du rang ng.

Preuve
n+1 n

Pour tout n € N, on a S,41 — S, = Zuk — Zuk = Upy1, €t cette quantité est positive pour

k=0 k=0
n >ng— 1. D’ou S,+1 > S, pour tout n > ng.

Remarque
Cette preuve montre méme que (S,) est croissante & partir du rang ng — 1, lorsque ng > 1.

Corollaire 14 (Caractérisation des séries positives convergentes)
Si la suite réelle (uy,) est positive a partir d’un certain rang ng € N, alors :

Zun converge <= la suite (S,) est majorée

("une série a termes positifs converge ssi ses sommes partielles sont majorées").

Preuve
Par la propriété précédente, la suite (S,,) est croissante a partir du rang ng. Dong, il y a deux possi-
bilités :

e Soit (S,,) est majorée et dans ce cas, (.5,,) converge vers un réel S, c’est-a-dire que la série converge.

e Soit (S),) n’est pas majorée, et on a alors S, —+> 400, ce qui entraine la divergence de la série
n—-+0oo

> up,.

Remarque
Le corollaire se reformule de la fagon suivante : pour une suite (u,) positive, on a

Zun converge <= il existe M > 0 tel que Vn € Nyug + -+ +u, < M,

(dans cette inégalité, la constante M ne dépend pas de n bien entendu .. .).

ATTENTION !

L’équivalence du corollaire 14 est fausse si on ne suppose pas (u,,) positive & partir d’un certain rang.
Par exemple, en posant u, = (—1)" : on a Y u, divergente, et pourtant, les sommes partielles S,
sont quand méme majorées, puisque

M=

meN, S, = (-1)"=1-1+1—-1+4 -+ (-1)"<1.

b
Il

0

2) Comparaison de séries a termes positifs

On abrégera "série a termes positifs" en "SATP".
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Théoréme 15 (Critére de majoration des SATP)
Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles qui vérifient 0 < wuy, < vy @ partir d’un certain rang ng € N.

(i) Si > v, converge, alors > u, converge, et on a

+oo “+oo
0< Zung Zvn.

n=nogo n=ngo

(i) Si > u, diverge, alors > v, diverge.

Preuve

n n
On raisonne avec les sommes partielles S,, = Z ug et T, = Z V-
k=ng k=ng
Les suites (Sp)n>ne €t (Th)n>n, Sont croissantes (puisque w,, et v, sont positifs pour n > nyg), et on
a, en sommant les inégalités uy < vy :

Vn > no, iukﬁ ivk’

k=ng k=ng
c’est-a-dire S, < T,,.
Dés lors :
(i) Si Y v, converge, alors, par définition, (T}, )n>n, converge (en croissant) vers un réel 7' (qui
est donc sa borne supérieure), et on a

Vn>ng, S,<T,<T.

Par conséquent, la suite (Sy,)n>n, est majorée (par T') et vu qu’elle aussi est croissante, elle
converge vers un réel S, c’est-a~dire que ) u,, converge.
Enfin, en faisant tendre n — +o0o dans l'inégalité :

n

Vn > ny, ZukS zn:wc’

k:no k:no

(on peut car on a montré que les deux limites existent), on obtient 1'inégalité voulue :

+oo +oo
Z up < Z Vg

k=ng k=ng

(if) C’est directement la contraposée du point précédent : si jamais Y v, divergeait, alors par le
point (i), on aurait > wu, qui converge, ce qui est en contradiction avec I’hypothése. Donc
> v, diverge.

ATTENTION !
L’hypothése de positivité est essentielle!

Exemple
e—’I’L
Etude de la convergence de la série E —-
n
0 < e " < 1 S 1 dedui e "
na(0< ) pour tout n > 1. Vu que E e} converge, on en déduit que E )

converge.

Rappel (Domination, négligeabilité pour les suites numériques)
Etant données deux suites (uy,), (v,) dans K :

e u, = O(vy) ("(u,) est dominée par (v,)") signifie :
n—-+oco

AM >0, ANEN, Vn > N,  |un| < Mlv,).

Cela revient a dire que la suite (—Z") est bornée lorsque (v, ) ne s’annule pas a partir d’un certain
n
rang.
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e u, = o(vy,) ("(u,) est négligeable devant (v,)") signifie qu'il existe une suite (g,) € KN qui
n—-+oco
converge vers 0 et un entier N € N tel que

Yn >N, u, =¢epvy,,

ou encore que

Ve>0, AN €N, Vn > N, |uy| < glvy].

. < q- . U N . .
Cela revient a dire que hrJIrl — =0 lorsque (v,) ne s’annule pas & partir d’un certain rang.
Nn——+00 Up
e On n’est pas obligé d’indiquer que n — 400 en indice, car le comportement d’une suite s’étudie

toujours lorsque n — 4-oc0.

e On a évidemment ‘un =o(v,) = u, = O(vy) ‘, mais la réciproque est fausse.

En effet, si u, = o(vy,), on a u, = e,v, a partir d’un certain rang N, avec &, — 0. Etant
convergente, la suite (g,,) est bornée, donc il existe une constante M > 0 telle que Vn € N,
len| < M, donc pour n > N, on a |u,| < M|v,]|.

Corollaire 16 (Comparaison en O, 0)
Soit (uy), (vn) deux suites réelles positives a partir d’un certain rang ng € N.

(i) Siu, = 0(vy) et si Y. vy, converge, alors Y u, converge.

(7) Siuy, = o(vy) et si ) v, converge, alors > u, converge.

Preuve

(i) Supposons donc qu'il existe M > 0 et N € N tel que Vn > N, |u,| < M|v,|.
Puisqu’on a u,, > 0 et v,, > 0 pour n > ng, alors

n > max(N,ng) = 0<u, < Muv,.

Si la série Y vy, converge, alors > Mw,, converge également, donc on en déduit par comparaison
de séries a termes positifs que Y u,, converge.

(#4) Direct d’aprés (i), car up, = o(v,) = un, = O(vy).

Exemple
Etude de la convergence de Z nte ",
n>0
En posant u, = nie~"", on a u, > 0 pour tout n € N, et n?u,, = nbe~"" T 0 (par croissances

comparées), donc u,, = o(1/n?).
On conclut en appliquant le critére de comparaison pour les séries & termes positifs : la série de
Riemann 3_ - converge, donc Y u,, converge.

Exemple

FEtude de la convergence de Z
n>1

In(n)
n? -’

In(n)
nZ

In(s .
LI (par croissances

on a u, > 0 pour tout n > 1, et n3/2un = U WS

En posant u,, =

comparées), donc u, = o(1/n%/?).
On conclut en appliquant le critére de comparaison pour les séries & termes positifs : la série de
Riemann Y — converge, donc Y u,, converge.

Rappel (Equivalence de deux suites numériques)

e Etant données deux suites (uy,), (v,) dans K :
Uy, f\_;_ vy, signifie qu'il existe une suite (a, ) € K qui converge vers 1 et un entier N € N tel
n—- oo
que

VYn >N, U, = a,Vn.
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. T . Unp N . .
e Cela revient a dire que hrJIrl — =1 lorsque (v,,) ne s’annule pas a partir d’un certain rang.
n—-+oo Uy,

e La non plus, on n’est pas obligé d’indiquer que n — +o0 en indice.
e IMPORTANT :|u, ~ v, <= u, — v, = 0(vy) ‘
En effet,

Up ~ U, < J(a,) = 1,AN €N, Vn > N, u, = a,v,
<~ J(en) 2 0,INEN, Vn >N, u, = (1 +¢&,)v,
<= () 2 0,AN €N, Yn > N, up — vy = €ply, <= Uy — Uy = 0(Vy).

e La relation "étre équivalente a" est une relation d’équivalence sur Pensemble K.

e Lorsque K=R:
Si uy, N Un et si (vy,) est positive a partir d’un certain rang, alors (u,,) est également positive
n—-+0oo

a partir d’un certain rang, puisque a, > 0 & partir d’un certain rang (elle tend vers 1).
Cette propriété est l'une des questions de l’exercice 7 de la banque INP!

Théoréme 17 (Critére des équivalents pour les SATP)

Soient (uy) et (v,) deux suites réelles positives a partir d’un certain rang et telles que Up, ~ Un.
n—-+oo
Alors, les séries > u, et > v, sont de méme nature, c’est-a-dire que

E un converge <— E VUp, CONVETGE.

Preuve (dans la banque d’exercices INP) (Ex 7)
Puisque les suites (u,,) et (v, ) sont équivalentes, il existe une suite (a,,) convergeant vers 1 et un entier
N € N tel

Vn > N, Up, = GpUp.

Par définition de la limite, on a alors
Ve>0, Ing >N, n>n = Ja,—1|<e = 1—-e¢<a,<1l+¢

(car ici toutes les suites sont supposées réelles).
En choisissant € = %, on a donc % <a, < % a partir d’un certain rang n;.
Vu que les suites u,, et v, sont positives a partir d’un certain rang ny € N, on a donc (en multipliant
I'inégalité par v,,) :
1 3

n > max(ng,n;) = 0< Jvn <u, < Un-
D’aprés le critére de comparaison pour les séries a termes positifs (appliqué deux fois), on peut en
conclure que

E un converge <—— E U converge ,

puisque les constantes %, % ne changent pas la nature (convergente ou divergente) de la série > v,.
En effet :
e Si > u, converge, alors l'inégalité 0 < %vn < w, montre que »_ %fun converge, et donc Y vy,
converge.
e Si Y v, converge, alors ) %vn converge aussi, et I'inégalité 0 < wu,, < %vn montre que Y uy,
converge.
Remarque

Ce critére reste vrai si les suites sont négatives & partir d’un certain rang (la multiplication par —1
ne change pas la convergence d’une série).

En pratique, il suffit donc seulement de vérifier qu’une des deux suites équivalentes (la plus
simple!) est de signe constant strict, cela donnera automatiquement le méme signe pour lautre
(si bien sar elle est réelle). Il est donc parfois intéressant de chercher d’abord un équivalent simple de
Uy, pour connaitre le signe de u, pour n suffisamment grand.
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ATTENTION !
Le critére des équivalents est faux si aucune des deux suites n’est réelle et de signe constant a partir
d’un certain rang.

Exemple

1
Etude de la convergence de la série n;ln (1 + \/ﬁ)

1
+—)~ > 0 (a partir du rang n = 1) donc d’aprés le critére des équivalents
ﬁ f '\/7 Y

1
Zln(l + %) est de méme nature que Z % Or, Z ﬁ est divergente (série de Riemann avec

a=1/2). Donc » In(1+ —=
n>1 \/ﬁ

On a In(1

) est divergente.

Exemple
0  stn est pair
1

FEtude de la convergence de la série Y up, ot u, = { ) : o
st n est impair

n
n

On travaille sur les sommes partielles : posons S, = Z uy, pour tout n € N. On a
k=0

1 1
Sonp1 =up +ur+ - Fuzp tugmpr =0+ -+0+ 5+ +0+

1 3 on+1’
donc
" 1
San
i1 = Z%
k_
Or, 1 LI Z Z di d le critére d lent
— € a serle iverge onc ar le critere des e u1 aens on
% +1 kotoo 2k % jp CTVOree P quiv

(Sy) diverge, sinon sa

sous-suite (Sey,+1) serait convergente. Donc la série Y u,, diverge.

3) Reégle de d’Alembert

Théoréme 18 (Régle de d’Alembert)
Soit (uy,) une suite strictement positive & partir d’un certain rang ng € N.

Un41
— L€eRL U fe’e)
e o + U {+oo}.

(i) Si0< ¢ <1, alors la série Y u, converge.

On suppose que

(i1) Si ¢ > 1, alors la série > u, diverge grossiérement.

(#i) Si ¢ =1, alors on ne peut pas conclure quant & la nature de la série > uy,.

Idée
La aussi, il s’agit d’une preuve importante. En voici les ingrédients :
e Comparer la suite (u,) & une suite géométrique (¢") (en encadrant uz—:l)

e Utiliser le critére de majoration pour les séries a termes positifs.

Preuve (dans la banque d’exercices INP) (Ex 6)

Dans chaque cas, puisque £ # 1, il y a "de la place" entre 1 et £ (méme petite), et donc a partir d’'un
certain rang, les "quotients de d’Alembert" 2+ vont se retrouver strictement d’un coté ou de l'autre
de 1.

(i) [Si0 < ¢ < 1|, alors on peut écrire £ = 1 — o avec 1 > a > 0 (la distance qui sépare ¢ de

u
1). Puisque par hypothése on a lim —ntl

= 1— «, on a alors, & partir d’un certain rang
n—-+oo U,
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nlzngz

En multipliant par u,, (qui est strictement positif) :
«
dn; €N, Vn>nq, Upt1 < (175) U, -
Une récurrence immeédiate donne alors

[e% n—mi
Vn > nq, Up < (1—5) Up, s

o\ n—ni (@
et la suite v, = (1 - 5) U, est bien géométrique de raison g := 1 — 3 €]0, 1[, d’on
la conclusion par le critére de comparaison pour les séries a termes positifs : puisque v,

converge, alors Y u, converge.

(ii) ‘ Sif>1letleR ‘, alors on peut écrire £ = 1+ «, avec « > 0, et similairement, on aura

dns €N, Vn > no, unz(l—&—%) 72un2,

a\n—"n2 «
et la suite w, := (1 + 5) Un, est bien géométrique de raison ¢ := 1+ 3 €]1, o0l

N . N un+1 N . .
Le cas ou de traite de méme, car on a > 2 & partir d’un certain rang ns, donc

Un

Up > 2" "3y, par récurrence.

1 Up41
(iii) Examinons ’exemple des séries de Riemann ( g Uy, avec u, = — | : en effet, on a + =
n U,

(a7

n

( ) — 1 (indépendamment de «), et pourtant, on sait bien que la convergence de
n+1 n——+oo

1
la série Z — dépend de la valeur de a. Dans le cas £ = 1, on peut donc avoir convergence
n

ou divergence de la série.

Exemple

1
FEtude de la convergence de la série E —.
n!
n>0

On utilise le critére de d’Alembert : en posant u,, := na

—, 0

n!

Uppr  onl 1 1
e (E D)l AT noe 0 O80 <L done n§>0: — converge.

ATTENTION !

L’hypothése u,, > 0 est nécessaire (la positivité doit étre stricte).

Si on a seulement u,, > 0 (par exemple dans le cas ou un terme sur deux est nul), alors on ne peut
pas utiliser le critére de d’Alembert, puisque les quotients uZ+1 ne seront pas définis a partir
d’un certain rang. "

4) Utilisation de la comparaison série-intégrale

Lorsque f est monotone, on peut déterminer par comparaison série-intégrale des encadrements
des sommes partielles et/ou des restes de la série > f(k) (comme dans la preuve du théoréme
de convergence des séries de Riemann).

Par monotonie de f, on peut se ramener au cas ou la suite (f(k)) est positive a partir d’un certain
rang (quitte a changer f en —f). En effet, si f est croissante, alors

e soit on a f(k) < 0 pour tout k et dans ce cas —f est décroissante et positive;
e soit on a f(k) > 0 a partir d’un certain rang et dans ce cas, f est croissante et positive APCR.

et de méme si f est décroissante.
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Méthode (Comparaison série-intégrale)
Pour tout entier k, on a si f est décroissante, on a

k

k+1
/k fwde< k)< [ fat,

k-1
alors que si f est croissante, on a

k

k+1
f)dt < f(k) §/k ft)dt.

k—1
1l v’y a plus qu’a sommer ces encadrements pour obtenir un encadrement de la somme partielle
n +oo
Sy = Z f(k) ou du reste R,, = Z f(k) (dans le cas d’une série convergente).
k=ngo k=n+1

Si les encadrements de S, ou R, obtenus sont assez fins (cela dépend de la rapidité de la décroissan-
ce/croissance de f), alors on peut méme obtenir un équivalent de S,, (si > f(k) diverge) ou de R,

(si > f(k) converge).

ATTENTION !

k

Lorsqu’on somme les encadrements, faire attention aux indices & partir desquels les intégrales / ft)de
k—1

sont bien définies.

Exemple (Equivalent de la série harmonique)
n

Montrer que Z T In(n).

n—-+4o0o
k=1
Exemple
4 3
Montrer que Z Vk a3
k=0
Exemple
=1 1
Montrer que Z T2 e
k=n-+1
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III Séries numériques quelconques

Cette fois, on considére des séries ) u,, dont le terme général u, est a valeurs dans K = R ou C.

1) Convergence absolue

Définition 19 (Série absolument convergente)
Si (un) est une suite réelle ou complexe, on dit que la série _ u, est absolument convergente
(ou "converge absolument”) lorsque la série (positive) > |uy| est convergente.

Remarque
e Dans la définition précédente, | | désigne la valeur absolue ou le module, selon les cas.

e Cette notion n'a d’intérét que si (u,) n’est pas réelle de signe constant!

Théoréme 20 (La convergence absolue entraine la convergence)
Soit (u,) € KN. Si > w,, converge absolument, alors > u, converge. En d’autres termes,

g |tn| converge =— E U, converge.

Preuve
° : posons, pour tout n € N :

u = max(uy,0), u,, = max(—uy, 0).

Les deux suites (u,}) et (u,,) sont positives, et on a pour tout n € N, les décompositions :

n

ot —
Up = Uy — Uy,

fun| = ugf + .
Si Y |up| converge, alors puisque
Vn €N, 0 <ub < unl, 0 <wu, <|upl,

on en déduit par comparaison de séries a termes positifs que > u; et > u, convergent. Par
différence de séries convergentes, on obtient alors que > u, = > (u" — u,) converge.

.=

o : La série complexe Y u, converge si et seulement si les séries réelles Y Re(uy) et

>~ Im(uy) convergent, puisque pour tout n € N,

S, = Zuk = (Z Re(uk)> +1 (Z Im(uk)> ,
k=0 k=0 k=0

et on sait que (S,,) converge dans C ssi Re(S,,) et Im(S,,) convergent dans R (voir les propriétés
des suites a valeurs complexes dans le cours de MP2I).

Supposons que Y |ug| converge. Vu que |Re(uy)| < |ug| et |[Im(ug)| < |ug| pour tout k € N, on
en déduit par comparaison de séries a termes positifs que Y |Re(uy)| et > [Im(uy)| convergent.
D’apreés le cas précédent (K = R), cela entraine que > Re(ug) et > Im(uy) convergent.

Donc finalement, Y ug converge.

ATTENTION !
La réciproque est fausse : il existe des séries convergentes mais pas absolument convergentes (voir
plus loin).

Méthode
Pour étudier la convergence d’une série a termes de signe non constant ou complexes, on peut d’abord
étudier la convergence absolue.

o Avantage : cela revient & travailler avec une série positive > |u,|, sur laquelle on peut tester
tous les critéres de la partie précédente.
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e Inconvénient : si la série ne converge pas absolument, alors ¢a ne montre rien quant & sa conver-
gence.

Exemple
ein
éri — ver
La série 5 converge absolument car L
n

ein 1 L.
= 7 pour tout n > 1 et la série ) -, .5 converge.

n2

ein

Donc E — converge.
n2

Exemple (IMPORTANT : Série exponentielle)

. . n
La série "exponentielle" ) 2y converge absolument, donc converge pour tout z € C.
n>0

(appliquer le critére de d’Alembert a la suite des modules w,, = %,‘ en distinguant le cas ot z = 0).

Dans le chapitre sur les séries entiéres, on démontrera que

+oo

Vz e C, Z%:ez.

n=0

Définition 21 (Semi-convergence)
On dit qu’une série numérique Y u, est semi-convergente lorsqu’elle est convergente mais

pas absolument convergente, c’est-a-dire lorsque g uy, converge et g |un| diverge.

Propriété 22 (Inégalité triangulaire infinie)
Soit (u,) € KN. Si " u,, converge absolument, alors on a l’inégalité suivante :

+oo +oo
D uk| < Dl
k=0 k=0

Preuve
n

>

n

Pour tout entier naturel n, on a I'inégalité triangulaire < Z |ug| (voir cours MP2I).

k=0 k=0
On va passer a la limite dans cette inégalité, en justifiant la convergence des deux membres.
n “+o0
e A droite : Puisque > u, converge absolument, lim E |ug| existe, on la note E g -
n—-+oo
k=0 k=0

n

e A gauche : La convergence absolue entraine la convergence, donc lim E uy, existe également.
- n—-+o0o
k=0
—+oo

On la note Z uk. Reste a justifier que
k=0

lim
n—+00

n +oo
>kl = >
k=0 k=0

Cela se fait en utilisant I'inégalité triangulaire renversée (cf. MP2I) :

Y(z,2') € C% | 12l = 12| | < |2 = 7],
qui donne

Vn € N,

- <

+oo
E Uk

k=0

— 0.
n—-+4oo

n
D
k=0
On conclut alors en faisant tendre n — 400 dans I'inégalité :

n “+oo +oo
k=0 k=0 k=0

n —+o0
E Ug — E Uk
k=0

k=0

lim
n—-+oo

n
< lim E lug|, c’est-a-dire
n—+o0o o
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Remarque
Le fait que Uon ait pu "passer la limite dans le module” signifie que lapplication z — |z| est conti-
nue sur C (voir les chapitres ultérieurs sur les espaces vectoriels normés), et ce grace o l'inégalité
triangulaire.

Propriété 23 (Comparaison en O,0)
Soit (uy) une suite a valeurs dans K et (v,) une suite réelle positive a partir d’un certain rang
ng € N.

(1) Siun = O(vy) et si > v, converge, alors > u, converge absolument (donc converge).

(43) Siuy, = o(vy) et si > v, converge, alors > u, converge absolument (donc converge).

Preuve

(i) Puisque u, = O(v,) <= |u,| = O(v,), il suffit d’appliquer le corollaire 16 aux suites (|u,|)
et (v,), qui sont bien positives & partir du rang ng.

(ii) Idem.
Exemple
i 1 i 1
La série nz>:1 W converge, car w = o(1/n?/?).

2) Séries alternées

Un autre cas de référence est celui des séries alternées, c’est-a-dire dont le terme général u,, est réel
et vérifie u,, X up41 < 0 au moins & partir d’un certain rang, c’est-a-dire que chaque terme de la suite
a un signe contraire au terme précédent).

De telles séries sont de la forme :

+ Z(—l)"an, avec a, > 0 a partir d’'un certain rang.

On dispose d’un résultat important sur ce type de série :

Théoréme 24 (Critére spécial des séries alternées)

On considere la série Y (—1)"a,.

Si la suite (ay,) est décroissante a partir d’un certain rang ng € N et si ay, —+> 0 (ce qui implique
n——+0o0

la positivité de a,, a partir de ng), alors :
(i) La série > (—1)"a, converge.

+oo
(ii) Pour toutn > mng—1, le reste R, = Y. (—=1)Fay, est du signe de son premier terme (donc
k=n-+1
(=1)"*La, 1) et on a la majoration |R,| < any1-

Remarque

La majoration du reste donne une information sur la vitesse de convergence de la série (plus vite le
reste se rapproche de 0, et plus vite les sommes partielles s’approchent de la somme de la série). En
pratique, elle est trés utile, il faut donc la retenir par coeur!

Preuve (dans la banque d’exercices INP) (Ex 8)
Posons S, = Y_;_,, (—=1)*ax pour tout n > no.

(i) Pour établir la convergence de la série Y (—1)"a,, on va montrer que les suites extraites (Sa,)
et (San+1) sont adjacentes.

Rappel

e Deux suites réelles sont dites adjacentes si 'une est croissante, I’autre décroissante et si
leur différence tend vers 0.
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e Si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent vers la méme limite.

Ici, pour tout entier n tel que 2n > ng, on a

2n+2 2n
Sa(n+1) — S2n = Z (—1)*ay, — Z (—1)*ax = agni2 — agni1 <0
k?:no k}:’ﬂ,o

car la suite (an)n>n, est décroissante. Donc (S2,,) est décroissante.
De méme, pour tout entier n tel que 2n + 1 > ng, on a

2n+3 2n+1
Sont+1)+1 — Sont1 = Z (—1)*ax — Z (—1)*ax = —agn13 + agni2 > 0
k=ngo k=ng

car la suite (ay,)n>n, est décroissante. Donc (Say,4+1) est croissante.

En outre, Sop4+1 — Son = —aopy1 —> 0.
n—-4oo

Donc (Say,) et (Sont1) sont des suites adjacentes, elles convergent donc vers la méme limite
S € R. On en déduit que (S,,) converge vers S, car pour tout ¢ > 0 :

Ing > no, n>ny = [Son — 5| <e,

dng > ny, n>ny = [Sapq1 — S| <k,

donc
n > max(2ny,2n, +1) = |5, — 5| <e.

On a donc montré que la série > (—1)"a,, converge.

(ii) Puisque (Sa,) est décroissante et (Sa,41) est croissante, on a S = sup Sa,,41 = inf Sa,,,, donc
pour tout (k,m) € N tel que 2k +1 > ng et 2m > ng :

Sok41 <8 < Sop.

Cela permet d’encadrer le reste R,, = Zzzﬂ(—l)kak =5-5,:

e Sin=2k+1,alors R, = Rogy1 =5 — Sopy1 € [0, Sopta — SQkJrl] = [0, CL21€+2], donc
0 S Rn S an—‘—l,

et R, est bien du signe de son premier terme (—1)""ta, 11 = agx12 > 0.

e Sin =2m, alors R, = Royy, = S — Som € [S2m+1 — S2m, 0] = [—a2m+1,0], donc
—An+1 S Rn S 07

et R, est bien du signe de son premier terme (fl)"“anﬂ = —agm+1 < 0.
Dans tous les cas, R,, est du signe de (—1)"*la, 11 et |R,| < api1-

ATTENTION !
Ce résultat ne donne pas de la convergence absolue! La série alternée peut étre semi-convergente.

Exemple (Une série semi-convergente)

(="
K

La «série harmonique alternée» E
k>1

est convergente (d’aprés le critére spécial des séries alter-

(="
z

Voila donc un exemple de série semi-convergente !
La majoration du reste du critére spécial des séries alternées permet notamment de majorer 'erreur

1 1
nées), mais pas absolument convergente car =7 et la série harmonique Z Z diverge.

|S, — S| = |R,|. Par exemple si on veut obtenir une valeur approchée a4 ¢ = 1072 de la somme
k
S =3 (_,i) , il suffit de calculer S,, avec n tel que |S, — S| = |R,| < e.
k
Puisque |R,| = :j;’l+1 (7k1,) < n-lu’ il suffit d’avoir # < e, Cest-a-dire n > 1 — 1 = 999.
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Exemple (Plus difficile. . .)

—1)"
Etude de la convergence de la série Z In <1 + (=1 )
n
n>2
="

our n > 2.
) pour n >
(=" (=" . o (—1)"
— 0, on a u,, ~ ——=—, mais c’est inutile ici puisque
Vi " m P
(on ne peut donc pas appliquer le critére des équivalents).
Effectuons plutot un développement asymptotique du terme général :

unzln(1+(7%n>: (_\/1%71 —%—}-0(%).

Posons u,, = In (1 +

Puisque n’est pas de signe constant

n—-+o0o
-1)" 1 1
Posons alors Ty = (\/?)L et Yn = Up — Ty = —% +o0 (E)
n—+oo

Etudions la convergence de ces deux séries :

e La série Y x, n’est pas absolument convergente, mais convergente, d’aprés le critére spécial des
séries alternées.

1
e Puisque y, ~ ~5 et y, € R, on obtient que y, est de signe constant (strictement négatif) a
n

1

partir d’un certain rang, donc on peut utiliser le critére des équivalents : la série Z ~on diverge,
n

donc la série )y, diverge.

On en déduit par somme que la série > u, = > (2, + y,) diverge.

Remarque
Ce dernier exemple montre donc que deuz séries de termes généraux équivalents ne sont pas nécessai-
rement de méme nature, lorsqu’on n’a plus ’hypothése de positivité.
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IV  Sommation des relations de comparaison
Dans cette section, on présente des nouveaux résultats sur les séries numériques convergentes, mais

aussi divergentes. Les "relations de comparaison" désignent ici o, O et ~ (sous-entendu lorsque n —
+00 bien entendu).

1) Cas convergent

Théoréme 25 (Sommation des relations de comparaison, cas convergent)
Soit (u,) € KN, et (v,) € RN.
On suppose que (vy,) est positive & partir d’un certain rang ng € N et que Y v, converge.

(i) Siuy, = O(vy), alors Y u, converge et
+oo —+oo
> w-o( 3 w).
k=n-+1 k=n+1
(i1) Siu, = o(vy), alors > u, converge et
400 “+ o0
> w3 w).
k=n+1 k=n+1
(1) Si up ~ vy, alors > u, converge et

+oo +oo
E Uk ~ E Vk.
n—-+oo

k=n+1 k=n-+1

Preuve

(i) Par hypothése, il existe un réel M > 0 et un entier N € N tel que Vn > N, |u,| < M|v,|.
Or, v, > 0 pour n > ng, donc en posant n; = max(N,ng), on a

n>n = |uy| < Mo,.

On en déduit que > |u,| converge par comparaison de séries a termes positifs, et donc que
> uy, converge. En outre,

—+oo +oo
n>n = Zuk §M2vk,
k=n+1 k=n+1
“+oo —+o0
ce qui montre que Z ug = 0 ( Z vk,>.
k=n-+1 k=n-+1
(ii) Soit € > 0. En raisonnant comme en (7), on obtient un rang n; € N (qui cette fois dépend de
e) tel que
“+o0 “+o0
n>n — Zuk SEZW,
k=n-+1 k=n-+1
+oo —+o0
ce qui montre que Z Uk =0 ( Z vk>.
k=n+1 k=n+1

(iii) Par hypothése, on a u,, — v, = o(v,), donc d’aprés le point (i), la série > (u, — v,) converge
(absolument). Vu que Y v, converge, on en déduit par somme que »_ u,, converge, et, toujours
par le point (i) :

400 400 +o0o +0oo
Z Uy — Z Vv = Z (uk—vk)=0< Z vk>,

k=n-+1 k=n-+1 k=n+1 k=n-+1
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—+o0 —+oo
donc g U ~ g V.-

k=n-+1 k=n+1

Remarque
Le point (iii) est notamment trés utile pour déterminer des équivalents de restes de séries convergentes.

2) Cas divergent

Théoréme 26 (Sommation des relations de comparaison, cas divergent)
Soit (u,) € KN, et (v,) € RN
On suppose que (vy,) est positive a partir d’un certain rang ng € N et que > v, diverge.

(i) Siu, = O(vy,), alors
Zuk =0 <Z ’Uk> o
k=0 k=0

(i) Siu, = o(vy), alors
> o (3ou).
k=0 k=0

(#3) Si up ~ vy, alors > u, diverge et

n

n
E Uk ~ E Vk.
n—-+oo
k=0

k=0

Preuve
Plus délicat que dans le cas convergent, car ici les premiers termes des sommes partielles "génent",
et il faut montrer qu’ils sont négligeables devant les termes de grands indices. Cela vient du fait que

n
>~ vy, est une série divergente & termes positifs (& partir d’un certain rang), donc liI_‘I_l E v = +00.
n——+0oo
k=0

(i) Par hypothese, il existe un réel M > 0 et un entier N € N tel que Vn > N, |u,| < M|v,|.
Or, v, > 0 pour n > ng, donc en posant n; = max(N,ng), on a

n>n = |uy| < Mo,.

Pour tout n > ny, on a donc

n ny;—1 n n n
Sur| <D wk]+ [ D uk| S Coy+ Y Jup| S Coy + MY ke
k=0 k=0 k=7L1 ]C=7L1 ]C=7L1

Chny

Or, lim M Z v = 400, donc il existe un entier no > ny tel que

<2M Zn: V.-

k=n1

n
D

k=0

n
n>ny — MZUkZCnl =

k:nl

Attention, pour conclure, on ne peut pas directement majorer Ezznl Vg par ZZ:O Vg puisque
les (vg) ne sont pas nécessairement positifs avant le rang nq ! On contourne le probléme de la
facon suivante :
n n ni—1
ORI SITE S
k=0 k=0

k:’l’bl
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n

et puisque lim Z v = 400, il existe un entier ng > ny tel que
n—-+4oo

k=0
n ni—1 n n
n>nyg — ZWZ ka — Z vk§2ka,
k=0 k=0 k=n, k=0
donc
n n
n>ng = Zuk §4M2vk,
k=0 k=0
n n
ce qui montre bien que Z up = O <Z vk>.
k=0 k=0

(ii) Soit € > 0. En travaillant avec &’ = /4, le point (i) montre qu’il existe un entier ng tel que

n n n
E U §45’E vkzsg Vg,
k=0 k=0 k=0

n>ng =

n n
donc Zuk =0 (Z vk>.
k=0 k=0
(iii) Par hypothése, on a u, — v, = o(vy), donc d’aprés le point (i7) :

Duk =Y vk =Y (up—vp) =0 (ka>,

k=0

n n
donc E Ug ~ E vg (et au passage, la série Y u,, diverge tout comme »_ vy,).
k=0 k=0

Remarque
Le point (iit) est notamment trés utile pour déterminer des équivalents de sommes partielles de séries
divergentes.

3) Applications classiques

a) Lemme de Cesaro

Lemme 27 (Lemme de Cesaro)

Soit (u,) € KN. Si u, — £ € K, alors en posant M,, = 1
n

(M) est la suite des moyennes de Cesaro), on a aussi My, — L.

n
Zuk pour tout n € N (on dit que
k=0

Preuve
On a u, — ¢ = o(1) (étre négligeable devant 1 signifie tendre vers 0) et > 1 diverge, donc d’apres le
théoréme de sommation des relations de comparaison (cas divergent) :

Z(uk—ﬁ) —0(21) ,
k=0

k=0

c’est-a-dire (n + 1) x (M,, — £) = o(n + 1), donc en divisant par n + 1, on obtient M,, — ¢ = o(1),
CQFD.

Remarque

o Mieuz vaut connaitre la démonstration directe du lemme de Cesaro (avec des €). Voir les exercices
de MP2I.

e Ca marche aussi avec une limite infinie : si (uy) est réelle et u, — 400, alors M,, — +oo (se
montre & la main en minorant).
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b) Développement asymptotique a 3 termes de la série harmonique

En utilisant la sommation des relations de comparaison, on va montrer que

n
1 1 1
o= g =) +y+ - +o( 1) |

k=1

ou 7 est une constante réelle.

e Tout d’abord, + ~ In(1+4 1/k) = In(k + 1) — In(k), et la série téléscopique > (In(k + 1) — In(k))
diverge (pulsque la suite (In(k)) diverge), donc d’apreés le théoréme de sommation des relations
de comparaison (cas divergent), on a

H, = Z 1 ~ Z(ln(k +1)—1In(k)) =In(n+1) =In(n) + In(1 + 1/n) et In(n).
k=1 k=1

e Posons u, = H, —In(n) pour tout n > 1. Pour déterminer un équivalent de u,,, on utilise la série
téléscopique > (Up41 — Up). On a:

Upt1 — Up = %—Fl —In(1+1/n) = %(1 —1/n+o0(1/n)) —(1/n—1/(2n%) +o(1/n)) ~ —1/(2n?),

donc la série téléscopique > (unt+1 — uy,) converge, et donc la suite (u,) converge vers un réel ~,
ce qui donne H,, = In(n) + v+ o(1).

e Enfin, posons v, = H,, — In(n) — v = w, — v et déterminons un équivalent de (v,,) en utilisant

(encore!) une série téléscopique :

1

Un+1 — Un = Up+1 — Up ~ 727’127

donc par sommation des relations de comparaison (cas convergent), on a, puisque lim wv; =0:
k—+oco

1
vn =D (e —ver) ~ ) o
2k
k=n k=n
—+o0
et on montre facilement par comparaison série-intégrale que Z ~ —, donc finalement
n
k=n

1 1 1
vp ~ —, ce qui donne H, =In(n) +v+ — 4o (7)
2n 2n n

On pourrait poursuivre pour calculer le terme suivant de ce développement asymptotique. . .

Remarque

o Leréely= lim (H, —In(n)) s’appelle la constante d’Euler.

n—-+oo

e On peut montrer par comparaison série intégrale que 1 >~v>1—1In(2) >0 :
on obtient Uencadrement In(n + 1) + 1 — In(2) < H,, < 1+ In(n) valable pour tout n > 1 et on
passe a la limite.

o On peut également montrer que (un)n>1 = (Hp —In(n))n>1 est décroissante :

1 1
Vn > 1, il — Uy = ——— 1(1—7><07
"= Unt+1 = U n+1+n n+1/ —

en utilisant l'inégalité de convezité In(1+z) < x, valable pour tout réel x > —1 (voir cours MP2I).

CHO1 : Séries numériques et sommabilité 29/ 51



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

c) Formule de Stirling, développement asymptotique de n!

Montrons qu’il existe une constante C' > 0 telle que

1 1
n! = Kn"e_"\/ﬁ(l +—+4o0 (7)) ,
12n n

et donc en particulier ‘ n! ~ Kn”e_”\/ﬁ‘ (formule de Stirling).

Cela se fait en étudiant la suite (uy)n>1 définie par
n!
nte~"\/n’

e Cette fois, u,+1 — u, ne se simplifie pas par téléscopage, donc on travaille plutot avec des loga-
rithmes :

Up =

1 1 1
vp = In(upy1) — In(u,) =---=1-— (n+ 5) In (1+ ﬁ) ~ o2

donc la série > (In(upn4+1) — In(uy,)) converge. On en déduit que la suite (In(uy,)) converge vers un
réel £, et donc que la suite (u,) converge vers K = e > 0.

e Par sommation des équivalents dans le cas des séries convergentes, on obtient 1’équivalence des

restes :
= = 1
In(u,) — €= Z(ln(uk) — In(ug41)) ~ Z 212~ 190
k=n k=n

donc finalement :

1
In(u,) =€+ Ton +o(1/n),

donc

Uy = e THO/) _ fprharo/n) _ ¢ (1 ot o<1/n)) ,
n

ce qui est le résultat voulu.

Si on veut la valeur de K, il faut utiliser les intégrales de Wallis (I, = foﬂ/Q cos™(x)dx), et on obtient
K = /27 (voir les exercices).
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V  Dénombrabilité

Rappel (Notion d’ensemble fini et de cardinal)

Un ensemble F est dit fini s’il est vide ou §'il existe un entier N > 1 et une bijection ¢ : [1, N] — E.
Dans ce cas, l'entier N est unique, s’appelle le cardinal de F, Par convention, on pose [1,N] = 0
lorsque N = 0, et on convient que 1’ensemble @) est de cardinal 0.

Un ensemble est dit infini s’il n’est pas fini.

Notation
Le cardinal d’un ensemble fini E sera noté #FE ou Card(E) ou encore |E|. C’est un entier naturel.

Définition 28 (Ensemble dénombrable)
Un ensemble E est dit dénombrable s’il existe une bijection ¢ : N — E.

Remarque

o I est dénombrable si on peut énumérer ses éléments comme une suite :
E= {l‘i, 1€ N}

(en posant x; = (i) pour tout i € N).
Un ensemble dénombrable est donc infini, mais la réciproque est fausse. Il existe en effet des
ensembles infinis "trop gros" pour que l’on puisse "compter leurs éléments”.

e Une bijection ¢ : N — E est appelée une énumération de E (ou "numérotation” de E).

o FE est dénombrable si et seulement si il existe une bijection ¢ : E — N
(cela vient du fait que Dapplication réciproque d’une bijection est aussi une bijection).

e Soit E un ensemble dénombrable et F' un ensemble quelconque. Alors : F' est dénombrable si
et seulement si il existe une bijection entre E et F' (cela vient du fait que la composée de deuz
bijections en est une).

Exemple (Quelques ensembles dénombrables)
e N est dénombrable. En effet, Id : N — N est une bijection !

e N* est dénombrable. En effet ¢ : N — N* définie par ¢(n) = n + 1 est une bijection.
La bijection réciproque ¢ : N* — N est définie par (k) = k — 1.

e 7 est dénombrable. En effet ¢ : N — Z définie par

si n est pair

_n
- 2
#(n) { "71 si n est impair

est une bijection.

La bijection réciproque 1 : Z — N est définie par :

2k—1 sik>0
w(k)_{ -2k stk <0

Théoréme 29 (Parties de N)
Toute partie X C N est finie ou dénombrable.

Preuve
Soit X C N.

e Si X est majorée, alors il existe N € N tel que X C [0, N], donc X est finie.

e Sinon, on a
VNeN, Ipe X,p> N.
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Cela permet de construire une bijection ¢ : N — X, en posant successivement :

©(0) = min(X),
©(1) = min{pe X, p>p(0)},
Yn > 1, go(n) = min{pe X, p>epn-1)}

(cela est possible car pour tout N € N, Pensemble {p € X, p > N} est une partie non vide de N,
donc elle posséde un plus petit élément).

Par construction, on a ¢ : N — X et ¢ est strictement croissante, donc injective.

Enfin, ¢ est surjective car pour tout € X, on a 2 = ¢(n) avec n = #{p € X, p < z}.

Définition 30 (Ensemble au plus dénombrable)
Un ensemble E est dit au plus dénombrable s’il existe une injection i : E — N.

Propriété 31 (Caractérisation des ensembles au plus dénombrables)
Un ensemble E est au plus dénombrable si et seulement si il est fini ou dénombrable.

Preuve

S’il existe une injection i : E — N, alors F est en bijection avec 'image i(E) C N, qui est finie
ou dénombrable d’aprés le th. 29. Donc E est lui-méme fini ou dénombrable.
Si E est fini de cardinal N € N, alors il existe une bijection ¢ : E — [1, N] C N, donc une
E — N

— ¢(n)
Si F est dénombrable, alors il existe une bijection ¢ : E — N, qui est a fortiori injective.

injection 4 : {

Remarque
On a donc Uéquivalence : E est fini ou dénombrable <= E est en bijection avec une partie de N.

Corollaire 32 (Parties d’un ensemble dénombrable)
Soit E un ensemble dénombrable, et A C E. Alors A est fini ou dénombrable.

Preuve

A — FE
— x’

on obtient une injection poi : A — N; ce qui montre que A est fini ou dénombrable d’aprés la propriété

précédente.

Par hypothése, il existe une bijection ¢ : E — N, donc en composant avec 'injection ¢ : {

Théoréme 33 (Produit cartésien fini d’ensembles dénombrables)

(i) Tout produit cartésien fini d’ensembles finis ou dénombrables est un ensemble fini ou dé-
nombrable.

(i) Tout produit cartésien fini d’ensembles dénombrables est un ensemble dénombrable.

Remarque
Si les E; sont finis ou dénombrables, alors Fy X --- X E, est fini si et seulement si les E; sont tous
finis ou l'un d’entre eux est vide.

Preuve (non traitée en classe)

e Traitons le cas de deux ensembles : si Ey et Fo sont finis ou dénombrables, alors il existe deux
EixEy —» N
injective (par unicité de la décomposition en facteurs premiers dans N et injectivité de i1 et iz).
Donc F; x E5 est au plus dénombrable.

injections i1 : B4 — N et i3 : Fo — N. L’application ¢ : { est alors

e On en déduit la propriété (i) par récurrence sur le nombre d’ensembles considérés.
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e Lorsque les E; sont dénombrables, ils sont infinis donc le produit E; X --- x E,, est infini. II est
également au plus dénombrable d’aprés (i), donc Fq X - -+ X E,, est dénombrable.

Corollaire 34 (Quelques ensembles dénombrables classiques)
Les ensembles N2, Z2, Q sont dénombrables.

Preuve
Pour N? et Z2, c’est direct d’aprés le th. 33.

. . , . .. [ Q — ZxNr
Pour Q : il suffit de considérer "application 7 : { r o (a,b)
Z x N* tel que r = a/b et aAb = 1. Cette application i est injective et Z x N* est dénombrable d’aprés
le th. 33, donc Q est au plus dénombrable. Or, Q est infini, donc il est dénombrable.

, ou (a,b) est 'unique couple de

Remarque
Sans utiliser le th. 83, on peut montrer directement que N2 est dénombrable, par exemple :
N2 N*

k) — 2F(20+1)

e Ou alors en numérotant les couples (k,1) de N? en les regroupant le long des droites paralléles

2 N N .
(o) s DOl g (dessin).

On peut de méme construire a la main une bijection N — Z2 (dessin, parcours "en escargot”).

e En observant que application { ( est bijective (dessin).

d’équations x +y = n, n € N. On obtient la bijection {

ATTENTION !

Un produit cartésien infini d’ensembles au plus dénombrables n’est pas toujours au plus dénombrable,
méme si c’est un produit d’ensembles finis (voir plus loin 'exemple E = {0, 1}, qui n’est pas au plus
dénombrable).

Lemme 35 (Une autre caractérisation des ensembles au plus dénombrables)

Un ensemble non vide E est au plus dénombrable si et seulement si il existe une surjection s : N —
E.

Preuve (non traitée en classe)

Si E est au plus dénombrable, il est fini ou dénombrable.

Si F est fini et non vide, alors en notant £ = {1, - ,x,}, lapplication s : N — E définie par
s(k) =z sil <k <mnets(k) ==z sinon (par exemple) est surjective.

Si E est dénombrable, alors on a une bijection s : N — F| qui est a fortiori surjective.

Réciproquement, s’il existe une surjection s : N — E alors pour tout € E, posons :

g(x) =min(s~'({z})) = min{y €N, s(y) = 2}

(ce minimum existe car s~({z}) # 0 par surjectivité de s).
L’application ¢ : E — N ainsi définie est injective car :

g(2) = g(') = min(s " ({z})) = min(s ' ({¢'})) = s '({ePns {2 £0 = v=a'.

Donc F est au plus dénombrable.

Théoréme 36 (Réunion finie ou dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables)
Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables est un ensemble fini ou dé-
nombrable.

Preuve (non traitée en classe)

Soit I un ensemble (non vide) fini ou dénombrable, et (E;);c; une famille d’ensembles finis ou dénom-
brables. Pour tout ¢ € I, il existe une injection f; : F; — N.

Montrons alors que | J;.; F; est fini ou dénombrable.
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e Si tous les F; sont vides, alors Uie ; B est vide, donc fini.

e Sinon, Uie 1 E; est non vide et on va utiliser le lemme précédent, en construisant une surjection
d’un ensemble au plus dénombrable vers  J;.; E;. Pour cela, on considére :
C= {(Z7fl(x))7 (RS I7 T € El} = {(Z7y) el x Na dzr € Ei) Y= fl(x)}

C est une partie non vide de I x N, qui est dénombrable (comme produit cartésien de deux
ensembles non vides au plus dénombrables, dont un est infini), donc C' est au plus dénombrable.
On construit alors 'application :

{ c — Uier B
s . .
(i,y) +— lunique z € E; tel que y = f;(x)

(ceci a bien un sens car toutes les f; : E; — N sont injectives).

Elle est surjective car étant donné x € | J,;o; B, il existe ig € I tel que = € E;, et par définition
de s, on a x = s(ig, fi,(x)), donc z € s(C). En composant avec une surjection s’ : N — C (qui
existe car C' est non vide et au plus dénombrable), on obtient une surjection sos’ : N — | J._; E;,
ce qui prouve que | J;; E; est au plus dénombrable.

el

Remarque
On retrouve ainsi le fait que Z et Q sont dénombrables, puisque

Z=NuEN), 0= G2

peEN*

Exemple (Suites binaires stationnaires)
L’ensemble
S ={uec{0,1}", Ing € N,Vn > ng, u, = 1}

est dénombrable. En effet,

S = U {(a07"’ vanflalal,]-v"‘)v aie{ovl}}: Usna

neN neN

donc S est une réunion dénombrable d’ensembles finis (chaque S, est de cardinal 2"). On en déduit
par la propriété précédente que S est au plus dénombrable, et il est infini, donc dénombrable.

Exemple (Suites binaires)

En revanche, 'ensemble {0, 1} est infini mais pas dénombrable.

S’il était dénombrable, il existerait d’aprés le lemme 35 une surjection s : N — {0, 1}N. Mais alors, en
notant pour tout n € N :

S(”) = (a’(()n)7 a’(ln)a e 7a](cn)7 e ) S {Oa 1}Na
on peut considérer la suite binaire :
U= (1—a(()0),1—a(1),-~- d—al™ ..y e {o,1}N

(c’est le procédé diagonal de Cantor).
Cette suite u n’est égale & aucune des suites s(n) car pour tout n € N, u,, = 1 — s(n),, # s(n),, donc
il y a contradiction avec la surjectivité de s.

Théoréme 37 (Non dénombrabilité de R)
R n’est pas dénombrable.

Preuve (non traitée en classe)
On utilise le fait que tout réel x € [0, 1] s’écrit sous la forme :

+oo
T = E ak2_k,
k=1
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avec les aj, € {0,1}, et cette écriture est unique si la suite (ay) € {0,1}" ne stationne pas a 1 (on
Pappelle développement binaire propre du réel x, voir cours d’informatique).

L’intervalle [0, 1] est donc en bijection avec les suites binaires non stationnaires a 1, c’est-a-dire l'en-
semble {0,1}\ S (avec les notations des deux exemples précédents). Puisque S est dénombrable,
{0,1}\ S n’est pas dénombrable (sinon, la réunion {0, 1} serait dénombrable, ce qui est faux).
Donc [0, 1] n’est pas dénombrable, et R non plus (puisqu’il le contient).
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VI Familles sommables

Dans cette section, I désigne un ensemble quelconque, le plus souvent fini ou dénombrable.
Le but est de donner un sens a Zui, ot (u;)ies est une famille de nombres réels ou complexes.

il
Lorsque I = @, on adoptera la convention classique Z u; = 0.
i€f
1) Cas des familles de réels positifs

Convention (Calculs dans [0, +c0])
On travaillera dans 'ensemble [0, +00] = Rt U {400}.
L’opération + connue sur Rt se prolonge a [0, +00] de la maniére suivante :

Vr € RT, x + (+00) = (+00) + . = +00;

(+00) + (+00) = +oo.

La relation d’ordre classique < se prolonge également & [0, 400] en convenant que :
Vr € RT, 0<x < +o0.
On obtient donc encore une relation d’ordre total sur [0, +00], ¢’est-a-dire
V(z,y) € [0, +00]*,  (z <y)ou (y <a).
Enfin, cette relation d’ordre est compatible avec la somme :
Y(z,y,2,t) € [0, +00]*, (z<y)et (2<1)) = z+2<y+t.

ATTENTION !
Cette convention un peu étrange ne doit pas faire oublier que +o00 n’est pas un nombre réel !

Rappel (Propriété de la borne supérieure)
Si A C R est non vide et majorée (c’est-a~-dire IM € R, Vo € A, x < M), alors A posséde une borne
supérieure dans R, notée sup(A). Ce réel est le plus petit des majorants de A.

Remarque

Cette propriété fondamentale fait tout l’intérét des nombres réels par rapport & Uensemble Q, dans
lequel la propriété est fausse. Par evemple, 'ensemble A = {x € Qt, 22 < 2} est non vide mais ne
possede pas de borne supérieure dans Q (exercice classique de premiére année).

Convention (Borne supérieure infinie)
Si A C RT est une partie non vide et non majorée de R, alors on conviendra que sup(A4) = +oo0.
Ainsi, toute partie non vide de [0, +00] posséde une borne supérieure dans [0, +oc], et on a

sup(4) < 400 <= A est majorée.

Définition 38 (Somme d’une famille d’éléments de [0, +c])
Soit (u;)ier une famille d’éléments de [0, 400]. On appelle somme de la famille (u;);ecr I’élément :

Zui = sup Zuz
JcI

icl Tfini €7
C’est un élément de [0, +o0].
Remarque
Bien entendu, si au moins l'un des u; vaut +00, alors > u; = +00, mais on va voir que la réciproque
=

est fausse!
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Définition 39 (Famille sommable de réels positifs)

Soit (u;)ier une famille de réels positifs. On dit que (u;);c; est sommable lorsque Zui < 400,
il

c’est-a-dire lorsqu’il existe un réel M > 0 tel que pour toute partie finie J C I, on a Zul <M.
ieJ

Remarque

e La famille (u;)ier n'est pas sommable si et seulement si Z u; = +00.
iel
Pour une famille de réels positifs (u;);cr (sommable ou non), la somme Zui a donc toujours
el
un sens dans [0, +00|, pour nimporte quel ensemble d’indices I.

o Si I est fini, alors bien sir la famille (u;);cr est sommable.

Propriété 40 (Invariance par permutation)
Soit (u;)ier une famille d’éléments de [0,400], et soit ¢ : I — I une bijection ("permutation” de
I). Alors :

(i) On a légalité Zul = Z“w(i) dans [0, +00].
icl icl
(i4) En particulier, si les u; sont dans RT, alors (u;);cr est sommable si et seulement si
(ugp(s))ier est sommable.

Preuve
En effet, I’ensemble {Z ui, J partie finie de I } coincide avec I’ensemble
icJ
{Z Uy (i), J partie finie de I} = Z ug, J partie finie de I |
ieJ kep(J)

(puisque ¢ : I — I est une bijection), donc leur bornes supérieures dans [0, 400] sont égales.

Propriété 41 (La sommabilité implique la dénombrabilité du support)
Si (u;)ier est une famille sommable de réels positifs, alors l'ensemble X = {i € I, u; # 0} (appelé
support de la famille (u;);cr) est au plus dénombrable.

Remarque
Ainsi, on se limitera en pratique au cas o I est au plus dénombrable (car les termes d’indice hors de
X sont nuls, donc sont inutiles dans la somme).

Preuve
En effet, on a

1
X={iel, u;, >0} = U {ie[, ui>f},
* p
peN
et les ensembles X, = {i € I, u; > %} sont finis, de cardinal #X, < pS,ou S =3, ., u; € RY, car si
X, possédait au moins |pS| + 1 éléments (chacun plus grand que %), alors on aurait :

1
S = supZui > —(|pS]+1) >S5,
JCI = p
Jfini '€
ce qui est contradictoire. Donc X est réunion dénombrable d’ensembles finis, ce qui montre que X est
au plus dénombrable.
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Propriété 42 (Sous-famille d’une famille sommable)
Soit (u;)icr une famille de réels positifs.
Si (u;)ier est sommable, alors pour toute partie J C I (non nécessairement finie), la sous-famille
(ui)icy est sommable, et on a Zui < Zuz
i€ i€l

Preuve (non traitée en classe)

Si K est une partie finie de J, alors c’est une partie finie de I, donc en notant S =3, ., u; € RT, on
a Y cx Ui < S, cequi montre que I'ensemble des sommes sur les parties finies de .J est majoré par S,
donc la famille (u;);c; est sommable, et on a :

Zul:;uC%ZuZ SS:Zui.

i€J i 1€K el

Propriété 43 (Comparaison de familles sommables a termes positifs)
Soit (u;)ier et (v;)ier deux familles de réels positifs. Si on a u; < v; pour tout i € I et si (v;);er est
sommable, alors (u;);cr est sommable et Zuz < Zvi.

il el

Preuve (non traitée en classe)
Notons S = Ziel v; € RT. Pour toute partie finie J C I, l'inégalité Vi € I, u; < v; entraine
Dics Ui <Dy vi <5, done (u;)ier est sommable et

Zui = iléfl)z:u, < S:ZW-

i€l T 1€ i€l

Théoréme 44 (Lien avec les séries)
On suppose que I = N. Si (u;);en est une famille (suite) de réels positifs, alors :

(u;)ien est sommable <— E U; CONVETgE
i>0

+oo
et dans ce cas, on a E U; = E Uj .
€N =0

Preuve

Supposons que la famille (u;);en soit sommable, et notons S = Zul € RT.
ieN
Pour tout entier n € N, on a donc

n

Zui: Z u; <8,

i=0 i€[0,n]

puisque [0, n] est une partie finie de N. Ainsi, les sommes partielles de la série a termes positifs Y u;
sont majorées par S, donc (par croissance des sommes partielles) > u; converge et par passage a
la limite dans I'inégalité, on obtient :

n

+
i::u,- = nEI-sI-looZui <S= Zui.
i—

=0 €N

Supposons que la série Y u; converge. Puisque les u; sont positifs, les sommes partielles sont
—+oo

majorées par Z u;. Soit une partie finie J C N. En notant n = max(J), on a J C [0,n], donc par
i=0
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positivité des u; :
n +o0
Euiﬁ E Ui:Eui§§Ui~
icJ i€[0,n] =0 =0
Ainsi, les sommes sur les parties finies de N sont majorées, ce qui montre que (u;);cn est sommable

+oo
et Zul < Zui.
0

1€EN i=

—+oo
On a bien prouvé I’équivalence et dans le cas o la famille est sommable, ’égalité Z u; = Z Uj.
i€N i=0

Théoréme 45 (Sommation par paquets pour les familles positives)
Soit (u;)icr une famille de réels positifs.
On suppose que I = U I,, avec les I, deuz & deuz disjoints (m #n = I, NI, =0).

neN
Alors, on a dans [0, +00] :

Su-3 (D)

i€l n=0 \iel,

Preuve hors programme

Méthode

Grdce aux conventions de calculs avec +00, ce théoréme est trés simple d’utilisation : a condition
de travailler avec des réels positifs, tous les calculs peuvent étre menés en pratique dans [0, +o00]
sans aucune justification préalable de sommabilité et on peut regrouper les termes comme
on l’entend. Obtenir a la fin des calculs une somme finie justifiera a posteriori la sommabilité de la
famille.

Vocabulaire
Lorsque I = U I,, avec les I, deux a deux disjoints, on dit que les (I,)nen forment une pseudo-

neN
partition de I.

Si de plus les I,, sont non vides, on parle alors de partition.

Remarque
En choisissant une infinité de I, vides, on obtient en particulier le cas ot

I=LULU--Uly,
avec les (In)1<j<n non vides et deux o deuz disjoints. On a donc dans [0, +o00] :

-3 (D)

el n=1 \z€l,

Exemple (Cas d’une famille indexée par 7)
Soit (un)nez € (RT)Z. Alors, on a dans [0, +o0] :

Zun:uo—F Zun—F Zu_n

neEZ neN* neN*

(car on a la réunion disjointe Z = {0} UN* U —N*).
En particulier : (uy,)nez est sommable si et seulement si (uy,)nen+ €t (4—p )nen+ sont sommables.
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Exemple
Si q € [0, 1], montrer que la famille (q'"‘)nez est sommable et calculer sa valeur.
Puisque (¢I"!),,ez est une famille de réels positifs, on a par sommation par paquets dans [0, +00] :

qun\:q\0|+ qunl+ Zq|_"‘:q0+22q"=1+i_ﬂ<+0@

nez neN* neN* neN* 1- q 1-—- q

donc (qln‘)nez est sommable et ZnEZ gl = %q.
Exemple

X T
Montrer que pour tout x € [0,1], on a HZO T
Pour tout n € N, on a 0 < 22" < 1 donc

$2" +oo " +o0
_.on otk 2™ (2k+1)

T 2 +oo /400
On en déduit Z T = Z (Z 22 (2k+1)>.
n=0 n=0 \k=0
Puisque (n, k) — 2"(2k + 1) est une bijection de N sur N*, on a la réunion disjointe :

N* = [ J{2"(2k+1), ke N} = ] I.

neN neN

Donc par le théoréme de sommation par paquets, on a dans [0, 400] :

+oo an +oo /+oo 2" (2k41) +oo ) ) x
271_3;2"“:2 z%m :Z Zx =Z$=m<+oo.

n=0 n=0 \k= neN \ pel, peN*

On a donc bien ’égalité dans R :

+oo n

£C2 X
Z 1—22"" 1-z
n=0

Corollaire 46 (Sommabilité et réindexation)
Soit (u;)icr une famille dénombrable de réels positifs.

+oo
Si p : N — I est une bijection, alors on a Zuz = Z Up(n) dans [0, +oo].
el n=0
Preuve
Il suffit d’utiliser le théoréme de sommation par paquets avec la décomposition I = U {p(n)}.

neN

2) Cas des familles de nombres complexes
On considére maintenant des familles (u;);cr de nombres réels ou complexes indexées par un ensemble

fini ou dénombrable I.

Notation
On notera K’ Pensemble des familles (u;)ier & valeurs dans K = R ou C.

Définition 47 (Famille sommable de nombres complexes)
Soit (ui)ier € K. On dit que (u;)icr est sommable lorsque Y, |ui| < +o0.
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Remarque
| . | désigne la valeur absolue si K =R et le module si K = C.
Par définition, (u;)ics est sommable ssi (|ui|)icr est sommable.

ATTENTION !

On n’a pas encore défini ce qu’est la "somme" ), ; u; dans ce contexte plus général (on va avoir une
définition pour les familles de réels et une pour les familles de complexes). Bien entendu, la définition
avec la borne supérieure des sommes sur les parties finies était spécifique au contexte des familles de
réels positifs, elle n’a plus cours ici.

Propriété 48 (Comparaison en module)
Soit (u;)icr € K et soit (v;)icr € (RT)! telle que Vi € I, |u;| < v;.
Si (v;)icr est sommable, alors (u;);cr est sommable.

Preuve
Direct en utilisant la prop. 43 car on compare deux familles positives.

Définissons maintenant la somme d’une famille sommable de nombres réels (resp. complexes).

Lemme 49 (Parties positive et négative d’une famille de réels)
Soit (u;) € RL. Pour tout i € I, on note

u = max(u;,0), u; = max(—u;,0).

(i) Pour touti € I, on auf >0,u; >0, ainsi que les relations :

; + 4 = s
Viel, u +u; =ug, ul —u; =u;.

(i) La famille (u;)icr est sommable si et seulement si les familles de réels positifs (uj )icr et
(u; )ier sont sommables.

Preuve (non traitée en classe)
(i) Facile en distinguant les cas ot u; > 0 et u; < 0.
(ii) Les inégalités
Viel, 0<uf <|ul, 0<u; < |y

assurent que la sommabilité de (u;) entraine celle de (u;") et (u; ).
Réciproquement, si (u;") et (u; ) sont sommables, alors pour toute partie finie J C I, on a

Z|ul|:Zu +u; Zu +Zu <Zu +Zu < +o00.

i€J i€J i€J i€J i€l i€l

Ceci montre que les sommes  _,_; |u;| sont majorées indépendamment de .J, donc (|u;|) est
sommable, c’est-a-dire (u;) est sommable.

Définition 50 (Somme d’une famille sommable de nombres réels)
Soit (u;)ier € R une famille sommable.
On appelle somme de la famille (u;);cr le nombre réel :

Zm:Zu;r—Zu;

iel iel i€l

ATTENTION !
Ici, on ne peut définir la somme que dans le cas sommable (alors que pour les familles de réels
positifs, on pouvait toujours définir la somme dans [0, +00]).
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Lemme 51 (Parties réelle et imaginaire d’une famille de complexes)
Soit (us)icr € CL. Si (u;)icr est sommable, alors (Re(u;))ier et (Im(u;))ier sont sommables.

Preuve
Pour tout i € I, |Re(u;)| < |u;| et [Im(u;)| < |u;|, donc ¢’est direct.

Définition 52 (Somme d’une famille sommable de nombres complexes)
Soit (ur)rer € CT une famille sommable.
On appelle somme de la famille (ug)rer le nombre complexe :

Zuk = ZRe(uk) —l—iZIm(uk).

kel kel kel

ATTENTION !

9 97

Ne jamais utiliser ”7” comme indice de sommation quand on est en présence de nombres complexes !

Remarque
La encore, si I est fini, ces deux définitions coincident bien entendu avec la somme traditionnelle.
Lintérét est de généraliser aux cas ou I est dénombrable.

Propriété 53 (Lien avec la convergence absolue des séries)
On suppose ici que I = N. Si (u;);en € KV, alors

(ui)ien est sommable <> Zui converge absolument,
i>0

+oo
et dans ce cas, on a E U; = E Uy .
€N i=0

Preuve (non traitée en classe)
Par définition :

(u;)ien est sommable <= (Ju;|);en est sommable,

et d’aprés la prop. 44, cela revient & dire que la série & termes positifs > |u;| converge.
Dans ce cas, la série > u; est convergente, car absolument convergente.

—+o0
Reste a montrer que E u; = E U
i=0 i€EN

e Si K = R : les séries a termes positifs Y u; et Y u; convergent (car (u; );ey et (u; )ien sont
sommables) et on a :

+oo +oo +oo +oo

— + - — + - _ + - _
2w = (uf —u) =Dt =) up =) ul =) u =)
1=0 i=0 =0 =0 €N €N €N

o Si K = C : les séries réelles > Re(uy) et Y I'm(uy) convergent (car elles convergent absolument,
étant donné que (Re(ux))ken et (Im(ug))ker sont sommables) et on a :

+00 +00 oo I
Z up = Z(Re(uk)+ilm(uk)) = Z Re(ug)+i Z Im(uy) = Z Re(uy)+i Z Im(uy) = Z U
k=0 k=0 k=0 k=0 keN keN keN

ATTENTION !
Méme si la série Z u, converge, il se peut que la famille (u,) ne soit pas sommable.

n
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C’est le cas lorsque E U, est semi-convergente.

n

Par exemple, la famille <(7i)n) - n’est pas sommable puisque Z
n

n>1

1
= Z — diverge, mais
n

n>1

=

n

1" . . .
E (=1) converge grace au critére spécial des séries alternées.

Théoréme 54 (Sommation par paquets pour les familles complexes)

On suppose que I = U I,, avec les I, deuz & deuz disjoints (m #n — I, NI, =10).
neN

Si (u;)ier € KI est sommable, alors :

Su-3 ()

i€l n=0 \iel,

(avec convergence de la série).

Preuve hors programme

Corollaire 55 (Sommation par paquets avec une réunion finie)
On suppose I =1, Ula U---In avec les (In)1<n<n deuz a deuz disjoints.
Si (u;)ier € KI est sommable, alors :

Su-3(Xu).

el n=1 \zel,

Preuve
Appliquer le théoréme précédent avec I,, = ) pour n € N\ {1,2,--- , N}.

Corollaire 56 (Réindexation des termes d’une famille sommable)
Soit (u;)ier € KI (avec I dénombrable) et soit ¢ : N — I une bijection. Si la famille (u;)ics est
sommable, alors la série ) uy(,) converge absolument et

+o0
n=0

icl

Preuve

Appliquer le théoréme de sommation par paquets (th. 54) avec la décomposition I = U {¢(n)}.
neN

Meéthode

Pour appliquer ces théorémes (sommation par paquets ou réindexation dans le cas non positif), il faut
au préalable justifier la sommabilité de la famille (Ju;|)icr-
En pratique :

e On montre que (u;);c; est sommable en trouvant un procédé de sommation (c’est-a-dire
une pseudo-partition (I,) de I) tel que

> (Z |ui|> < +o0.

neN \iel,

En effet, cela montre que Y |u;| < +o00, puisqu’on a Y Ju;|l= >, | > |w] | dans [0, +o0].
i€l i€l neN \icl,
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o Une fois la sommabilité de (u;) acquise, on peut "enlever les modules” et calculer la somme Z u;
icl
en sommant suivant n’importe quel procédé (pas forcément le méme que celui utilisé pour
gustifier la sommabilité). On a alors, pour toute pseudo-partition (L) de I :

11 faut bien distinguer ces deux étapes lors de la rédaction!

Exemple
Soit x €] — 1,1[. Montrons que
+oo

n too
— = Z d(n)z"
n=1

ot d(n) est le nombre de diviseurs positifs de n.
Commencons par étudier la série de gauche : pour tout n € N*, on a ™ €] — 1, 1], donc on a

n “+o0o +oo
: x — = " Z(zn)k _ an(k+1)
-7 k=0 k=0

(convergence d’une série géométrique). On en déduit :

n=1

n=1

+oo

n=1

On est donc ramener & étudier la sommabilité de la famille

(Un,k) = (Ink)(n,k)eN* XN* 5

afin de trouver un autre procédé de sommation qui montre ’égalité voulue.

e On applique le théoréme de sommation par paquets (th. 45) & la famille de réels positifs (|z|™) ;. x)en- xne,
en utilisant la décomposition :
N*xN'= |J I,

neN*

ou pour tout n € N*, I, = {(n, k), k € N*} (sommation "en colonne"). On a

+ +

S a3 () = X <

1—|z|®
(n,k)EN* X N* neN* \k=1 n=1

|z ["

puisque 1 |z|™ et |z| < 1.

— |Jj‘n n—-+oo
Donc la famille (x”k)(mk)eN*XN* est sommable.

e En appliquant le théoréme de sommation par paquets (th. 54) a la famille réelle sommable
(x”k)(mk)eN*XN*, on obtient d’une part que

SRS PO B o

(n,k)EN* X N* n=1

(en utilisant le méme procédé de sommation que pour montrer la sommabilité).
Mais d’autre part, en regroupant les éléments de N* x N* selon les valeurs du produit p = nk,

c’est-a-dire :
= U K
peEN*
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ot K, = {(n,k) € N* x N*, nk = p}, on obtient aussi :

400 +o0 +oo +oo
Z " = Z Z ") = Z Z 2P | = ZCard(KP)x” = Zd(p)x”
(n,k)EN* xN* p=1 \ (n,k)EK, p=1 \ (n,k)EK, p=1 p=1

(il y a autant de couples (n, k) avec nk = p que de diviseurs de p dans N*).
400 n +oo
x
0] déduit I'égalité = d(p)xP.
n en dédui egalenz_:ll—x” 2 (p)x
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3) Propriétés algébriques des familles sommables

I désigne un ensemble fini ou dénombrable.

Propriété 57 (Linéarité)
Soit (u;)ier et (v;)ier deuz familles d’éléments de K = R ou C, et soit (\, u) € K2.
Si (u;)ier et (v;)ier sont sommables, alors (Au; + pv;)icr est sommable et

D> Owi + i) =AY ui+p Y v

i€l icl icl

Preuve (non traitée en classe)
Si I est fini, il n’y a rien & faire. Supposons donc I dénombrable.
Pour toute partie finie J C I, on

Z |Au; + poi| < WZ il + |l ZM‘\ < |)\|Z|Uz‘\ + |N|Z lvi| = M,

icJ icJ ic€J i€l icl

et M ne dépend pas de la partie finie J, donc (Au; + pv;);er est sommable.
Enfin, pour montrer 'égalité voulue, on peut réindexer I (cf. cor. 56) : en notant ¢ : N — T une
bijection, on a

+o0o +oo +o00o
D i+ i) = D Nty + 10p()) =AY Uiy + 1Y Vo) = AD_ i+ Y0
el n=0 n=0 n=0 el el

(car les séries D Ug(n) €t ) Vy(n) convergent par sommabilité supposée de (u;)icr et (vi)icr)-

Corollaire 58 (Structure d’espace vectoriel des familles sommables)
L’ensemble des familles sommables est un sous-espace vectoriel de K, et lapplication (u;)ier —
> icr Ui est une forme linéaire sur cet espace vectoriel.

Preuve (non traitée en classe)
La famille nulle est sommable, et le reste figure dans la preuve de la prop. précédente.

Notation
On notera ¢!(I,K) (ou plus simplement ¢*(I)) le K-espace vectoriel des familles sommables de K.

Propriété 59 (Positivité et croissance)
(i) Si (u;)ier est une famille sommable de réels positifs, alors Y ;. u; > 0.

(i1) Si (u;)icr et (vi)ier sont deuzx familles sommables de nombres réels, alors

(Vie[, ’LLZS’UZ) — Z’UHLSZ’UZ

icl i€l

Preuve (non traitée en classe)
(i) La borne supérieure de quantités positives est positive.

(ii) On applique le point (i) a la famille positive (v; — u;);er et on conclut par linéarité de la
somme.

Propriété 60 (Somme nulle de termes positifs)
Soit (u;)ier une famille de réels positifs.

Si (u;)icr est sommable et si ), u; =0, alors u; =0 pour tout i € I.
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Preuve (non traitée en classe)
Evident car pour tout j € I :

OSUJ‘: ZuiSZuizo.

ie{j} icl

Propriété 61 (Conjugaison)

Si (u;)ier € CN est sommable, alors (;)ier est sommable et Zuﬁ = ZUZ
icl icl

Preuve (non traitée en classe)

Puisque [w;] = |u;| et que (Ju;|);er est sommable, alors (%;);c; est sommable.

Enfin, on a u = Re(ux) +i(—Im(ux)) pour tout k € I, donc par définition de la somme d’une famille
sommable de nombres complexes :

Zqu = ZRe(uk) —|—i2(—1m(“k)) = ZRQ(“’C) —izfm(“k) - Zuk

kel kel kel kel kel kel

Propriété 62 (Inégalité triangulaire)

S

el

SZ\UH-

el

Si (u;)icr € KI est sommable, alors

Preuve (non traitée en classe)
Si I est fini, il n’y a rien & faire. Supposons donc I dénombrable.
Etant donné une bijection ¢ : N — I, on a (cf. prop 56) :

+oo +oo
Z U; Z Up(n) < Z |u<p(n)| = Z |u74‘
n=0 n=0

i€l icl
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VII Applications de la sommabilité aux séries

1) Permutation des termes d’une série absolument convergente

Propriété 63 (Permutation des termes d’une série absolument convergente)
Soit (u,) € KN. Si > u, est absolument convergente, alors pour toute bijection o : N — N, la série
permutée Zug(n) est absolument convergente et on a

+oo 400
D o) = D tn-
n=0 n=0

Preuve
Puisque > u,, converge absolument, la famille (u,)nen est sommable, et donc, d’aprés le cor. 56
(appliqué avec I = N), on obtient que la série ) u,(,) converge absolument et :

—+o0 —+o0
Do) = D Un =D n.
n=0

neN n=0

Exemple
1

no(n)

Soit o : N* — N* une permutation (bijection). Montrons que la série Z
n>1

converge.

1 1/1 1
En posant u,, = ——— pour tout n € N*, ona 0 < u, < = (— + 7)
no(n) 2\n?  o(n)?
1

Puisque la série ) =5 converge absolument, la série permutée ﬁ converge absolument aussi

(d’aprés la prop. précédente), donc on conclut par comparaison de séries & termes positifs.

ATTENTION !
Si Y uy, est seulement semi-convergente, alors une permutation des termes peut modifier la valeur de
la somme!

Exemple

_1\n—1
Posons u,, = % pour tout n € N*.

La série Y u, converge par le critére spécial des séries alternées. Notons

—+oo _

_ 111 (—1)N-1

— n = 1 1—= P N
§=2 u N R >0

=SnN

n=1

(on sait que S est du signe de son premier terme, mais on pourra montrer a l'aide des séries entiéres
qu’en fait S = In(2)).
Considérons la permutation ¢ : N* — N* définie par :

_(12345678 910---)
7=\1 2 4 3 6 8 5 10 12 7 ---

(onaoc(Bk+1)=2k+1,08k+2) =4k + 2, 0(3k + 3) = 4k + 4 pour tout k € N).

N
Etudions alors la série ) g () : en notant Ty = Z Ug(n) POur tout N € N* on a :
n=1
3N+3
11 1 1 1 1 1 1
T = —1—--_Z4-_2-_°= e — _
BN ;““”) T3 8T TN N2 aN+4
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soit
- B (1 1) 1+(1 1) L +( 1 1 ) 1
3N+ 2) 4"\3 6/ 8 2N +1 4N +2/) 4N +4
_ . 1 1t ., 1 1
T2 4 6 8 AN +2 AN +4
_ }(1,14,1,14, + 1 — 1 >fls
D) 23 4 ON+1 2N +2/ 272+

S
li T == i
On a donc N_lfﬁoo BN+ = 5 #S

De méme :

Tanio = T5N — U —
3N+ 3N+3 o(3N+3) N 400

| ol

Tsni1 =T3n42 — U —
3N+ 3N+ c(BN+2) T

S
donc lim Ty = —, ce qui montre que la série ) | u,(,) converge, mais
N—+o0 2

+oo 1 +oo +oo
ngoucr(n) = 57;0“% 7é ;un

2) Séries doubles

Théoréme 64 (Théoréme de Fubini pour les familles positives)
S0it (Um,n)(m,nyenz une famille de réels positifs. Alors on a dans [0, +00] :

(m,n)€EN2 n=0 m=0

Preuve
C’est directement une application du théoréme de sommation par paquets pour les familles de réels
positifs, en sommant selon la décomposition

— [J{myn), meN} = | J N x {n}
neN neN
ou selon la décomposition

= U {mn), meNy = | {m} x N

meN meN

Exemple
+oo +oo

Montrons que Z Z Z 7=

m=1n= m
On commence par réécrire :

+o0o +oo +oo +oo
E E ’I’L3 § § um,na
m=1n=m m=1n=1

OU Uy = 75 S 1 > M et Uy, = 0 sinon.
D’apres le théoréme de Fubini, on a dans [0, +00] :

n=1 m=1
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c’est-a-dire
+o0 +oo

=1 1
2t

m=1n=m

Théoréme 65 (Théoréme de Fubini pour les familles complexes)
S0it (Um,n)(m,nyen2 une famille de nombres réels ou complexes.
St (Um,n) (m,nyenz est sommable, alors on a

(5 E (5

(m,n)€EN2 n=0 \m= m=0 \n=0

(avec convergence absolue des séries qui interviennent dans cette expression).

Preuve
La aussi, c’est un cas particulier du théoréme de sommation par paquets pour les familles complexes.

Méthode
Pour intervertir deux sommes infinies dans un calcul :

® iU, > 0 pour tout (m,n) € N2, alors tous les coups sont permis (on peut permuter les sommes
avec égalité des résultats dans [0,+00])!

e sinon, on peul permuter les sommes sous réserve de sommabilité de (U n)(m,n)en?-
Et cette sommabilité doit se vérifier en montrant par exemple que

> (; um7n> < +o0

m

(ou dans Uautre sens).

3) Produit de Cauchy de deux séries

Définition 66 (Produit de Cauchy)
Soit (un), (v,) € KN. On appelle produit de Cauchy des séries > u, et > v, la série Y wy,, ot :

n n
YneN, w,= g UpVUn_k = g Upy— VU = E URV].
k=0 k=0 (k,l)EN2, k+l=n

Lemme 67 (Famille produit)
Si > un ety vy, sont deux séries absolument convergentes, alors la famille (Ukvl)(k,l)eNZ est som-

mable et
+o00 +o00
k=0 =0

(k,l)eN?

Preuve
On a dans [0, 400] (par le théoréme de Fubini pour les familles positives) :

+00 /400 oo oo
Z lugv| = Z ( |ukvl|> = Z Z luk| | |u] < 4o0.
0 k=0

(k,)EN? 1=0 \k= =0
——
=C<+o0

Donc la famille (uzv;),1en> est sommable, et par le théoréme de Fubini pour les familles complexes,
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on en déduit :

+oo +oo —+oo —+oo +oo —+oo
E UEV = E UV | = E E Ul v = E U X E 1.
(k,l)eEN? =0 \k=0 =0 k=0 k=0 =0
——
=KeK

Théoréme 68 (Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes)
Si > up et Y v, sont deuxr séries absolument convergentes, alors le produit de Cauchy Y wy,
converge absolument et on a :

2 () ()

Preuve
Par la propriété précédente, la famille (upv;) g 1yen> est sommable et

s (5 )

(k,1)eN?

Or, en sommant par paquets selon la décomposition :

N = | J I,

neN
avec I, = {(k,l) € N?, k+1=n}, on a aussi :
“+o0 “+00
DITTED 3 (b Srerh B
(k,l)ENZ n=0 \ (k,l)el, n=0
Exemple (Encore la série exponentielle)
+o0o
Pour tout z € R, on pose f(x) = Z — (qui converge absolument pour tout z € R d’aprés la régle
n!
n=0

de d’Alembert).
On a la formule

V(z,y) €eR?, flz+y) = f2)f(y)
En effet, par produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes :
+oo " +oo yn +oo n Ik ynfk
n=0 n=0 n=0 \k=0
c’est-a-dire
— 1 - n k, n—k = (.T + y)n
f(x)f(y)zz EZ L]ty :ZT:f(x‘f‘y)'
n=0 " k=0 n=0 ’

On montrera a laide des séries de fonctions que f(z) = e® pour tout = € R.
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